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Einleitung

bisher Spin der Elektronen und Gitterionen (fast) unbeachtet
→ nur Pauliprinzip

falls Gitterionen Spin −→ Kollektivanregungen möglich⇒
Spinwellen

zugeordnete Quanten: Magnonen
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Der Heisenberg-Hamiltonian

Wir betrachten einen ferromagnetischen Zustand (eine einheitliche
Ausrichtung des Spins). Dieser wird durch die
Austausch-Wechselwirkung zwischen den Gesamtspins der
verschiedenen Gitterionen verursacht.

Beschreibung durch Heisenberg-Hamiltonian:

H = −
∑
i 6=j

Jij Si · Sj (1)

Jij : Austausch-Integral

Si: vektorielle Spin-Operatoren des i-ten Gitterions

Summiert wird über alle Paare von Gitterionen

s=1/2: Spin-Operatoren durch Pauli-Matrizen gegeben
Vertauschungsrelationen: [Sλ,Sµ] = iSν , λ, µ, ν = x , y , z
und zykl. 4 / 10
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Der Heisenberg-Hamiltonian

Vereinfachungen:

nur Wechselwirkung nächste Nachbarn⇒ Rj = Ri + Rδ
mit δ = 1, 2, ..., ν

Ji,i+δ = J

⇒ H = −J
∑

i,j Si · Si+δ

Φ0 =
∏

n |s〉n

Hamiltonian und Grundzustandsenergie

H = −J
∑

i,j

(SizSjz +
1
2

(Si+Sj− + Si−Sj+)) (j = i + δ) (2)

E0 = −Js2νN (3)
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Neuer Zustand

Neuer Zustand: Φm = Sm−
∏
|s〉n

HΦm = E0Φm + 2Js
∑

δ(Φm − Φm+δ)

⇒ kein Eigenzustand

Superposition als neuer Zustand

Φ =
∑

m

eik·RmΦm (4)

Dispersionsrelation

Ek = E0 + 2Jνs(1− γk ) (5)

γk = 1
ν

∑
δ eik·Rδ
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Spinwellen

(a) Ferromagnetischer Grundzustand (b) Spinwellenzustand
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Holstein-Primakoff-Transformation

für Quantisierung: Zustand in Teilchenzahl-Darstellung durch
Zustandsvektor |n1, n2...nN〉 für Bosenen beschreiben
ni = 0, 1, 2 ... 2s ; gibt an um wieviel Einheiten die sz , der
jeweiligen Ionen, vom Maximalwert abweichen
Einführung von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
a+

j aj ergibt:

S+ =
√

2s − a+a a, S− = a+
√

2s − a+a, Sz = s − a+a
(6)

Weiterer Schritt: Transformation auf Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren der Quanten der Spinwellen

a+
j =

1√
N

∑
k

eik·Rjb+
k aj =

1√
N

∑
k

e−ik·Rjbk (7)
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Antiferromagnetischer Hamiltonian

bisher: Spins nächster Nachbarn im Grundzustand parallel
ausgerichtet→ positives Austausch-Integral

Fall negativer Austausch-Integrale auch möglich, in vielen
Fällen sogar wahrscheinlicher⇒ Antiparallelstellung der
Spins n.N.

Grundzustand: zwei Teilgitter gleicher Atome, aber
entgegengesetzer Spinrichtung⇒ Antiferromagnet

Neuer Hamiltonian

H = +J
∑
i,δ

Si · Si+δ (8)
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Dispersionsrelation

Holstein-Primakoff-Transformation für jedes Teilgitter
⇒ Hamiltonian mit 3 Termen:

1 Energie ungestörten Zustand
2 Spinwellen in Teilgitter
3 Wechselwirkung zwischen beiden Teilgittern

3. Term beseitigt durch Einführung von
Magnonen-Operatoren (beschreiben kombinierte Spinwellen
in beiden Teilgittern)

Dispersionsrelation für antiferromagnetische Magnonen

E = ~ωk = +2Jνs
√

1− γ2
k (9)

für kleine k wird
√

1− γ2
k ∼ k (bei Ferromagnet ∼ k2)
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