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1 Einleitung: Materie und
Wechselwirkungen

30.10.2020

1.1 Quarks und Leptonen

Nach unserem gegenwärtigen Verständnis besteht sämtliche sichtbare1 Materie aus Fer-
mionen mit Spin 1/2: den Quarks und den Leptonen (griech. λεπτὸς=leicht). Es gibt
sechs sog. Flavor (engl. flavor=Geschmack) von Quarks und Leptonen, die in drei sog.
Familien eingeteilt werden, s. Tab. 1.1.

Familie Flavor f
Quarks qif
i = r, g, b

Leptonen lf

I
1 ur ug ub νe l SU(2)L
2 dr dg db e−

II
3 cr cg cb νµ l SU(2)L
4 sr sg sb µ−

III
5 tr tg tb ντ l SU(2)L
6 br bg bb τ−

← SU(3)c →

Tabelle 1.1: Materieteilchen.

Die sechs verschiedenen Quark-Flavors werden mit up (u), down (d), charm (c),
strange oder seltsam (s), top (t) und bottom (b) bezeichnet. Die Quarks tragen eine
weitere Quantenzahl, die man als Farbe bezeichnet. Es gibt drei verschiedene Quark-
Farben, rot (r), grün (g) und blau (b).

Innerhalb der einzelnen Familien besteht eine unitäre Symmetrie, SU(2)L, bzgl. ei-
ner Quantenzahl, die man als linkshändigen schwachen Isospin bezeichnet. Diese
Symmetrie ist grundlegender Bestandteil des Standardmodells der elektroschwachen
Wechselwirkung (s. Abschnitt 7.4). Dies bedeutet, dass sich die Flavors innerhalb einer
Familie identisch unter SU(2)L–Transformationen verhalten.

1Im Gegensatz zur nicht sichtbaren Dunklen Materie.
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1 Einleitung: Materie und Wechselwirkungen

Zwischen den einzelnen Farben eines Quark-Flavors besteht ebenfalls eine unitäre Sym-
metrie, die sog. SU(3)c–Farb-Symmetrie. Dies bedeutet, dass sich Quarks unterschied-
licher Farbe identisch unter SU(3)c–Transformationen verhalten. Diese Symmetrie liegt
der starken Wechselwirkung zugrunde (s. Abschnitt 2.7).

Zu den in Tab. 1.1 aufgeführten Materieteilchen gibt es noch die zugehörigen Anti-
Teilchen. Anti-Teilchen besitzen identische Massen wie die zugehörigen Teilchen, aber
unterscheiden sich ansonsten in allen Quantenzahlen. Für Quarks sind die zugehörigen
Anti-Teilchen die Anti-Quarks, ū, d̄, c̄, s̄, t̄ und b̄. Sie unterscheiden sich im Vorzeichen
der elektrischen Ladung von den jeweiligen Quarks und tragen Anti-Farbe, also r̄, ḡ
und b̄. Die Anti-Teilchen der Neutrinos sind die sog. Anti-Neutrinos, ν̄e, ν̄µ und ν̄τ .
Aus historischen Gründen bezeichnet man das Anti-Teilchen des Elektrons als Positron,
e+. Die Bezeichnung für das Anti-Myon ist µ+ und für das Anti-Tauon τ+. Positron,
Anti-Myon und Anti-Tauon haben im Gegensatz zu Elektron, Myon und Tauon positive
elektrische Ladung, was durch ein entsprechendes Superskript gekennzeichnet wird.

Woher wissen wir, dass es diese Teilchen gibt? Zumindest beim Elektron gibt es keine
Zweifel, es ist experimentell als wesentlicher Baustein der Atome und Träger der elektri-
schen Ladung in Materialien, die den elektrischen Strom leiten, nachgewiesen.

Die Existenz des Elektron–(Anti-)Neutrinos wurde von Wolfgang Pauli 1930 po-
stuliert, um den β–Zerfall radioaktiver Kerne zu erklären. Dabei zerfällt ein Neutron in
ein Proton, ein Elektron und ein Elektron–Anti-Neutrino:

n −→ p+ e− + ν̄e . (1.1)

Beim radioaktiven Zerfall von Kernen haben die Anfangs- und Endzustände wohldefinierte
diskrete Energien, aber das Energiespektrum der beim Zerfall erzeugten Elektronen ist
kontinuierlich. Pauli argumentierte, dass ein weiteres, bislang unbeobachtetes Teilchen
beim Zerfallsprozess (1.1) frei werden muss, welches die Energieerhaltung sicherstellt. Dies
ist gerade das Elektron-Anti-Neutrino ν̄e.

Das Muon µ− wurde in Zerfällen von Teilchen in der kosmischen Strahlung nachge-
wiesen,

µ− −→ e− + ν̄e + νµ ; (1.2)

oder π− −→ µ− + ν̄µ ; . (1.3)

Daraufhin soll Isidor Isaac Rabi den berühmten Satz “wer hat die bestellt?” (engl. “who
ordered these”) geprägt haben. Das Myon–(Anti-)Neutrino wird beim µ−–Zerfall (1.2)
bzw. π−–Zerfall (1.3) erzeugt.

Das Tauon wurde ebenfalls in der kosmischen Strahlung nachgewiesen. Bei dessen
Zerfall wird wiederum das Tau–Neutrino erzeugt. In Tab. 1.2 sind die Eigenschaften
der Leptonen aufgeführt. Die Leptonquantenzahlen (Le, Lµ sind Lτ ) sind in einem Zer-
fallsprozess stets erhalten, d.h. ein µ− kann nicht in ein e− zerfallen, ohne dass ein ν̄e und
ein νµ erzeugt wird, vgl. Gl. (1.2).

Die Existenz von Quarks ist viel schwieriger zu nachzuweisen, da sie niemals isoliert
in der Natur vorkommen. Sie sind in sog. Hadronen eingeschlossen (engl. confined). Als
Hadronen (griech. ἁδρὸς=stark) bezeichnet man generell alle Teilchen, die der starken
Wechselwirkung unterliegen.

2



1.1 Quarks und Leptonen

Lepton Spin J Masse [MeV/c2] Mittlere Lebensdauer Leptonquantenzahlen
Le Lµ Lτ

e∓ 1/2 0.5109989461± 3.1 · 10−9 > 6.6 · 1028 y ±1 0 0
µ∓ 1/2 105.6583745± 2.4 · 10−6 (2.1969811± 2.2 · 10−6) · 10−6 s 0 ±1 0
τ∓ 1/2 1776.86± 0.12 (290.3± 0.5) · 10−15 s 0 0 ±1

νe (ν̄e) 1/2 < 1.1 · 10−6 (ν̄e) > 150 s ±1 0 0
νµ (ν̄µ) 1/2 < 0.19 > 8.105 · 10−5 s 0 ±1 0
ντ (ν̄τ ) 1/2 < 18.2 – 0 0 ±1

Tabelle 1.2: Eigenschaften der Leptonen.

Hadronen transformieren als Singuletts unter der SU(3)c–Farb-Symmetrie, d.h. sie
sind invariant unter SU(3)c–Transformationen. Darum bezeichnet man sie auch als wei-
ße Zustände unter SU(3)c–Transformationen. Der Einschluss (engl. confinement) der
Farbladung tragenden Quarks in Hadronen, die Farb–Singuletts sind, ist eine Konsequenz
der Theorie der starken Wechselwirkung, der sog. Quantenchromodynamik (QCD), die
in den Abschnitten 2.7, 5.7, 6.7 und 8.6 näher diskutiert wird.

Weiterhin klassifiziert man die Hadronen in Mesonen (griech. μέσvος=in der Mitte) und
Baryonen (griech. βαρὺς=schwer). Mesonen sind typischerweise Zustände, die dieselbe
Zahl von Quarks und Anti-Quarks enthalten, also z.B. q̄q, während Baryonen typischer-
weise Zustände sind, die drei Quarks enthalten, also qqq. Für beide ist die Bedingung, dass
in der Natur beobachtbare Zustände Farb-Singuletts sind, erfüllt. Bei q̄q–Zuständen ist
dies offensichtlich, da Farbe und entsprechende Anti-Farbe zu einem weißen Zustand kom-
biniert werden können. Bei qqq–Zuständen ist dies weniger offensichtlich, hier muss man
streng genommen die Kopplungsregeln der Gruppe SU(3) zu Hilfe nehmen (s. Vorlesung
“Quantenmechanik II”). Als einfache “Eselsbrücke” kann aber die additive Farbmi-
schung der Goetheschen Farbenlehre dienen: mischt man rot, grün und blau additiv,
so ergibt sich weiß. Die drei Quarks im Baryon müssen also die Farben rot, grün und blau
tragen, um insgesamt einen “weißen”, d.h. farblosen Zustand zu bilden.

Der Name der Mesonen rührt daher, dass man in den Anfängen der Hadronenphysik
nur die leichtesten Leptonen, Mesonen und Baryonen kannte. Es gilt z.B. me < mπ '
139 MeV/c2 < mp ' 939 MeV/c2, also ist das Pion (ein Meson) von seiner Masse her
betrachtet eben “in der Mitte” zwischen dem Elektron (ein Lepton) und dem Proton (ein
Baryon). Das schwerste (z.Z.) bekannte Lepton, das Tauon, ist allerdings schwerer als
viele der leichteren Mesonen (wie Pion, Kaon, η, η′, . . .) und sogar schwerer als einige
Baryonen (wie Proton, Neutron, Λ, ∆, . . .), und es sind mittlerweile auch viele Mesonen
bekannt, die schwerer als Baryonen sind.

Zu jedem Hadron gibt es auch das zugehörige Anti-Teilchen, welches man dadurch
erhält, dass man jedes Quark durch ein Anti-Quark ersetzt und umgekehrt. Mesonen sind
daher ihre eigenen Anti-Teilchen, da qq̄ ≡ q̄q wieder ein Meson ist. Anti-Baryonen
dagegen sind genuin neue Teilchen, bestehend aus q̄q̄q̄. Denkbar sind aber auch andere
hadronische Zustände, die man generell als exotisch bezeichnet. So gibt es z.B. Meso-
nen, die keinerlei Quarks oder Anti-Quarks enthalten, sondern ausschließlich aus Gluo-
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1 Einleitung: Materie und Wechselwirkungen

nen bestehen, die sog. Gluebälle. Denkbar sind auch mesonische Zustände, die aus zwei
Quarks und zwei Anti-Quarks bestehen, sog. Tetra-Quarks, (q̄q)(q̄q). Die leichtesten die-
ser Zustände (z.B. f0(500) und f0(980)) sind allerdings nicht wirklich gebundene Zustände
von zwei q̄q–Mesonen, sondern eher Resonanzen im Streu-Kontinuum der letztgenannten.
Es gibt aber mittlerweile auch experimentelle Kandidaten für echt gebundene Zustände
aus zwei q̄q–Mesonen (z.B. X(3872), Y (4660) und Zc(3900)).

Spekuliert wird auch über die Existenz von sog. Penta-Quarks, (qqq)(q̄q), allerdings
sind diese vermutlich keine gebundenen Zustände, sondern höchstens Resonanzen im
Streu-Kontinuum von qqq–Baryonen und q̄q–Mesonen. Auch (Anti-)Baryonen mit einem
Vielfachen von drei (Anti-)Quarks sind denkbar, z.B. das sog H–Baryon (sprich “Eta”–
Baryon, vom griechischen Großbuchstaben H), ein (qqq)(qqq)–Zustand. Das confine-
ment von farbgeladenen Objekten in der QCD macht es lediglich erforderlich, dass diese
Zustände Farb-Singuletts bilden. Einen aktuellen Überblick über die bekannten Hadronen
findet man im sog. “Particle Data” Buch der “Particle Data Group” [17].

In der nachfolgenden Tabelle 1.3 sind Eigenschaften der einzelnen Quark-Flavors auf-
geführt.

Flavor Spin J Masse [MeV/c2] Quarkquantenzahlen
Q T3 S C B T B

u 1/2 2.16+0.49
−0.26 +2/3 1/2 0 0 0 0 1/3

d 1/2 4.67+0.48
−0.17 −1/3 −1/2 0 0 0 0 1/3

s 1/2 93+11
−5 −1/3 0 −1 0 0 0 1/3

c 1/2 (1.27± 0.02) · 103 +2/3 0 0 +1 0 0 1/3
b 1/2 (4.18+0.03

−0.02) · 103 −1/3 0 0 0 −1 0 1/3

t 1/2 (172.76± 0.3) · 103 +2/3 0 0 0 0 +1 1/3

Tabelle 1.3: Eigenschaften der Quarks. Die Quarkquantenzahlen sind elektrische Ladung
Q, z–Komponente des Isospins T3, Seltsamkeit S, Charm C, Bottom-Ladung
B, Top-Ladung T und Baryonenzahl B. Dass seltsamen Quarks negative
Seltsamkeit zugeordnet wird, hat historische Gründe. Konsistenterweise wird
dann Bottom-Quarks negative Bottom-Ladung zugeordnet.

Da Quarks (als farbgeladene Objekte) nicht isoliert beobachtet werden können, ist es
schwierig, ihre Massen präzise zu ermitteln. Dennoch sind diese mit Hilfe von Methoden
der sog. Gittereichtheorie mittlerweile recht genau bestimmbar. Hierbei werden die
Massen von Hadronen bei gegebenen Quarkmassen numerisch auf einem Raum-Zeit-
Gitter bestimmt. Man verändert die Quarkmassen so lange, bis Übereinstimmung mit
experimentell gemessenen Hadronenmassen erzielt wird. Dies ergibt dann die in Tab. 1.3
aufgeführten Werte für die Quarkmassen.

Prozesse der starken Wechselwirkung erhalten alle Quarkquantenzahlen, aber Prozesse
der schwachen Wechselwirkung können diese verändern. Hierzu zwei
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1.1 Quarks und Leptonen

Beispiele:

(a) p+ π− −→ Λ +K0

Während die beiden Teilchen auf der linken Seite keine Seltsamkeit tragen, hat das
Λ, welches jeweils ein u–, d– und s–Quark enthält, S = −1, und das neutrale Kaon
K0, welches aus d und s̄ besteht, S = +1. In der Summe haben also auch die beiden
Teilchen auf der rechten Seite keine Seltsamkeit. Bei der obigen Reaktion handelt
es sich dementsprechend um einen Prozess der starken Wechselwirkung.

(b) Λ −→ p+ π−

Der Zerfall des Λ in Proton und Pion ist ein Prozess der schwachen Wechselwir-
kung, denn die Seltsamkeit ändert sich von S = −1 auf der linken Seite zu S = 0
auf der rechten Seite der Reaktionsgleichung.

Die Erhaltung der Quarkquantenzahlen, oder mit anderen Worten der Quark-Flavors,
in der starken Wechselwirkung bedeutet, dass letztere alle Quark-Flavors gleich behandelt.
Falls nun Nf Quark-Flavors in der Masse entartet sind, so gibt es, zumindest in Bezug
auf Prozesse der starken Wechselwirkung, keine Möglichkeit, zwischen diesen entarteten
Flavors zu unterscheiden. Die Ununterscheidbarkeit bedingt die Existenz einer Symme-
trie, in diesem Fall einer SU(Nf )–Flavor-Symmetrie. Dies bedeutet, dass man die Nf

entarteten Quark-Flavors mit Hilfe von speziellen unitären Transformationen ineinander
umwandeln könnte, ohne dass sich etwas an observablen Größen ändert. Es bedeutet fer-
ner, dass die Eigenwerte des Hamilton-Operators der starken Wechselwirkung,
ĤQCD, oder mit anderen Worten, die Energie-Eigenzustände, d.h. die Massen der Ha-
dronen, nach Multipletts der Gruppe SU(Nf ) klassifiziert werden können. Bei exakter
SU(Nf )–Symmetrie sind alle Hadronenmassen innerhalb eines Multipletts entartet.

Dies ist ganz ähnlich wie bei den Eigenwerten des Hamilton-Operators für das Elektron
im Wasserstoffatom (vgl. Vorlesung “Quantenmechanik I”). Weil das Coulomb-Potentials
des Protons ein Zentralpotential ist, gibt es, in Abwesenheit äußerer elektromagnetischer
Felder, eine SO(3)–Symmetrie bezüglich Drehungen im Raum. Also sind die Eigen-
werte des Hamilton-Operators bezüglich der Quantenzahlen des Drehimpulses entartet
und können nach Multipletts der Gruppe SO(3), also zu gegebenem ` genau 2` + 1
Zustände, klassifiziert werden. Alle Eigenwerte innerhalb eines Multipletts sind energe-
tisch entartet.

In der starken Wechselwirkung brechen die ungleichen Massen der Quarks die SU(Nf )–
Symmetrie explizit. Dadurch wird auch die Entartung der Hadronenmassen innerhalb
eines Multipletts aufgehoben. Auf einer typischen hadronischen Massenskala, ∼ 1 GeV/c2,
ist aber der Massenunterschied zwischen u–, d– und ggfs. sogar s–Quarks vernachlässigbar,
vgl. Tab. 1.3, so dass zumindest näherungsweise eine SU(3)–Flavor-Symmetrie besteht
(für die schwereren Quark-Flavors gilt dies nicht mehr, da ihre Massen vergleichbar, oder
sogar erheblich größer als die typische hadronische Massenskala sind). Daher ist es sinnvoll,
eine Klassifikation der Hadronen in Multipletts der Gruppe SU(3) vorzunehmen.

Diese wurde ausführlich in der Vorlesung ”Quantenmechanik II”besprochen. Wir geben
hier deshalb lediglich eine kurze Erinnerung an die wichtigsten Fakten, soweit sie dieses
einleitende Kapitel betreffen. SU(3)–Flavor-Multipletts kann man graphisch in einer Ebe-
ne darstellen. Dabei macht man sich zunutze, dass jeder Zustand eines SU(3)–Multipletts
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1 Einleitung: Materie und Wechselwirkungen

eindeutig durch die Eigenwerte der Operatoren der Cartan–Unteralgebra der Gruppe
SU(3) festgelegt wird. Letztere besteht aus den Generatoren T̂3 und T̂8. Anstelle von T̂8

nimmt man oft den sog. Hyperladungsoperator Ŷ ≡ (2/
√

3) T̂8. Die Zustände eines
Multipletts sind dann durch die Eigenwerte T3 und Y eindeutig festgelegt, |T3, Y 〉. Die
einzelnen Zustände eines Multipletts nehmen dann in der (T3− Y )–Ebene eindeutig fest-
gelegte Positionen an. In Abb. 1.1 ist das sog. fundamentale Triplett [3] der Quarks
dargestellt. Die Wertepaare (T3, Y ) der einzelnen Quark-Flavors entsprechen denen in
Tab. 1.3 angegebenen, wenn man die Relation

Y = B + S (1.4)

benutzt.

Y [h]

T [h]3

1/3

−2/3

1/2−1/2

| u >| d >

| s >

Abbildung 1.1: Das fundamentale Triplett der drei leichtesten Quark-Flavors u, d und s.

In Abb. 1.2 ist das sog. Anti-Triplett [3̄] der Anti-Quarks dargestellt. Es ergibt sich
aus dem Triplett durch Vorzeichenumkehr von T3 und Y , so wie man das für Anti-Teilchen
erwartet.

Mit Hilfe der Kopplungsregeln für SU(3)–Multipletts kann man aus dem fundamen-
talen Triplett und dem Anti-Triplett höherdimensionale Multipletts konstruieren. Die Zahl
der dabei verwendeten Tripletts und Anti-Tripletts entspricht dabei genau der Zahl der
im jeweiligen Hadron vorkommenden Quarks bzw. Anti-Quarks. Aus den Regeln

[3]× [3̄] = [1] + [8] , (1.5)

[3]× [3]× [3] = [1] + [8] + [8] + [10] (1.6)

erhalten wir also ein Singulett [1] und ein Oktett [8] für mesonische q̄q–Zustände bzw.
ein Singulett [1], zwei Oktetts [8] und ein Dekuplett [10] für baryonische qqq–Zustände.
Das Singulett und das Oktett der pseudoskalaren Mesonen ist in Abb. 1.3 dargestellt.
Hier erkennt man das Isospin-Triplett der Pionen, π−, π0 und π+, sowie die beiden
Isospin-Dubletts der Kaonen, K0, K+ und K−, K̄0.
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1.1 Quarks und Leptonen
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Abbildung 1.2: Das Anti-Triplett der leichtesten drei Anti-Quark–Flavors ū, d̄ und s̄.
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Abbildung 1.3: Das Singulett und Oktett der pseudoskalaren Mesonen.

Das Singulett, ein Oktett und das Dekuplett der Baryonen ist in Abb. 1.4 dargestellt.
Hier erkent man z.B. das Isospin-Dublett, das von Neutron n und Proton p gebildet
wird.

Die Klassifikation von Hadronen in SU(3)–Flavor-Multipletts liefert indirekte Evidenz
für die Existenz verschiedener Quark-Flavors. Ob es mehr als die bekannten sechs Quark-
Flavor oder mehr als drei Familien von Materieteilchen gibt, ist nicht bekannt. Unser
Standardmodell der starken und elektroschwachen Naturkräfte scheint derzeit nicht mehr
zu benötigen, um experimentelle Befunde zu erklären.

Aber woher wissen wir, dass es die Quantenzahl Farbe gibt? Betrachten wir beispiels-
weise das ∆++ im Baryonen-Dekuplett (der Zustand ganz rechts oben im Dekuplett in
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1 Einleitung: Materie und Wechselwirkungen
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Abbildung 1.4: Das Singulett, ein Oktett und das Dekuplett der Baryonen.

Abb. 1.4). Die Gesamt-Wellenfunktion des ∆++ ist das (direkte) Produkt von drei Antei-
len, einem räumlichen, einem Spin- und einem Flavor-Anteil,

Ψ∆++ = ψRaum ψSpin ψFlavor . (1.7)

Aus den graphischen Kopplungsregeln, die in der Vorlesung ”Quantenmechanik II” erläu-
tert wurden, wissen wir, dass das ∆++ aus drei u–Quarks besteht, ∆++ ∼ uuu. Der Flavor-
Zustand uuu ist offensichtlich symmetrisch unter Austausch der einzelnen Quarks, also
ist ψFlavor symmetrisch. Desweiteren ist experimentell bekannt, dass ∆++ Gesamtspin
J = 3/2 hat. Dieser ergibt sich aus dem Bahndrehimpuls L = 0 (also einer s–Welle)
und dem Spin S = 3/2 (d.h. die drei Quark-Spins 1/2 addieren sich parallel zueinander).
Ein Spin S = 3/2–Zustand ist symmetrisch (weil sich die Quark-Spins parallel addieren
und daher beliebig vertauscht werden können), also ist ψSpin symmetrisch. Letzlich bildet
auch eine s–Welle (Bahndrehimpuls L = 0) einen symmetrischen Zustand, d.h. ψRaum

ist symmetrisch.

Nun sehen wir uns mit einem Dilemma konfrontiert: wenn alle Anteile der Wellenfunk-
tion (1.7) symmetrisch sind, muss auch die Gesamtwellenfunktion Ψ∆++ symmetrisch
unter Austausch aller Quarks sein. Aber dies ist unmöglich, weil das ∆++ als aus einer
ungeraden Anzahl von Fermionen bestehendes Teilchen ebenfalls ein Fermion ist. Das
Pauli-Prinzip bzw. die Fermi–Dirac–Statistik macht es dann aber erforderlich, dass
die Gesamtwellenfunktion Ψ∆++ anti-symmetrisch unter Austausch aller Quarks ist.

Der einzige Ausweg ist, die Existenz einer weiteren Quantenzahl zu fordern, die man
Farbe nennt und deren Anteil an der Wellenfunktion des ∆++ anti-symmetrisch ist.
Die Gesamtwellenfunktion (1.7) muss um einen Farbanteil ergänzt werden,

Ψ∆++ = ψRaum ψSpin ψFlavor ψFarbe . (1.8)

Diese ist nun anti-symmetrisch, wie vom Pauli-Prinzip gefordert.

Aber woher wissen wir, dass es drei Quark-Farben gibt, nicht mehr und nicht weniger?
Hierzu gibt es zwei überzeugende experimentelle Befunde:

8



1.1 Quarks und Leptonen

(a) π0–Zerfall: Das π0–Meson hat den Quarkinhalt

π0 =
1√
2

(
ūu− d̄d

)
. (1.9)

Die u– und d–Quarks und –Anti-Quarks können sich gegenseitig vernichten, d.h.
das π0–Meson zerfällt in zwei Photonen, s. Abb. 1.5.

π

γ

γ

0

Abbildung 1.5: Der π0–Zerfall in zwei Photonen.

Dies ist ein sog. Feynman–Diagramm: die gestrichelte Linie entspricht dem ein-
laufenden π0, die durchgezogenen Linien sind Quarks und die wellenförmigen Linien
versinnbildlichen Photonen. Wie man mit Feynman–Diagrammen umgeht, werden
wir in den Kapiteln 4 und 6 noch eingehend besprechen. An dieser Stelle ist es le-
diglich nötig zu bemerken, dass der in Abb. 1.5 graphisch dargestellte Zerfall des
π0–Mesons in eine mathematische Formel für die Pion–Zerfallsbreite übersetzt
werden kann,

Γth(π0 → γγ) ' 7.87

(
Nc

3

)2

eV . (1.10)

Die Größe Nc in der Klammer steht dabei für die Anzahl der möglichen Quark-
Farben. Weil die im Dreieck in Abb. 1.5 umlaufenden Quarks im Prinzip jede Farbe
annehmen können, ist die Zerfallsamplitude proportional zu einem Faktor Nc (und
die Zerfallsbreite entsprechend proportional zu N2

c ). Vergleichen wir Gl. (1.10) mit
dem experimentell gemessenen Wert,

Γexp(π0 → γγ) ' (7.95± 0.05) eV , (1.11)

so wird klar, dass lediglich der Wert Nc = 3 für die Zahl der Quark-Farben in
Betracht kommt.

(b) e+e−–Vernichtung: Betrachten wir das Verhältnis des Wirkungsquerschnitts für die
Vernichtung eines Elektron–Positron–Paars in Hadronen zu dem für die Vernich-
tung in Myonen,

R =
σ(e+e− → Hadronen)

σ(e+e− → µ+µ−)
. (1.12)

Die entsprechenden Feynman-Diagramme sind in Abb. 1.6 dargestellt. Für den Zer-
fall in Hadronen nehmen wir an, dass das virtuelle Photon im Zwischenzustand
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1 Einleitung: Materie und Wechselwirkungen

zunächst in ein q̄q–Paar zerfällt. Von den Quark-Linien werden dann virtuelle Gluo-
nen (korkenzieherförmige Linien) abgestrahlt, die wiederum in q̄q–Paare zerfallen.
Diese kombinieren dann mit anderen Quarks bzw. Anti-Quarks zu (farbneutralen)
Hadronen.

e

e+

µ

µ+

e

e+

π

π

π

q

(a) (b)

γ γ* * g

g

*

*

q

Abbildung 1.6: e+e−–Vernichtung in Myonen (a) bzw. in Quarks und Hadronen (b).

Bei hohen Energien kann es keine Rolle spielen, ob man ein µ+µ−– oder ein q̄q–
Paar erzeugt (der Massenunterschied zwischen den jeweils erzeugten Teilchen ist
vernachlässigbar). Allerdings hat man erheblich mehr Möglichkeiten im letzteren
Fall: man muss für das q̄q–Paar alle Farben und Flavors in Betracht ziehen. Daher
ist

R = Nc

Nf∑
f=1

Q2
f

= Nc ×



4
9

+ 1
9
, Nf = 2 (u– und d–Quarks) ,

4
9

+ 1
9

+ 1
9
, Nf = 3 (u–, d– und s–Quarks) ,

4
9

+ 1
9

+ 1
9

+ 4
9
, Nf = 4 (u–, d–, s– und c–Quarks) ,

4
9

+ 1
9

+ 1
9

+ 4
9

+ 1
9
, Nf = 5 (u–, d–, s–, c– und b–Quarks) ,

3× 4
9

+ 3× 1
9
, Nf = 6 (alle Quark–Flavor) ,

=
Nc

3
×



5
3
' 1.67 , Nf = 2 ,

2 , Nf = 3 ,
10
3
' 3.33 , Nf = 4 ,

11
3
' 3.67 , Nf = 5 ,

5 , Nf = 6 .

(1.13)

Der Faktor Nc ergibt sich aus der Zahl möglicher Farben für das q̄q–Paar (Quark und
Anti-Quark müssen natürlich dieselbe Farbe tragen, da sie im Zerfall eines farblosen
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1.1 Quarks und Leptonen

Teilchens, eines Photons, entstehen). Die Summe über die möglichen Quark-Flavors
erklärt sich ganz analog. Dass in der Summe die Quadrate der elektrischen Ladun-
gen Q2

f der Quark-Flavors auftritt, ergibt sich aus den Feynman–Regeln für die
Feynman–Diagramme. Es ist klar, dass die Summe abbrechen muss, wenn nicht
genügend Energie zur Verfügung steht, um einen bestimmten Quark-Flavor zu er-
zeugen. Also bricht die Summe nach zwei Termen (Nf = 2) ab, falls die Energie
des e+e−–Paars niedriger ist als die zweifache s–Quark-Masse 2ms ' 200 MeV/c2.
Entsprechend bricht sie nach drei Termen (Nf = 3) unterhalb der zweifachen c–
Quark-Masse 2mc ' 2.56 GeV/c2 ab, nach vier Termen (Nf = 4) unterhalb der
zweifachen b–Quark-Masse 2mb ' 8.36 GeV/c2 und nach fünf Termen (Nf = 5)
unterhalb der zweifachen t–Quark-Masse 2mt ' 346.2 GeV/c2. Das experimentell
gemessene Verhältnis ist im Energiebereich 2.5 − 40 GeV in Abb. 1.7 dargestellt.
Die einzelnen Schwellen sind sehr gut erkennbar; sie beginnen tatsächlich (in etwa)
bei den nach obiger Überlegung erwarteten Werten auf der Energieachse und die
entsprechenden R–Werte werden auch dort angenommen, falls Nc = 3.

Abbildung 1.7: Das Verhältnis des Wirkungsquerschnitts der e+e−–Annihilation in Ha-
dronen zu dem in Myonen [18].

Diese experimentellen Befunde belegen die Existenz der Quantenzahl Farbe und dass
die Anzahl der Farben Nc = 3 ist. Die einzelnen Farben werden, wie schon erwähnt,
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1 Einleitung: Materie und Wechselwirkungen

gewöhnlich mit rot, grün und blau bezeichnet. Die starke Wechselwirkung unterscheidet
nicht zwischen einzelnen Farben, d.h. es existiert eine SU(3)c–Farb-Symmetrie. Hadro-
nen transformieren, wie ebenfalls schon erwähnt, wie Singuletts unter dieser Symmetrie,
d.h. sie bleiben invariant.

1.2 Eichfelder und das Higgs–Boson

4.11.2020

Es gibt vier fundamentale Wechselwirkungen zwischen Quarks und Leptonen:

(i) Gravitation,

(ii) Elektromagnetismus,

(iii) schwache Wechselwirkung und

(iv) starke Wechselwirkung.

Mit Ausnahme der Gravitation glauben wir zu wissen, wie man diese Wechselwirkun-
gen in Form von Quantenfeldtheorien formuliert. Die sog. Quantenchromodynamik
(QCD) ist die Theorie der starken Wechselwirkung. Das sog. Standardmodell der
elektroschwachen Wechselwirkung beschreibt die schwache und die elektromagne-
tische Wechselwirkung in einem einheitlichen Rahmen. Sowohl die starke wie die elek-
troschwache Wechselwirkung werden durch den Austausch von Vektorbosonen, d.h.
Teilchen mit Spin 1, vermittelt. Für die starke Wechselwirkung sind dies die sog. Gluo-
nen g, für die elektroschwache Wechselwirkung sind dies Photon γ (elektromagnetische
Wechselwirkung) sowie W+–, W−– und Z0–Boson (schwache Wechselwirkung). In der
quantenfeldtheoretischen Formulierung sind alle diese Vektorbosonen zunächst masselos,
d.h. sie sind sog. Eichfelder. Durch den Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung
(s. Kapitel 7), bei dem das unlängst experimentell nachgewiesene Higgs-Boson H eine
wichtige Rolle spielt, nehmen die schwachen Eichbosonen W+, W− und Z0 eine nicht-
verschwindende Masse an. Die nachfolgende Tabelle 1.4 stellt die Eigenschaften dieser
Vektorbosonen zusammen. Ebenfalls aufgeführt ist das sog. Graviton G, das Austausch-
teilchen der Gravitation mit Spin 2 (und damit ein Tensorboson) und das schon erwähnte
Higgs-Boson, welches Spin 0 trägt (also ein skalares Boson).

Die einzelnen Wechselwirkungen sind nach abnehmender Stärke geordnet. Die starke
Wechselwirkung ist, wie ihr Name sagt, die stärkste aller Wechselwirkungen. Ihre Kopp-
lungsstärke wird durch die starke Kopplungskonstante

αS ≡
g2

4π~cε0
(1.14)

charakterisiert, die (bei einer typischen hadronischen Energieskala – wir werden in Kapi-
tel 8 sehen, dass aufgrund der Renormierbarkeit der Wechselwirkungen alle Kopplungs-
konstanten energieabhängig sind) in etwa von der Größenordnung 1 ist. Aufgrund des
confinements von Farbladungen ist ihre Reichweite auf die typische Ausdehnung eines
Hadrons beschränkt.
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1.3 Einheiten, Konventionen und Notation

Austausch– Spin Masse Zerfallsbreite Kopplungsstärke Reichweite
teilchen J [GeV/c2] [GeV] [fm = 10−15m]

g 1 0 0 αS ∼ 1 < 1

γ 1 < 10−27 0 α ' 1
137.036

∞
W± 1 80.379± 0.012 2.085± 0.042

GFm
2
N ' 1.01 · 10−5 < 2 · 10−3

Z0 1 91.1876± 0.0021 2.4952± 0.0023

G 2 < 6 · 10−41 0
γm2

N

~c ' 5.76 · 10−36 ∞
H 0 125.10± 0.14 < 0.013 – –

Tabelle 1.4: Eigenschaften der Austauschteilchen.

Die zweitstärkste Wechselwirkung ist die elektromagnetische Wechselwirkung, deren
Kopplungsstärke durch die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante

α ≡ e2

4π~cε0
(1.15)

gegeben ist, wobei e die Elementarladung ist. Die Reichweite der elektromagnetischen
Wechselwirkung ist unendlich.

Wie wir in Kapitel 7 sehen werden, ist die Kopplungsstärke der schwachen Wechselwir-
kung eigentlich von derselben Größenordnung wie die der elektromagnetischen. In Pro-
zessen der schwachen Wechselwirkung wird jedoch stets ein W±– oder Z0–Boson ausge-
tauscht. Aufgrund der großen Masse dieser Bosonen ist damit zum einen die Reichweite
der schwachen Wechselwirkung beschränkt, und zum anderen auch ihre Stärke bei einer
typischen hadronischen Massenskala, z.B. bei der Nukleonenmasse mN ' 0.939 GeV/c2,
etwa fünf Größenordnungen kleiner. In Tab. 1.4 ist die typische Kopplungsstärke der
schwachen Wechselwirkung durch die sog. Fermi-Kopplungskonstante GF (multipli-
ziert mit m2

N , um die Kopplung dimensionslos und damit vergleichbar mit den anderen
Kopplungsstärken zu machen) angegeben.

Die Gravitation ist die schwächste uns bekannte Naturkraft. In der Tabelle ist für
ihre Stärke das Quadrat des Verhältnisses der Nukleonenmasse zur Planck-Masse MP ≡√
γ/~c angegeben. Verglichen mit der starken Wechselwirkung ist sie (bezogen auf die Nu-

kleonenmasse mN) 36 Größenordnungen schwächer! Für makroskopische Objekte (die vie-
le Größenordnungen schwerer als ein Nukleon sind) und auf astronomischen Größenskalen
spielt sie (aufgrund ihrer unendlichen Reichweite) jedoch eine wesentliche Rolle.

1.3 Einheiten, Konventionen und Notation

Einheiten:

Wir verwenden in den nachfolgenden Kapiteln (bis auf Kapitel 4) sog. natürliche Ein-
heiten,

~ = c = ε0 = 1 . (1.16)
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1 Einleitung: Materie und Wechselwirkungen

Dass ~ = 1 ist, bedeutet z.B., dass Energien und Kreisfrequenzen dieselbe Einheit haben
(man erinnere sich an die Formel E = ~ω aus der Quantenmechanik). Dass c = 1 ist, be-
deutet, dass Geschwindigkeiten dimensionslos sind, d.h. dass Längen und Zeiten dieselbe
Einheit haben. Wegen c2 ≡ (ε0µ0)−1 und ε0 = 1 ist dann auch µ0 = 1. Da Kreisfre-
quenzen die Einheit einer inversen Zeit und damit die einer inversen Länge haben, haben
Energien und inverse Längen dieselbe Einheit. Die Konversion zwischen natürlichen und
Standardeinheiten geschieht am zweckmäßigsten mit der Formel

1 = ~c = 197.3269804 MeV fm . (1.17)

Also ist

1 fm ' 1

197.327 MeV
, (1.18)

bzw.

1 GeV ' 1

0.197 fm
. (1.19)

Abständen von etwa 1 (1/5) fm entsprechen also einer Energieskala von 200 MeV (1 GeV),
oder mit anderen Worten, solche Abstände sind mit Proben (Photonen, Elektronen, etc.)
entsprechender Energie auflösbar.

Dass man die Dielektrizitätskonstante des Vakuums, ε0, gleich 1 setzt, vereinfacht den
Ausdruck für die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante (1.15) erheblich,

α =
e2

4π
. (1.20)

Mit dem Wert α ' 1/137.036 sehen wir, dass die Elementarladung in natürlichen Einhei-
ten ebenfalls dimensionslos wird,

|e| =
√

4πα ' 0.303 . (1.21)

Dasselbe gilt auch für die starke Ladung

|g| =
√

4παS ∼ 3.545 . (1.22)

Konventionen:

Der metrische Tensor in kartesischen Koordinaten im Minkowski-Raum ist

(gµν) = (gµν) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . (1.23)

Man bezeichnet diese Wahl als sog. “Westküstenmetrik” (engl. West coast metric), im
Unterschied zur “Ostküstenmetrik” (engl. East coast metric), die sich um ein globales
Vorzeichen von Gl. (1.23) unterscheidet.
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1.3 Einheiten, Konventionen und Notation

Notationen:

Für kontravariante 4–Vektoren verwenden wir Großbuchstaben mit hoch gestellten grie-
chischen Indizes, wie z.B. der kontravariante Raum-Zeit–Vektor

(Xµ) = (t, x, y, z)T . (1.24)

Das Transpositionssymbol gibt an, dass es sich streng genommen um einen Spaltenvek-
tor handelt. Der zugehörige kovariante 4–Vektor ergibt sich durch Herunterziehen der
Indizes mittels des metrischen Tensors,

(Xµ) = (gµνX
ν) = (t,−x,−y,−z) . (1.25)

Hierbei handelt es sich um einen Zeilenvektor. In der Ostküstenmetrik ändert sich ledig-
lich das Vorzeichen der Zeitkomponente, während die der Raumkomponenten unverändert
bleiben.

Wir können mit Hilfe des metrischen Tensors auch einen Index am metrischen Ten-
sor selbst herunterziehen. Der gemischt kontra- und kovariante metrische Tensor ist
damit identisch mit der (4× 4)–Einheitsmatrix,

(gµν) = (gµλgλν) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ≡ 14 = (δµν) . (1.26)

Das Skalarprodukt von 4–Vektoren ist mit Hilfe des metrischen Tensors definiert, z.B.
das Skalarprodukt des Raum-Zeit–Vektors mit sich selbst ist

XµgµνX
ν ≡ XνX

ν = t2 − ~x2 . (1.27)

In der Ostküstenmetrik hat das Skalarprodukt das umgekehrte Vorzeichen.
Der 4–Gradient ist

(∂µ) ≡
(

∂

∂Xµ

)
=

(
∂

∂t
,
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
. (1.28)

Man beachte, dass dies ein kovarianter Vektor ist, weil nach einem kontravarianten Vek-
tor abgeleitet wird. Dies sorgt dafür, dass kein negatives Vorzeichen vor den räumlichen
Komponenten erscheint, wie dies sonst für kovariante 4–Vektoren üblich ist, vgl. z.B. Gl.
(1.25). Die kontravariante Version des 4–Gradienten ist

(∂µ) ≡
(

∂

∂Xµ

)
=

(
∂

∂t
, − ∂

∂x
, − ∂

∂y
, − ∂

∂z

)T
. (1.29)

Hier wird nach einem kovarianten Vektor abgeleitet, was ein Minus-Zeichen vor den
räumlichen Indizes bedingt. Als einfache Merkregel zu den Vorzeichen gilt, dass ein kon-
tra(ko)varianter Index im Nenner wie ein ko(kontra)varianter Index zu behandeln ist.

Der D’Alembert–Operator ist

� ≡ ∂µ∂
µ =

∂2

∂t2
−∆ , (1.30)
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1 Einleitung: Materie und Wechselwirkungen

wobei ∆ ≡ ~∇2 der Laplace–Operator ist. Mehr Details zur relativistischen Notation findet
man in der Vorlesung “Theoretische Physik II: Klassische Mechanik”.

Die Dirac–Matrizen haben (in der Diracschen Konvention) die Form

γ0 =
(
γ0
)†

=

(
12 0
0 −12

)
,

γi = −
(
γi
)†

=

(
0 σi

−σi 0

)
, i = 1, 2, 3 , (1.31)

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
0 12

12 0

)
,

wobei 12 die (2× 2)–Einheitsmatrix ist und

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, (1.32)

die Pauli–Matrizen sind.
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2 Klassische Feldtheorie

2.1 Lagrange–Formulierung

In diesem Abschnitt rufen wir uns die Lagrange–Formulierung der klassischen Me-
chanik in Erinnerung (s. Vorlesung “Theoretische Physik II: Klassische Mechanik”). Wir
betrachten zunächst einen einzelnen Freiheitsgrad, charakterisiert durch die generali-
sierte Koordinate q und die generalisierte Geschwindigkeit q̇. Für konservative
Systeme (und nur solche sollen hier betrachtet werden) ist die Lagrange–Funktion die
Differenz aus kinetischer und potentieller Energie,

L(q, q̇; t) ≡ T − V =
1

2
mq̇2 − V (q, t) . (2.1)

Die Wirkung ist definiert als

S[q(t)] ≡
∫ te

ta

dt L(q, q̇; t) . (2.2)

Sie ist ein Funktional der im Zeitintervall [ta, te] durchlaufenen Trajektorie {q(t) , ta ≤
t ≤ te}, hängt also vom gesamten Verlauf der Funktion q(t) in diesem Zeitintervall ab. Im
Unterschied zu Funktionen, die im mathematischen Sinne Abbildungen sind, die Zahlen
Zahlen zuordnen, z.B. die generalisierte Koordinate als Funktion der Zeit,

q : R ⊃M −→ N ⊂ R
M3 t 7−→ q(t) ∈ N , (2.3)

sind Funktionale im mathematischen Sinn Abbildungen, die Funktionen Zahlen zuord-
nen. Im Fall der Wirkung gilt

S : C∞ −→ N ⊂ R
C∞ 3 q(t) 7−→ S[q(t)] ∈ N , (2.4)

wobei C∞ die Menge der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen ist. Argumen-
te von Funktionalen werden zur besseren Kenntlichmachung in eckigen Klammern auf-
geführt.

Welches ist nun die Trajektorie, die ein klassisches Teilchen durchläuft? Diese ist gemäß
dem Hamiltonschen Prinzip durch das Extremum der Wirkung gegeben. An diesem
ist die Wirkung stationär, d.h. ihre Variation verschwindet,

δS[q(t)] = 0 . (2.5)
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2 Klassische Feldtheorie

Die Variation der Wirkung ist wiederum definiert als

δS[q(t)] ≡ S[q(t) + δq(t)]− S[q(t)] , (2.6)

wobei δq(t) eine Variation der Trajektorie q(t) ist. Diese ist der Bedingung unterworfen,
dass die Trajektorie am Anfangs- und Endzeitpunkt nicht variiert wird,

δq(ta) = δq(te) ≡ 0 ∀ δq(t) . (2.7)

Dies ist in Abb. 2.1 verdeutlicht.

q

t

q

q

t t

e

ea

a

K

qδ

qδ

1

2K

1

2

K

Abbildung 2.1: Eine Trajektorie (rot) und zwei im Vergleich dazu variierte Trajektorien
(grün und blau).

Es genügt, infinitesimale Variationen des Pfades zu betrachten, |δq(t)| � |q(t)|. Die
Bedingung (2.5) lautet dann

0 = δS[q(t)] = S[q(t) + δq(t)]− S[q(t)]

=

∫ te

ta

dt [L(q(t) + δq(t), q̇(t) + δq̇(t); t)− L(q(t), q̇(t); t)]

'
∫ te

ta

dt

[
L(q(t), q̇(t); t) +

∂L

∂q
δq(t) +

∂L

∂q̇
δq̇(t)− L(q(t), q̇(t); t)

]
, (2.8)

wobei wir eine Taylorentwicklung bis zur Ordnung O(δq, δq̇) vorgenommen haben (was
für infinitesimale Variationen ausreichend ist). Der erste und letzte Term heben sich ge-
genseitig weg. Für den dritten Term benutzen wir, dass

δq̇(t) =
d

dt
[q(t) + δq(t)]− d

dt
q(t) = q̇(t) +

d

dt
δq(t)− q̇(t) =

d

dt
δq(t) , (2.9)
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2.1 Lagrange–Formulierung

so dass nach partieller Integration folgt

0 = δS[q(t)] =

∫ te

ta

dt

[
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

]
δq(t) +

∂L

∂q̇
δq(t)

∣∣∣∣te
ta

. (2.10)

Der zweite Term verschwindet, da die Trajektorie am Anfangs- und Endzeitpunkt nicht
variiert wird, vgl. Gl. (2.7). Da die Variation δq(t) beliebig war, kann die rechte Seite
nur verschwinden, wen der Integrand verschwindet, d.h.

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0 . (2.11)

Dies ist die wohlbekannte Euler–Lagrange–Gleichung.
Wir wollen diese Betrachtung nun auf ein kontinuierliches System verallgemeinern,

d.h. wir suchen die Lagrange–Formulierung für Felder. Dazu ist es zweckmäßig,
zunächst die longitudinal schwingende Kette zu betrachten, vgl. Kapitel 5 der Vor-
lesung “Theoretische Physik II: Klassische Mechanik”. Gegeben sei eine in x−Richtung
ausgedehnte Kette aus N Teilchen der Masse m, die durch Federn mit Federkonstante k
miteinander verbunden sind und longitudinale Schwingungen, d.h. Schwingungen in
Richtung der Ausdehnung der Kette ausführen, vgl. Abb. 2.2.

a a
i+1i−1 i

ϕ ϕϕ
ii−1 i+1

m m m

x

Abbildung 2.2: Die longitudinal schwingende Kette.

In der Ruhelage haben die Massen den Abstand a. Beim Schwingen wird die i−te Masse
um eine Distanz ϕi aus ihrer Ruhelage ausgelenkt. Die kinetische Energie des Systems
beträgt offensichtlich

T =
1

2
m

N∑
i=1

ϕ̇2
i . (2.12)

Die potentielle Energie ist

V =
1

2
k

N−1∑
i=1

(ϕi+1 − ϕi)2 . (2.13)
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2 Klassische Feldtheorie

Wir überzeugen uns davon, dass dieser Ausdruck korrekt ist, indem wir die auf die j−te
Masse wirkende Kraft berechnen,

Fj = − ∂V
∂ϕj

= −k (ϕj − ϕj−1) + k(ϕj+1 − ϕj) , j = 2, . . . , N − 1 . (2.14)

Der erste Term auf der rechten Seite entspricht gerade dem Hookeschen Gesetz für die
Feder auf der linken Seite der j−ten Masse. Wird diese Feder elongiert, also ϕj−ϕj−1 > 0,
so zieht sie die j−te Masse in (−x)−Richtung zurück. Wird sie dagegen komprimiert, ϕj−
ϕj−1 < 0, so drückt sie die Masse in (+x)−Richtung. Daher muss dieser Term mit einem
negativen Vorzeichen auftreten. Der zweite Term auf der rechten Seite entspricht dem
Hookeschen Gesetz für die Feder auf der rechten Seite der j−ten Masse. Hier argumentiert
man ganz analog, aber da eine Elongation dieser Feder die Masse in (+x)−Richtung zieht
und eine Kompression sie in (−x)−Richtung drückt, ist das Vorzeichen des zweiten Terms
gerade das umgekehrte des ersten. Für j = 1 bzw. j = N erhalten wir die Kraft, indem
wir den ersten bzw. den letzten Term in Gl. (2.14) weglassen.

Mit den Glgen. (2.12) und (2.13) lautet die Lagrange–Funktion des Systems

L = T − V =
1

2

N−1∑
i=1

[
mϕ̇2

i − k (ϕi+1 − ϕi)2]
=

1

2

N−1∑
i=1

a

[
m

a
ϕ̇2
i − ka

(
ϕi+1 − ϕi

a

)2
]

=
1

2

N−1∑
i=1

a

[
µ ϕ̇2

i − κ
(
ϕi+1 − ϕi

a

)2
]
≡

N−1∑
i=1

aLi , (2.15)

wobei wir die Masse pro Längeneinheit µ ≡ m/a, das Elastizitätsmodul κ ≡ ka und
die Lagrange–Funktion pro Längeneinheit Li eingeführt haben. Desweiteren haben
wir die kinetische Energie des N−ten Massenpunktes vernachlässigt. Falls N � 1, ist
dies eine gerechtfertigte Näherung, da die Bewegung eines einzelnen Massenpunktes die
Bewegung des gesamten Systems nicht wesentlich beeinflussen kann.

Die Auslenkungen ϕi der Massen repräsentieren die Freiheitsgrade des Systems. Die
Euler–Lagrange–Gleichungen für diese Freiheitsgrade lauten

0 =
d

dt

∂L

∂ϕ̇j
− ∂L

∂ϕj

⇐⇒ 0 = µ ϕ̈j − κ
(
ϕj+1 − ϕj

a2
− ϕj − ϕj−1

a2

)
= µ ϕ̈j − κ

ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

a2
. (2.16)

Wir betrachten nun den Limes, in dem N → ∞ und a → 0 gehen. Die Kette von
eindimensionalen harmonischen Oszillatoren geht dann über in einen kontinuierlichen
elastischen Stab. Wenn alle (unendlich vielen) Oszillatoren in der Ruhelage sind, neh-
me die Stablänge den Wert ` an. Dieser Wert kann sich ändern, wenn die Oszillatoren
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2.1 Lagrange–Formulierung

Schwingungen ausführen; der Stab kann in x−Richtung elongiert oder komprimiert wer-
den. Der Positionsindex i nimmt kontinuierliche Werte an; wir können ihn durch die
x−Koordinate ersetzen,

ϕj(t) −→ ϕ(t, x) .

Der Abstand a zwischen den Massen wird durch das infinitesimale Differential dx ersetzt,
so dass

lim
a→0

ϕj+1(t)− ϕj(t)
a

= lim
dx→0

ϕ(t, x+ dx)− ϕ(t, x)

dx
≡ ∂ϕ(t, x)

∂x
,

lim
a→0

ϕj+1(t)− 2ϕj(t) + ϕj−1(t)

a2
= lim

dx→0

ϕ(t, x+ dx)− 2ϕ(t, x) + ϕ(t, x− dx)

dx2

≡ ∂2ϕ(t, x)

∂x2
.

Man beachte, dass aufgrund der Abhängigkeit der Auslenkung ϕ(t, x) von Zeit und Ort
nun partielle Ableitungen auftreten. Daher ist die Differentiation von ϕi nach der Zeit
ebenfalls durch eine partielle Ableitung zu ersetzen,

ϕ̇j −→
∂ϕ(t, x)

∂t
, ϕ̈j −→

∂2ϕ(t, x)

∂t2
.

Die Lagrange–Funktion (2.15) geht über in

L = lim
a→0

N−1∑
i=1

aLi ≡
∫ `

0

dx L , (2.17)

wobei ` die Gesamtlänge des Stabes ist (wie oben erwähnt, ist diese nicht konstant, da
die Federschwingungen zur Elongation bzw. Kompression des Systems führen) und

L =
µ

2

(
∂ϕ

∂t

)2

− κ

2

(
∂ϕ

∂x

)2

(2.18)

die sog. Lagrange–Dichte. Die Bewegungsgleichung (2.16) nimmt die Form

0 = µ
∂2ϕ

∂t2
− κ ∂

2ϕ

∂x2
(2.19)

an. Diese Gleichung ist vom Typ der aus der Vorlesung “Theoretische Physik III: Elektro-
dynamik” bekannten Wellengleichung. Allerdings tritt hier nur eine Raumdimension
auf (nämlich die entlang des Stabes). Dementsprechend beschreibt Gl. (2.19) die ein-
dimensionale, d.h. longitudinale Ausbreitung von Schallwellen entlang des Stabes.
Dividieren wir Gl. (2.19) durch κ, so können wir in Analogie zur Lichtgeschwindigkeit in
der Wellengleichung für elektromagnetische Felder die Schallgeschwindigkeit ablesen,

cS ≡
√
κ

µ
. (2.20)
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2 Klassische Feldtheorie

Diese Überlegungen lassen sich ohne weiteres auf ein dreidimensionales System verall-
gemeinern. Gleichung (2.17) lautet dann

L ≡
∫
V

d3~xL , (2.21)

wobei V das Volumen des betrachteten Systems ist. Anhand von Gl. (2.18) sehen wir,
dass die Lagrange–Dichte L nicht nur eine Funktion von ∂ϕ/∂t ist, sondern auch von
den räumlichen Ableitungen ∂ϕ/∂x. In drei Dimensionen treten dann i.a. auch partielle
Ableitungen nach y und z auf. Desweiteren kann die Lagrange–Dichte auch vom Feld
ϕ selbst und (explizit) von Zeit und Ort abhängen. I.a. treten also folgende funktionale
Abhängigkeiten auf:

L = L
(
ϕ(t, ~x),

∂ϕ(t, ~x)

∂t
, ~∇ϕ(t, ~x); t, ~x

)
≡ L (ϕ(X), ∂µϕ(X);X) , (2.22)

wobei wir der Zweckmäßigkeit halber die relativistisch kovariante Notation benutzt haben,
um die einzelnen Abhängigkeiten auszudrücken.

Man beachte, dass im Vergleich zur Lagrange–Funktion L(q, q̇; t) in der Lagrange–
Dichte das Feld ϕ die Rolle der generalisierten Koordinate q übernimmt, seine Ablei-
tungen ∂µϕ die der generalisierten Geschwindigkeit q̇, und dass die explizite Abhängigkeit
von der Zeit t um eine von Zeit t und Ort ~x erweitert wird. Die Ortsvariable hat nicht
länger die Bedeutung der Koordinate eines Teilchens, sondern sie ist lediglich ein kontinu-
ierlicher Index, ähnlich wie der Index i, wenn wir mehr als eine generalisierte Koordinate
betrachten, q → qi. In der Lagrange–Funktion waren q, q̇ unabhängige Freiheitsgrade
des Systems. In der Lagrange–Dichte sind die Freiheitsgrade des Systems das Feld ϕ und
seine Ableitungen ∂µϕ. Da diese Funktionen an jedem Punkt X der Raum-Zeit unter-
schiedliche und (prinzipiell) voneinander unabhängige Werte annehmen können, stellt dies
ein System mit unendlich vielen Freiheitsgraden dar.

Für kontinuierliche Systeme spielt die Lagrange–Dichte dieselbe Rolle wie die Lagrange–
Funktion für diskrete Systeme. Daher muss es prinzipiell möglich sein, die Bewegungsglei-
chung (z.B. Gl. (2.19) für das Beispiel im vorangegangenen Abschnitt) für das Feld ϕ(t, ~r)
aus der Lagrange–Dichte selbst abzuleiten. Dies werden wir im folgenden erläutern.

Mit Gl. (2.21) ist die Wirkung definiert als

S[ϕ(X)] =

∫ te

ta

dt

∫
V

d3~xL ≡
∫
V4

d4X L (ϕ(X), ∂µϕ(X);X) , (2.23)

wobei die Integration über ein Raum-Zeit-Volumen V4 ≡ [ta, te]×V erfolgt. Prinzipiell
sollten die Bewegungsgleichungen aus dem Hamiltonschen Prinzip folgen, welches mit
Gl. (2.22) lautet

0 = δS[ϕ(X)] = S[ϕ(X) + δϕ(X)]− S[ϕ(X)] (2.24)

=

∫
V4

d4X [L (ϕ(X) + δϕ(X), ∂µϕ(X) + δ(∂µϕ(X));X)− L (ϕ(X), ∂µϕ(X);X)] .

Ganz ähnlich wie die Trajektorie q(t), die am Anfangs- und Endzeitpunkt nicht variiert
wird, wird auch das Feld ϕ(X) auf der Oberfläche ∂V4 des Raum-Zeit-Volumens V4
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2.1 Lagrange–Formulierung

nicht variiert,
δϕ(X) |X ∈ ∂V4 = 0 . (2.25)

Diese Einschränkung gilt aber nicht für die partiellen Ableitungen ∂µϕ des Feldes, ganz
ähnlich wie auch die generalisierte Geschwindigkeit q̇ bei ta und te nicht festgehalten
werden darf (oder auch wie der generalisierte Impuls p im modifizierten Hamiltonschen
Prinzip bei ta und te mitvariiert werden muss, vgl. Vorlesung “Theoretische Physik II”).

Unter der Annahme infinitesimaler Feldvariationen, |δϕ(X)| � |ϕ(X)|, können wir die
Taylorentwicklung des ersten Terms unter dem Integral in Gl. (2.24) nach der Ordnung
O(δϕ, δ∂µϕ) abbrechen und erhalten

0 =

∫
V4

d4X

[
∂L
∂ϕ

δϕ+
∂L

∂ (∂µϕ)
δ (∂µϕ)

]
. (2.26)

Es gilt ferner
δ(∂µϕ) ≡ ∂µ(ϕ+ δϕ)− ∂µϕ ≡ ∂µδϕ . (2.27)

Der zweite Term in Gl. (2.26) kann folgendermaßen umgeschrieben werden,

0 =

∫
V4

d4X

[
∂L
∂ϕ
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

]
δϕ+

∫
V4

d4X ∂µ

[
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ

]
. (2.28)

Das zweite Integral läßt sich mit Hilfe des Gaußschen Satzes in vier Dimensionen in ein
Integral über die geschlossene Oberfläche ∂V4 des Raum-Zeit-Volumens V4 umwandeln,∫

V4

d4X ∂µ

[
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ

]
=

∮
∂V4

dσµ
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ ≡ 0 , (2.29)

da δϕ auf ∂V4 verschwindet, s. Gl. (2.25). Da die Variation δϕ(X) des Feldes an jedem
Raum-Zeit-Punkt X beliebig ist, muss der Term in eckigen Klammern im ersten Integral
in Gl. (2.28) verschwinden,

0 = ∂µ
∂L

∂ (∂µϕ)
− ∂L
∂ϕ

. (2.30)

Dies ist die Euler–Lagrange–Gleichung für kontinuierliche Systeme, d.h. für das Feld
ϕ, welches die (unendlich vielen) Freiheitsgrade eines solchen kontinuierlichen Systems
darstellt. Sie ist eine klassische Bewegungsgleichung für das Feld ϕ und bestimmt daher
ausschließlich die klassische Feldkonfiguration. Gemäß dem Hamiltonschen Prinzip
(2.24) extremalisiert (i.a. minimalisiert) diese die Wirkung. Wir werden in Kapitel 5 se-
hen, dass in der Quantenfeldtheorie auch alle anderen möglichen Feldkonfigurationen
auftreten und mit einem bestimmten Gewichtsfaktor (nämlich exp{iS[ϕ(X)]/~}) zu phy-
sikalischen Observablen beitragen.

Wir überzeugen uns nun noch davon, dass Gl. (2.30) die richtige Bewegungsgleichung
für das Feld ϕ darstellt, indem wir sie auf das Beispiel des elastischen Stabes anwenden,
also die Bewegungsgleichung (2.30) mit der Lagrange–Dichte (2.18) berechnen und zeigen,
dass wir daraus die Bewegungsgleichung (2.19) erhalten.

Die Lagrange–Dichte (2.18) enthält nur Ableitungen des Feldes, also ist ∂L/∂ϕ ≡ 0.
Die Ableitung von L nach der partiellen Ableitung des Feldes nach der Zeit ergibt

∂L
∂
(
∂ϕ
∂t

) = µ
∂ϕ

∂t
,
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2 Klassische Feldtheorie

und die Ableitung nach der partiellen Ableitung des Feldes nach der Raumkoordinate x
ist

∂L
∂
(
∂ϕ
∂x

) = −κ ∂ϕ
∂x

.

Da es sich um ein eindimensionales Problem handelt, treten keine Abhängigkeiten oder
Ableitungen nach y oder z auf. Eingesetzt in die Euler–Lagrange–Gleichung (2.30) erhal-
ten wir

0 =
∂

∂t

(
µ
∂ϕ

∂t

)
+

∂

∂x

(
−κ ∂ϕ

∂x

)
≡ µ

∂2ϕ

∂t2
− κ ∂

2ϕ

∂x2
,

was mit der vormals abgeleiteten Bewegungsgleichung (2.19) übereinstimmt.
Falls wir ein System betrachten, in dem nicht nur ein einziges, sondern mehrere Felder

auftreten, so tragen diese einen weiteren Index,

ϕa(X) , a = 1, 2, . . . .

Dann erfüllt jedes dieser Felder eine Euler–Lagrange–Gleichung vom Typ (2.30),

0 = ∂µ
∂L

∂ (∂µϕa)
− ∂L
∂ϕa

, a = 1, 2, . . . . (2.31)

2.2 Das neutrale skalare Feld

11.11.2020

Skalare Felder beschreiben in der Quantenfeldtheorie Teilchen, die keinen Spin ha-
ben (J = 0) und keine Ladung tragen, also neutral sind. Solche Felder werden durch die
Klein–Gordon–Lagrange–Dichte

L =
1

2

(
∂µφ∂

µφ−m2φ2
)

(2.32)

beschrieben. Dabei ist m die Masse der skalaren, neutralen Teilchen und das Feld reell-
wertig, φ(X) ∈ R. Die Euler–Lagrange–Gleichung (2.30) liefert für die Lagrange–Dichte
(2.32)

0 = ∂µ (∂µφ)− (−m2φ) ≡
(
� +m2

)
φ . (2.33)

Dies ist die Klein–Gordon–Gleichung (vgl. Kap. 1.1. der Vorlesung “Quantenmechanik
II”).

2.3 Das Noether–Theorem

Wir betrachten die Transformation der Raum-Zeit-Koordinaten Xµ und des Feldes φ(X)
unter einer kontinuierlich verbundenen Symmetrie-Gruppe. Es ist dann ausreichend,
infinitesimale Transformationen zu betrachten, da für kontinuierlich verbundene Grup-
pen eine beliebige Transformation durch eine (unendliche) Folge von infinitesimalen Trans-
formationen ausgedrückt werden kann (s. dazu Kap. 2.2 der Vorlesung “Quantenmechanik
II”). Wir haben also für die Transformation von Xµ

Xµ −→ X ′µ = Xµ + δXµ , (2.34)
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2.3 Das Noether–Theorem

wobei

δXµ = Λµ
i (X) δωi . (2.35)

Hierbei ist Λµ
i (X) eine Funktion, die von den Generatoren der jeweiligen Symmetrie-

Gruppe und (ggfs.) von der Raum-Zeit-Koordinate abhängt, und δωi entsprechen den
(infinitesimalen) Parametern der Transformation (vgl. Kap. 2.2 der Vorlesung “Quan-
tenmechanik II”). Wir betrachten hier sog. globale Transformationen, d.h. die Parameter
sind unabhängig von der Raum-Zeit-Koordinate Xµ. Man beachte, dass der Index i auch
ein Lorentz-Index sein kann,

δXµ = Λµ
ν δω

ν . (2.36)

Für Λµ
ν = gµν entspräche dies einer Raum-Zeit-Translation der Koordinate Xµ um

δωµ,

X ′µ = Xµ + gµν δω
ν = Xµ + δωµ . (2.37)

Der Index i kann auch eine Kombination von mehreren Lorentz-Indizes sein, i ≡ νλ · · · .
Üblicherweise gehört er aber zu einer internen Symmetrie-Gruppe, er numeriert die Ge-
neratoren bzw. Parameter der Gruppe.

Für die Transformation des Feldes φ(X) schreiben wir zunächst formal

φ(X) −→ φ′(X ′) = φ′(X ′)− φ(X ′) + φ(X ′)− φ(X) + φ(X)

≡ φ(X) + δφ(X ′) + [∂µφ(X)] δXµ +O(δX2) , (2.38)

wobei wir die Änderung des Feldes bei festgehaltener Koordinate,

δφ(X ′) ≡ φ′(X ′)− φ(X ′) , (2.39)

definiert und die Taylor–Entwicklung

φ(X ′) = φ(X) + [∂µφ(X)] δXµ +O(δX2) (2.40)

benutzt haben. Da δXµ infinitesimal ist, können Terme von quadratischer (und höherer)
Ordnung im folgenden vernachlässigt werden. Wir entwickeln desweiteren δφ(X ′) nach
Taylor um Xµ,

δφ(X ′) = δφ(X) + [∂µδφ(X)] δXµ +O(δX2δφ) . (2.41)

Schon der zweite Term ist quadratisch klein in infinitesimalen Größen (wenn wir anneh-
men, dass der 4–Gradient von δφ(X) von derselben Größenordnung ist wie δφ(X)) und
kann vernachlässigt werden. Setzen wir alles in Gl. (2.38) ein, so erhalten wir für die
Transformation des Feldes

φ(X) −→ φ′(X ′) = φ(X) + δφ(X) + [∂µφ(X)] δXµ ≡ φ(X) + ∆φ(X) , (2.42)

wobei

∆φ(X) ≡ δφ(X) + [∂µφ(X)] δXµ ≡ Ωi(X) δωi . (2.43)

Man beachte, dass die Symmetrie-Transformation eindeutig durch Angabe der Größen
Λµ
i (X) und Ωi(X) festgelegt ist.
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2 Klassische Feldtheorie

Wir betrachten nun die Änderung der Wirkung unter der infinitesimalen Transforma-
tion,

δS[φ(X)] ≡ S[φ′(X ′)]− S[φ(X)] =

∫
V ′4

d4X ′ L(φ′, ∂′λφ
′;X ′)−

∫
V4

d4X L(φ, ∂λφ;X) ,

(2.44)
und addieren eine Null,

δS[φ(X)] =

∫
V ′4

d4X ′ [L(φ′, ∂′λφ
′;X ′)− L(φ, ∂′λφ;X ′)]

+

∫
V ′4

d4X ′L(φ, ∂′λφ;X ′)−
∫
V4

d4X L(φ, ∂λφ;X) . (2.45)

Im ersten Term ändern sich lediglich die Felder, die Raum-Zeit-Koordinaten bleiben un-
verändert. Wir können also eine Taylor–Entwicklung um φ(X ′), also nach der in Gl. (2.40)
definierten Größe und ihren Ableitungen durchführen,

L(φ′, ∂′λφ
′;X ′)− L(φ, ∂′λφ;X ′) ' ∂L

∂φ
δφ(X ′) +

∂L
∂(∂′µφ)

∂′µδφ(X ′) , (2.46)

wobei wir wieder höhere Ordnungen infinitesimal kleiner Größen vernachlässigt haben.
Aber auch dieser Ausdruck ist bereits infinitesimal klein. Wir können daher auch die
Raum-Zeit-Koordinate X ′µ durch Xµ ersetzen; der Fehler ist wieder quadratisch in infi-
nitesimalen Größen. Desweiteren können wir bis zur führenden Ordnung in infinitesimalen
Größen auch das Integrationsmaß und die Integrationsgrenzen im ersten Term in Gl. (2.45)
durch die untransformierten Koordinaten ersetzen; wieder ist der dabei auftretende Fehler
quadratisch in infinitesimalen Größen. Wir erhalten also

δS[φ(X)] =

∫
V4

d4X

[
∂L
∂φ

δφ(X) +
∂L

∂(∂µφ)
∂µδφ(X)

]
(2.47)

+

∫
V4

d4X

∣∣∣∣∂X ′µ∂Xν

∣∣∣∣ [L(φ, ∂λφ;X) + (∂µL) δXµ]−
∫
V4

d4X L(φ, ∂λφ;X) .

Hierbei haben wir im zweiten Term in Gl. (2.45) eine Variablensubstitution X ′µ → Xµ

vorgenommen, was das Integrationsmaß um die Jacobi-Determinante |∂X ′µ/∂Xν | ändert.
Außerdem wurde die Lagrange–Dichte L(φ, ∂′λφ;X ′) nach Taylor um Xµ bis zur linearen
Ordnung in δXµ entwickelt.

Die Jacobi–Determinante berechnen wir mit Hilfe von Gl. (2.34),

∂X ′µ

∂Xν
= gµν + ∂νδX

µ , (2.48)

und erhalten mit der bekannten Relation ln detA ≡ Tr lnA∣∣∣∣∂X ′µ∂Xν

∣∣∣∣ = det (gµν + ∂νδX
µ) = exp [ln det (gµν + ∂νδX

µ)]

= exp [Tr ln (gµν + ∂νδX
µ)] ' exp [Tr (∂νδX

µ)]

' 1 + ∂νδX
ν , (2.49)
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2.3 Das Noether–Theorem

wobei wir den Logarithmus im Exponenten in erster Ordnung in δXµ entwickelt haben
(nach der für Zahlen wie Matrizen gültigen Reihenentwicklung der Logarithmus-Funktion
ln(1 + A) = −

∑∞
n=1(−1)nAn/n), sodann die Spur über die Lorentz-Indizes genommen

haben, Tr (∂νδX
µ) ≡ ∂νδX

ν , und letztlich auch noch die Reihenentwicklung der Expo-
nentialfunktion bis zur ersten Ordnung in infinitesimal kleinen Größen angewendet haben.
Eingesetzt in Gl. (2.47) ergibt sich

δS[φ(X)] =

∫
V4

d4X

{
∂L
∂φ

δφ(X) +
∂L

∂(∂µφ)
∂µδφ(X)

+ (1 + ∂νδX
ν)
[
L(φ, ∂λφ;X) + (∂µL) δXµ

]
− L(φ, ∂λφ;X)

}
=

∫
V4

d4X

{
∂L
∂φ

δφ(X) +
∂L

∂(∂µφ)
∂µδφ(X) + ∂µ [L(φ, ∂λφ;X)δXµ]

}
,(2.50)

wobei wir beim Ausmultiplizieren der Klammern im dritten Term nach dem ersten Gleich-
heitszeichen quadratisch infinitesimale Terme vernachlässigt und die Produktregel ange-
wendet haben,

(∂νδX
ν)L(φ, ∂λφ;X) + (∂µL) δXµ ≡ ∂µ [L(φ, ∂λφ;X)δXµ] .

Mit Hilfe der Produktregel,

∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
δφ(X)

]
=

[
∂µ

∂L
∂(∂µφ)

]
δφ(X) +

∂L
∂(∂µφ)

∂µδφ(X) ,

schreiben wir nun den zweiten Term in Gl. (2.50) um,

δS[φ(X)] =

∫
V4

d4X

[
∂L
∂φ
− ∂µ

∂L
∂(∂µφ)

]
δφ(X)

+

∫
V4

d4X ∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
δφ(X) + L(φ, ∂λφ;X)δXµ

]
. (2.51)

Der erste Term verschwindet, solange wir Feldkonfigurationen φ(X) betrachten, die die
Euler–Lagrange–Gleichungen (2.30) erfüllen. Im zweiten Term können wir noch Gl. (2.42)
verwenden (wobei wir die Summationsindizes geeignet umbenennen, damit keine Doppel-
verwendung auftritt), so dass folgt

δS[φ(X)] =

∫
V4

d4X ∂µ

{
∂L

∂(∂µφ)
∆φ(X)−

[
∂L

∂(∂µφ)
∂νφ(X)− L(φ, ∂λφ;X)gµν

]
δXν

}
.

(2.52)
Die Größe in eckigen Klammern ist der sog. Energie-Impuls-Tensor

Θµ
ν(X) ≡ ∂L

∂(∂µφ)
∂νφ(X)− L(φ, ∂λφ;X)gµν . (2.53)

Er hat folgende Struktur:

(Θµν) =


Θ00 Θ0x Θ0y Θ0z

Θx0 Θxx Θxy Θxz

Θy0 Θyx Θyy Θyz

Θz0 Θzx Θzy Θzz

 ≡

H Px Py Pz
Px
Py (Θij)
Pz

 . (2.54)
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Die (00)–Komponente ist die Energie- oder Hamilton–Dichte, Θ00 ≡ H. Aus der Defi-
nition (2.53) ist es nicht offensichtlich, dass der Energie-Impuls-Tensor ein symmetrischer
Tensor ist. Wie in Übungsaufgabe H3.1 zu zeigen ist, ist es jedoch immer möglich, einen
physikalisch äquivalenten, symmetrischen Energie-Impuls-Tensor zu konstruieren (s. auch
Übungsaufgabe H7). Wir nehmen daher o.B.d.A. an, dass Θµν ≡ Θνµ. Dann entsprechen
die (0i)– bzw. (i0)–Komponenten des Energie-Impuls-Tensors den Komponenten der Im-
pulsdichte, Θ0i ≡ Θi0 ≡ P i , i = x, y, z. Letztlich bilden die räumlichen Komponenten
des Energie-Impuls-Tensors den sog. Spannungstensor (Θij).

Mit dem Energie-Impuls-Tensor (2.53) erhalten wir für die Änderung (2.52) der Wir-
kung unter der Transformation (2.42) des Feldes φ(X) und der Transformation (2.34) der
Koordinaten Xµ

δS[φ(X)] =

∫
V4

d4X ∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
∆φ(X)−Θµ

ν(X) δXν

]
=

∫
V4

d4X ∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
Ωi(X)−Θµ

ν(X) Λν
i (X)

]
δωi , (2.55)

wobei wir im zweiten Schritt die Transformation des Feldes und der Koordinaten durch
die Glgen. (2.43) und (2.35) ausgedrückt haben (für globale Transformationen kann man
die konstanten Parameter δωi ausklammern). Falls die Transformationen (2.42) des Fel-
des und (2.34) der Koordinaten Symmetrie-Transformationen sind, d.h. wenn sie die
Wirkung invariant lassen, dann muss die linke Seite von Gl. (2.55) verschwinden,

0 = δS[φ(X)] , (2.56)

bzw., da die Parameter δωi der Transformation beliebig sind,

0 =

∫
V4

d4X ∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
Ωi(X)−Θµ

ν(X) Λν
i (X)

]
. (2.57)

Da aber auch das 4–Volumen beliebig wählbar ist, muss der Integrand verschwinden,

0 = ∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
Ωi(X)−Θµ

ν(X) Λν
i (X)

]
≡ ∂µJ µ

i (X) . (2.58)

Diese Gleichung hat die Form einer Kontinuitätsgleichung für die 4–Stromdichte

J µ
i (X) ≡ ∂L

∂(∂µφ)
Ωi(X)−Θµ

ν(X) Λν
i (X) , (2.59)

die sog. Noether–Stromdichte. Man vergleiche diese Kontinuitätsgleichung mit der
für die elektrische Ladungsstromdichte in der Elektrodynamik, Gl. (1.84) der Vorlesung
“Elektrodynamik”.

Genau wie in der Elektrodynamik die Kontinuitätsgleichung für die Ladungsstromdichte
impliziert, dass die elektrische Ladung eine Erhaltungsgröße darstellt, läßt sich im Fall
der Noether–Stromdichte ebenfalls eine erhaltene Ladung, die sog. Noether–Ladung,
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2.3 Das Noether–Theorem

finden. Um dies zu sehen, schreiben wir das Integral in Gl. (2.57) über das Raum-Zeit-
Volumen V4 mit Hilfe des verallgemeinerten Gaußschen Satzes in ein Integral über die
(geschlossene) Oberfläche ∂V4 von V4 um,

0 =

∫
V4

d4X ∂µJ µ
i =

∮
∂V4

dσµ J µ
i . (2.60)

Hierbei ist dσµ der (infinitesimale) 4–Normalenvektor auf der Oberfläche ∂V4. Wir
vereinbaren, dass er aus dem Volumen V4 heraus zeigen soll. Nun wählen wir das Volumen
wie in Abb. 2.3 gezeigt.

t

x

V4

Σ

Σ

Σ

e

a

LK2ΣLK1

σ
µ

d

Abbildung 2.3: Das 4–Volumen V4.

Die Oberfläche ∂V4 besteht demnach aus vier Teilen, zwei Stücken Σa und Σe, auf denen
der Normalenvektor dσµ zeitartig ist, dσµdσµ > 0, und zwei Stücken ΣLK1 und ΣLK2 ent-
lang des Lichtkegels. Da durch den Lichtkegel keine Ladung fließen kann (dies würde super-
luminalem, und daher akausalem Transport der zu J µ

i gehörenden Noether–Ladung ent-
sprechen), verschwindet der Beitrag von ΣLK1 und ΣLK2 zum Oberflächenintegral (2.60).
Wir erhalten dann

0 =

∫
Σa

dσµ J µ
i +

∫
Σe

dσµ J µ
i . (2.61)

Bislang zeigt der Normalenvektor auf Σa in die negative Zeitrichtung. Wenn wir sein
Vorzeichen auf Σa umdrehen, dσ′µ ≡ −dσµ, so dass er in die positive Zeitrichtung zeigt
(wie auch der Normalenvektor auf Σe), so erhalten wir aus Gl. (2.61)∫

Σa

dσ′µ J
µ
i =

∫
Σe

dσµ J µ
i . (2.62)

Die Situation ist in Abb. 2.4 verdeutlicht.
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Abbildung 2.4: Der Fluß der Noether–Ladung durch die Flächen Σa und Σe.

Das 4–Skalarprodukt dσµ J µ
i stellt aber gerade den Fluß der Noether–Ladung durch

ein infinitesimales Flächenelement dΣ (mit 4–Normalenvektor dσµ) dar. Dieser Fluß ver-
schwindet, falls dσµ und J µ

i orthogonal zueinander stehen, dσµ J µ
i = 0, also wenn keine

Ladung durch die Fläche dringen kann. Gleichung (2.62) besagt also, dass der Fluß der
Noether–Ladung durch Σa identisch ist mit dem durch Σe. Die Noether–Ladung ist also
eine Erhaltungsgröße. Da Σa und Σe beliebig wählbar sind, können wir sie auch als
Flächen bei konstanter Zeit ta bzw. te (bezogen auf das System von Abb. 2.4) wählen,
vgl. Abb. 2.5.

Im allgemeinen wird eine 3-dimensionale Hyperfläche Σ durch einen 4–Vektor Σµ(ζ, η, φ)
festgelegt, wobei (ζ, η, φ) drei Parameter sind, die die Position auf der Hyperfläche festle-
gen. Der infinitesimale 4–Normalenvektor auf der Fläche Σ ist dann definiert als

dσµ ≡ −εµαβγ
∂Σα

∂ζ

∂Σβ

∂η

∂Σγ

∂φ
dζ dηdφ , (2.63)

mit dem total antisymmetrischen Tensor vom Rang 4, wobei ε0123 = +1. Der 4–Normalen-
vektor dσµ zeigt offensichtlich entlang von Σe immer in die Zeitrichtung, hat also
lediglich eine 0–Komponente. Wählen wir als Parameter der Hyperfläche die kartesischen
Koordinaten, (ζ, η, φ) ≡ (x, y, z), so ist ∂Σα/∂xi = gαi und dσ0 entspricht einer Integration
über die räumlichen Koordinaten, also über das 3–Volumen Ve des Systems bei der
Zeit te,

dσµ = (d3~x, 0, 0, 0) . (2.64)

Analoges gilt auch für dσ′µ. Dann folgt aus Gl. (2.62)

Qi(ta) ≡
∫
Va

d3~xJ 0
i (ta, ~x) =

∫
Ve

d3~xJ 0
i (te, ~x) ≡ Qi(te) ≡ Qi = const. . (2.65)
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2.3 Das Noether–Theorem

Da ta und te ebenfalls beliebig wählbar sind, hängt Qi in der Tat nicht von der Zeit ab,
sondern ist für alle Zeiten konstant, also erhalten. In beiden Volumenintegralen kann man
auch über ein beliebiges Volumen V integrieren, solange es Va und Ve vollständig enthält.
Voraussetzung ist allerdings, dass die Ladungsstromdichte J µ

i in den Bereichen, die nicht
Teilmenge von Va bzw. Ve sind, verschwindet. Dies ist z.B. dann gegeben, wenn J µ

i (ta, ~x)
außerhalb von Va verschwindet. Da keine Ladung durch den Lichtkegel strömen kann, ist
auch J µ(te, ~x) außerhalb von Ve null.

Die in Gl. (2.65) definierte Größe Qi bezeichnet man als Noether–Ladung. Man
beachte aber, dass man sie aufgrund der vorangegangenen Diskussion auch für beliebig in
der Raum-Zeit orientierte Flächen (mit zeitartigem 4–Normalenvektor) definieren kann.

t

x

Σe

σµd  ’

dσµ

Σa

Abbildung 2.5: Σa und Σe als Flächen bei konstanter Zeit.

Beispiel: Wir betrachten Raum-Zeit-Translationen eines skalaren Feldes φ(X),

Λµ
ν = gµν , Ων = 0 . (2.66)

Die erste Gleichung folgt aus der Diskussion nach Gl. (2.36). Die zweite folgt aus der
Überlegung, dass sich skalare Felder nicht unter Raum-Zeit-Translationen transformieren,
mit anderen Worten das transformierte Feld φ′(X ′) am transformierten Raum-Zeit-Punkt
X ′ ist identisch mit dem ursprünglichen Feld φ(X) am ursprünglichen Ort X. Daher ist
∆φ(X) = 0, vgl. Gl. (2.42) und daher auch Ων = 0, vgl. Gl. (2.43). Mit Gl. (2.59) folgt
dann für die Noether–Stromdichte

J µ
λ = −Θµ

νg
ν
λ = −Θµ

λ . (2.67)

Die erhaltene Stromdichte ist also (bis auf das Vorzeichen) identisch mit dem Energie-
Impuls-Tensor! Entsprechend den Werten, die der Lorentz–Index λ annehmen kann,
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gibt es vier erhaltene Noether–Ladungen:

λ = 0 : Q0 =

∫
V

d3~xJ 0
0 = −

∫
V

d3~xΘ00 = −
∫
V

d3~xH ≡ −H (Energie) , (2.68)

λ = i : Qi =

∫
V

d3~xJ 0
i =

∫
V

d3~xΘ0i =

∫
V

d3~xP i ≡ P i (i–Komponente des Impulses) .

(Hochziehen des Zeit-Index 0 ändert das Vorzeichen nicht, Hochziehen des Raum-Index
i ergibt einen Vorzeichenwechsel.) Symmetrie unter Raum-Zeit-Translationen be-
deutet also Energie-Impuls-Erhaltung!

Relativistische Quantenfeldtheorien werden in der Regel so konstruiert, dass sie in-
variant unter Poincaré–Transformationen sind. Die Poincaré–Gruppe besteht aus
Raum-Zeit-Translationen und Lorentz–Transformationen, die wiederum in Dre-
hungen im Raum und Lorentz–Boosts unterteilt werden, s. Abschnitt 2.6 der Vor-
lesung “Quantenmechanik II”. Infinitesimale Poincaré–Transformationen der Raum-Zeit-
Koordinaten lauten

Xµ −→ X ′µ = Xµ + δXµ mit δXµ = Λµ
νδω

ν + Λµ
νρ(X)δωνρ , (2.69)

wobei der erste Term für Raum-Zeit-Translationen steht, mit Λµ
ν = gµν (vgl. obiges Bei-

spiel) und der zweite für Lorentz–Transformationen. Für letzteren gilt außerdem, dass die
Parameter antisymmetrisch in den Lorentz–Indizes sind, δωνρ = −δωρν , und dass

Λµ
νρ(X) =

1

2

(
gµνXρ − gµρXν

)
, (2.70)

so dass

δXµ = gµνδω
ν +

1

2

(
gµνXρ − gµρXν

)
δωνρ

= δωµ + δωµνXν , (2.71)

wobei wir die Antisymmetrie der Parameter δωνρ ausgenutzt haben. In Abschnitt 2.6.2 der
Vorlesung “Quantenmechanik II” wird gezeigt, dass infinitesimale Lorentz–Transforma-
tionen in der Tat mit dem zweiten Term in Gl. (2.71) übereinstimmen.

Wie transformiert sich nun die partielle Ableitung unter Poincaré–Transformationen?
Es gilt

∂µ −→ ∂′µ =
∂

∂X ′µ
=

∂Xν

∂X ′µ
∂

∂Xν
=

∂Xν

∂X ′µ
∂ν . (2.72)

Nun ist gemäß Glgen. (2.34) und (2.71)

Xν = X ′ ν − δXν = X ′ ν − δων − δωνρ(X ′ρ − δXρ) ' X ′ ν − δων − δωνρX ′ρ ,

wobei wir im letzten Schritt quadratisch infinitesimale Terme vernachlässigt haben. Also
ist

∂Xν

∂X ′µ
= gνµ − δωνρgρµ = gνµ − δωνµ = g ν

µ + δω ν
µ , (2.73)
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wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie des metrischen Tensors und die Antisym-
metrie der Parameter δωνρ ausgenutzt haben. Eingesetzt in Gl. (2.72) erhalten wir das
Transformationsgesetz für die partielle Ableitung,

∂µ −→ ∂′µ = (g ν
µ + δω ν

µ )∂ν . (2.74)

Skalare Felder φ(X) transformieren nicht unter Raum-Zeit-Translationen, wie wir oben
schon erwähnt haben, und sie transformieren sich wie Skalare unter Lorentz–Transforma-
tionen. Insgesamt ergibt dies für das Transformationsverhalten unter Poincaré–Transfor-
mationen

φ(X) −→ φ′(X ′) = φ(X) + ∆φ(X) mit ∆φ(X) = 0 . (2.75)

Mit den Resultaten (2.74) und (2.75) können wir nun das Transformationsverhalten der
Klein–Gordon–Lagrange–Dichte (2.32) unter Poincaré–Transformationen überprüfen,

L =
1

2

(
∂µφ∂

µφ−m2φ2
)

−→ L′ = 1

2

(
∂′µφ

′∂′µφ′ −m2φ′ 2
)

=
1

2

[(
∂µφ+ δω α

µ ∂αφ
)
gµν
(
∂νφ+ δω β

ν ∂βφ
)
−m2φ2

]
= L+ δω ν

µ (∂νφ)∂µφ+O(δω2)

≡ L , (2.76)

wobei wir Terme von quadratischer Ordnung in infinitesimalen Größen vernachlässigt und
die Antisymmetrie von δω ν

µ ausgenutzt haben. Die Klein–Gordon–Lagrange–Dichte ist
also Poincaré–invariant, wie wir es für eine relativistische Quantenfeldtheorie erwarten.

Wir bemerken zum Abschluss, dass dann auch die Wirkung (2.23) Poincaré–invariant
ist. Der Grund ist, dass sich das Integrationsmaß d4X nicht ändert, denn die Jacobi–
Determinante nimmt bei einer (infinitesimalen) Poincaré–Transformation, Xµ → X ′µ =
Xµ + δXµ, den Wert eins an,∣∣∣∣∂X ′µ∂Xν

∣∣∣∣ = 1 + ∂µδX
µ = 1 + ∂µ (δωµ + δωµνXν) = 1 + δωµνgµν = 1 + δωµµ ≡ 1 , (2.77)

wobei wir die Glgen. (2.49) und (2.71), ∂Xν/∂X
µ ≡ gµν , sowie die Antisymmetrie (und

damit gleichzeitig Spurfreiheit) von δωµν benutzt haben.

2.4 Das geladene skalare Feld und Eichinvarianz 18.11.2020

Betrachten wir nun ein komplexes skalares Feld Φ(X) ∈ C,

Φ(X) =
1√
2

[φ1(X) + iφ2(X)] ,

Φ∗(X) =
1√
2

[φ1(X)− iφ2(X)] ,

φ1(X) =
1√
2

[Φ(X) + Φ∗(X)] =
√

2 Re Φ(X) ,

φ2(X) = − i√
2

[Φ(X)− Φ∗(X)] =
√

2 Im Φ(X) , (2.78)
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wobei φ1,2(X) ∈ R. Daher wird jedes der beiden Felder φ1 und φ2 durch die Lagrange–
Dichte (2.32) für neutrale skalare Felder beschrieben. Addieren wir die entsprechenden
Lagrange–Dichten und setzen die Massen gleich, m1 = m2 ≡ m, so erhalten wir nach
Einsetzen von Gl. (2.78)

L =
1

2

[
∂µφ1∂

µφ1 + ∂µφ2∂
µφ2 −m2

(
φ2

1 + φ2
2

)]
=

1

2

{
1

2
∂µ (Φ + Φ∗) ∂µ (Φ + Φ∗)− 1

2
∂µ (Φ− Φ∗) ∂µ (Φ− Φ∗)

− 2m2
[
(ReΦ)2 + (ImΦ)2]}

= ∂µΦ∗∂µΦ−m2Φ∗Φ . (2.79)

Wie wir sehen werden, beschreibt diese Klein–Gordon–Lagrange–Dichte ein geladenes
skalares Feld. Ein geladenes skalares Feld entspricht also zwei neutralen skalaren Feldern
gleicher Masse. Es hat damit zwei unabhängige Freiheitsgrade.

Die Euler–Lagrange–Gleichungen für die Felder φ1 und φ2 sind durch die Klein–Gordon–
Gleichung (2.33) gegeben, (

� +m2
)
φ1,2 = 0 . (2.80)

Bilden wir Linearkombinationen dieser Gleichungen entsprechend Gl. (2.78), so erhalten
wir (

� +m2
)

Φ = 0 ,
(
� +m2

)
Φ∗ = 0 . (2.81)

Das geladene skalare Feld erfüllt also auch die Klein–Gordon–Gleichung. Man kann diese
Gleichungen auch direkt aus der Lagrange–Dichte (2.79) erhalten, indem man Φ und Φ∗

als unabhängige Felder betrachtet. Dann gilt gemäß den Euler–Lagrange–Gleichungen
(2.31)

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µΦ∗)
− ∂L
∂Φ∗

= ∂µ∂
µΦ +m2Φ =

(
� +m2

)
Φ ,

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µΦ)
− ∂L
∂Φ

= ∂µ∂
µΦ∗ +m2Φ∗ =

(
� +m2

)
Φ∗ , (2.82)

was mit Gl. (2.81) übereinstimmt.
Die Poincaré–Invarianz der Lagrange–Dichte (2.79) folgt sofort aus der der Lagrange–

Dichte (2.32). Die Lagrange–Dichte (2.79) hat jedoch eine weitere Symmetrie: wir mul-
tiplizieren das komplexe Feld Φ mit einem Phasenfaktor e−iΛ, Λ = const. ∈ R, d.h. wir
führen eine sog. U(1)–Transformation des Feldes Φ durch,

Φ −→ Φ′ = e−iΛΦ , Φ∗ −→ Φ′ ∗ = Φ∗eiΛ . (2.83)

Die Lagrange–Dichte (2.79) ist invariant unter dieser Transformation,

L = ∂µΦ∗∂µΦ−m2Φ∗Φ

−→ L′ = ∂µ
(
Φ∗eiΛ

)
∂µ
(
e−iΛΦ

)
−m2Φ∗eiΛe−iΛΦ

= (∂µΦ∗)eiΛe−iΛ(∂µΦ)−m2Φ∗Φ

≡ L , (2.84)
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weil die (konstanten) Phasenfaktoren aus der partiellen Ableitung herausgezogen werden
können und sich dann gegenseitig wegheben. Man sagt, dass die Klein–Gordon–Lagrange–
Dichte für das geladene skalare Feld eine globale U(1)–Symmetrie besitzt.

Wir bemerken, dass die U(1)–Transformation (2.83) für das Feld Φ einer SO(2)–Trans-
formation im Raum der Felder (φ1, φ2) entspricht,

Φ′ = e−iΛΦ = (cos Λ− i sin Λ)
1√
2

(φ1 + iφ2)

=
1√
2

[φ1 cos Λ + φ2 sin Λ + i (−φ1 sin Λ + φ2 cos Λ)]

=⇒ φ′1 =
√

2 ReΦ′ = φ1 cos Λ + φ2 sin Λ ,

φ′2 =
√

2 ImΦ′ = −φ1 sin Λ + φ2 cos Λ ,

⇐⇒
(
φ′1
φ′2

)
=

(
cos Λ sin Λ
− sin Λ cos Λ

)(
φ1

φ2

)
. (2.85)

Dies entspricht einer Drehung der Felder in der (φ1, φ2)–Ebene um den Winkel Λ, also
gerade einer SO(2)–Transformation.

Welches sind nun die aus dieser U(1)– bzw. SO(2)–Symmetrie folgende Noether–Strom-
dichte und Noether–Ladung? Dazu können wir direkt Gl. (2.59) anwenden, wir müssen
nur die zu einer U(1)– bzw. SO(2)–Transformation gehörenden Größen Ωi(X) und Λν

i (X)
bestimmen. Hierzu zunächst zwei Vorbemerkungen:

(i) Da es sich bei der U(1)– bzw. SO(2)–Transformation um eine Transformation im
Raum der Felder (Φ,Φ∗) bzw. (φ1, φ2), also um eine interne Symmetrietransforma-
tion handelt, werden die Raum-Zeit-Koordinaten Xµ nicht transformiert, Λν

i (X) ≡
0.

(ii) Für eine U(1)– bzw. SO(2)–Transformation gibt es lediglich einen einzigen Parame-
ter, δωi ≡ δΛ. Der Index i, der die Parameter der Symmetriegruppe durchnumeriert,
ist also überflüssig. Es gibt nun aber zwei unabhängige Feld-Freiheitsgrade, Φ und
Φ∗, bzw. φ1 und φ2. Also müssen wir Gl. (2.43) um einen Index für die Felder
erweitern,

∆φa(X) = Ωa,i(X)δωi , a = 1, 2, . . . , (2.86)

bzw. für den U(1)– oder SO(2)–Fall

∆φa(X) = Ωa(X)δΛ , a = 1, 2 . (2.87)

Es geht nun darum, die beiden Ωa(X) zu bestimmen. Dazu genügt es, infinitesimale
U(1)– bzw. SO(2)–Transformationen zu betrachten,

e∓iδΛ ' 1∓ iδΛ , |δΛ| � 1 ,

bzw. cos δΛ ' 1 , sin δΛ ' δΛ ,
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also

Φ −→ Φ′ = Φ− iδΛΦ , Φ∗ −→ Φ′ ∗ = Φ∗ + iδΛΦ∗ ,

=⇒ ∆Φ = −iΦδΛ , ∆Φ∗ = iΦ∗δΛ ,

=⇒ Ω = −iΦ , Ω∗ = iΦ∗ ,

bzw. φ1 −→ φ′1 = φ1 + δΛφ2 , φ2 −→ φ′2 = φ2 − δΛφ1 ,

=⇒ ∆φ1 = φ2δΛ , ∆φ2 = −φ1δΛ ,

=⇒ Ω1 = φ2 , Ω2 = −φ1 . (2.88)

Hier haben wir Gl. (2.87) benutzt, um entweder Ω und Ω∗ oder Ω1 und Ω2 abzulesen, je
nachdem, ob man die U(1)– oder die SO(2)–Schreibweise der Felder bevorzugt. Nun wen-
den wir Gl. (2.59) an, wobei wir über die unabhängigen Feld-Freiheitsgrade summieren,

J µ =
∂L

∂(∂µΦ∗)
Ω∗ +

∂L
∂(∂µΦ)

Ω = i [Φ∗∂µΦ− (∂µΦ∗)Φ] ,

bzw. J µ =
∑
a=1,2

∂L
∂(∂µφa)

Ωa = (∂µφ1)φ2 − (∂µφ2)φ1 . (2.89)

Aus Abschnitt 1.1.5 der Vorlesung “Quantenmechanik II” wissen wir bereits, dass dies
(abgesehen vom Faktor i und bis auf einen Faktor q, der Ladung des Teilchens) der elek-
trischen Ladungsstromdichte des Klein–Gordon–Feldes entspricht. Die zugehörige
Noether–Ladung ist

Q =

∫
V

d3~xJ 0 = i

∫
V

d3~x [Φ∗∂tΦ− (∂tΦ
∗)Φ] =

∫
V

d3~x [(∂tφ1)φ2 − (∂tφ2)φ1] . (2.90)

Dies entspricht (bis auf Faktoren) der elektrischen Ladung des Klein–Gordon–Feldes.
Man beachte, dass für reelle skalare Felder Φ∗ = Φ, bzw. φ2 = 0, so dass sowohl die
Noether–Stromdichte wie auch die Noether–Ladung verschwinden. Reelle skalare Felder
sind daher neutral, wie wir es in der Diskussion bereits vorweggenommen haben.

Aber woher wissen wir im Gegenzug, dass komplexe skalare Felder geladen sind?
Bislang tritt in den Glgen. (2.89) und (2.90) kein Faktor wie z.B. e, die Elementarladung
(oder ein Vielfaches davon), auf, der mit der Ladung des Feldes identifiziert werden könnte.
An dieser Stelle bemerken wir, dass unsere Felder immer noch klassische Objekte sind,
d.h. noch nicht quantisiert wurden. Daher können im Prinzip auch keine gequantelten
Größen, wie z.B. die Ladung in Einheiten von e, auftreten.

Desweiteren wissen wir aus den Maxwell–Gleichungen (s. Vorlesung “Elektrodynamik”),
dass eine elektrische Ladung stets Quelle elektromagnetischer Felder ist und im Gegenzug
von solchen beeinflusst wird. Um eine Ladung zu messen, müssen wir eine Testladung in
das von ersterer erzeugte elektromagnetische Feld einbringen. Elektromagnetische Felder
kommen aber in unserer Lagrange–Dichte (2.79) bislang überhaupt nicht vor. Um die La-
dung des Klein–Gordon–Feldes zu “sehen”, müssen wir die Wechselwirkung des Feldes
mit dem elektromagnetischen Feld betrachten. Letzteres wird, wie in der Vorlesung
“Elektrodynamik” diskutiert, in relativistisch kovarianter Form zweckmäßigerweise mit
Hilfe des 4–Vektorpotentials Aµ beschrieben.
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Im Prinzip erlaubt die Wechselwirkung mit einem elektromagnetischen Feld, Informati-
on über das Feld Φ(X) am Raum-Zeit-Punkt X zum Feld Φ(Y ) an einem anderen Raum-
Zeit-Punkt Y zu transportieren, s. Abb. 2.6. Dieser Informationsaustausch ist (zunächst)
kausal, d.h. er findet höchstens mit Lichtgeschwindigkeit statt.

φ(Y)

φ(X)
X

Y

A
µ

Abbildung 2.6: Graphische Veranschaulichung des Informationsaustausches über das Feld
Φ(X) am Ort X zum Feld Φ(Y ) am Ort Y mittels des elektromagnetischen
Feldes Aµ.

Nehmen wir nun an, dass wir eine globale U(1)–Transformation (2.83) des Feldes Φ
durchführen. Der Wert des Feldes ändert sich dann von Φ zu Φ′ = e−iΛΦ, und zwar
simultan an jedem Raum-Zeit-Punkt, also auch an den beiden in Abb. 2.6 gezeigten
Punkten X und Y . Im Prinzip sollte das Feld Φ(Y ) bei Y jedoch nicht simultan die
Phase in gleicher Weise wechseln wie das Feld Φ(X) bei X, denn es bedarf ja einer ge-
wissen Zeit, Information von X nach Y zu übertragen, also z.B. auch Information über
die stattgefundene U(1)–Transformation des Feldes bei X. Dies ist im Grunde genom-
men eine Forderung, die erfüllt sein muss, damit das Kausalitätsprinzip der Speziellen
Relativitätstheorie gültig bleibt.

Dies impliziert, dass die U(1)–Transformation (2.83) keine globale, sondern eine lo-
kale Transformation sein sollte,

Φ(X) −→ Φ′(X) = e−iΛ(X)Φ(X) , Φ∗(X) −→ Φ′ ∗(X) = Φ∗(X)eiΛ(X) . (2.91)

Dann ist die Lagrange–Dichte (2.79) aber nicht mehr U(1)–invariant. Der Massenterm ist
es zwar nach wie vor,

−m2Φ∗Φ −→ −m2Φ∗eiΛe−iΛΦ = −m2Φ∗Φ , (2.92)

aber der Term mit den partiellen Ableitungen ist es nicht mehr, da

∂µΦ −→ ∂µΦ′ = ∂µ
(
e−iΛΦ

)
= e−iΛ (∂µΦ− iΦ∂µΛ) , (2.93)

so dass

∂µΦ∗∂µΦ −→ ∂µΦ′ ∗∂µΦ′ = (∂µΦ∗ + iΦ∗∂µΛ) eiΛe−iΛ (∂µΦ− iΦ∂µΛ)

= ∂µΦ∗∂µΦ + i [Φ∗∂µΦ− (∂µΦ∗) Φ] ∂µΛ + (∂µΛ) (∂µΛ) Φ∗Φ .

= ∂µΦ∗∂µΦ + J µ∂µΛ + |Φ|2 (∂µΛ) ∂µΛ , (2.94)
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wobei wir im letzten Schritt die Definition der Noether–Stromdichte (2.89) benutzt haben.
Im folgenden bezeichnen wir die Lagrange–Dichte (2.79) mit L0. Mit den Glgen. (2.92)
und (2.94) transformiert sich L0 also unter lokalen U(1)–Transformationen wie folgt,

L0 −→ L′0 = L0 + δL0 , δL0 = J µ∂µΛ + |Φ|2 (∂µΛ) ∂µΛ . (2.95)

Nun koppeln wir den Noether–Strom (2.89) an das elektromagnetische Feld, und zwar mit
der Stärke −e (wir legen damit fest, dass die Quanten des geladenen Klein–Gordon–Feldes
eine elektrische Ladung von der Größe einer negativen Elementarladung tragen), d.h. wir
addieren zu L0 noch einen Term

L1 = −eJ µAµ . (2.96)

Aus Abschnitt 1.3 der Vorlesung “Elektrodynamik” wissen wir, dass wir das 4–Vektorpo-
tential Aµ einer sog. Eichtransformation unterwerfen können, ohne dass dies die elek-
tromagnetischen Feldstärken ändert. Wir fordern nun, dass sich, wenn das Feld Φ einer
lokalen U(1)–Transformation (2.91) unterworfen wird, das elektromagnetische Feld Aµ

wie folgt transformieren soll,

Aµ(X) −→ A′µ(X) = Aµ(X) +
1

e
∂µΛ(X) , (2.97)

mit derselben Funktion Λ(X), die auch in der Phase der U(1)–Transformation (2.91)
auftritt. Dann transformiert sich L1 unter U(1)–Transformationen unter Benutzung der
Glgen. (2.91), (2.93) und (2.97) wie folgt,

L1 −→ L′1 = −eJ ′µA′µ = −ie [Φ′ ∗∂µΦ′ − (∂µΦ′ ∗) Φ′]A′µ

= −ie [Φ∗ (∂µΦ− iΦ∂µΛ)− (∂µΦ∗ + iΦ∗∂µΛ) Φ]

(
Aµ +

1

e
∂µΛ

)
= −e

(
J µ + 2|Φ|2∂µΛ

)(
Aµ +

1

e
∂µΛ

)
= −eJ µAµ − J µ∂µΛ− 2e|Φ|2Aµ∂µΛ− 2|Φ|2 (∂µΛ) ∂µΛ

≡ L1 + δL1 , (2.98)

mit
δL1 = −J µ∂µΛ− 2e|Φ|2Aµ∂µΛ− 2|Φ|2 (∂µΛ) ∂µΛ . (2.99)

Das Transformationsverhalten von L0 + L1 ist damit

L0 + L1 −→ L′0 + L′1 = L0 + L1 + δL0 + δL1 , (2.100)

mit

δL0 + δL1 = J µ∂µΛ + |Φ|2 (∂µΛ) ∂µΛ− J µ∂µΛ− 2e|Φ|2Aµ∂µΛ− 2|Φ|2 (∂µΛ) ∂µΛ

= −2e|Φ|2Aµ∂µΛ− |Φ|2 (∂µΛ) ∂µΛ . (2.101)

Offenbar heben sich nicht alle Terme gegenseitig weg, die Summe L0 + L1 ist also noch
nicht U(1)–invariant. Betrachten wir jedoch einen weiteren Term,

L2 = e2|Φ|2AµAµ , (2.102)
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der sich unter U(1)–Transformationen wie folgt transformiert,

L2 −→ L′2 = e2|Φ′|2A′µA′µ = e2|Φ|2
(
Aµ +

1

e
∂µΛ

)(
Aµ +

1

e
∂µΛ

)
= e2|Φ|2AµAµ + 2e|Φ|2Aµ∂µΛ + |Φ|2 (∂µΛ) ∂µΛ

≡ L2 + δL2 , (2.103)

mit
δL2 = 2e|Φ|2Aµ∂µΛ + |Φ|2 (∂µΛ) ∂µΛ . (2.104)

Dies sind offensichtlich genau die Terme, die man benötigt, um die Summe L0 +L1 +L2

U(1)–invariant zu machen, da

δL0 + δL1 + δL2 = 0 . (2.105)

Die gesamte Lagrange–Dichte lautet also

L = L0 + L1 + L2

= ∂µΦ∗∂µΦ−m2Φ∗Φ− eJ µAµ + e2|Φ|2AµAµ

= ∂µΦ∗∂µΦ + (∂µΦ∗) ieAµΦ− ieAµΦ∗∂µΦ− ieAµΦ∗ieAµΦ−m2Φ∗Φ

= (∂µΦ∗ − ieAµΦ∗) (∂µΦ + ieAµΦ)−m2Φ∗Φ

≡ (DµΦ)∗DµΦ−m2Φ∗Φ , (2.106)

wobei wir die sog. kovariante Ableitung

Dµ = ∂µ + ieAµ (2.107)

definiert haben. Diese ist uns schon aus Abschnitt 1.1.4 der Vorlesung “Quantenmechanik
II” bekannt. Die Bezeichnung “kovariant” bezieht sich hier nicht auf die Stellung des
Lorentz-Index, sondern auf das Transformationsverhalten unter U(1)–Transformationen:
die kovariante Ableitung des Feldes Φ transformiert sich wie das Feld selbst, und nicht
wie die partielle Ableitung des Feldes, vgl. Gl. (2.93):

DµΦ −→ D′µΦ′ =
(
∂µ + ieA′µ

)
e−iΛΦ

= e−iΛ [∂µΦ− iΦ∂µΛ + ieAµΦ + i (∂µΛ) Φ]

= e−iΛDµΦ . (2.108)

Entsprechend gilt für die kovariante Ableitung des komplex konjugierten Feldes

(DµΦ)∗ −→
(
D′µΦ′

)∗
=

(
∂µ − ieA′µ

)
Φ∗eiΛ

= [∂µΦ∗ + iΦ∗∂µΛ− ieAµΦ∗ − i (∂µΛ) Φ∗] eiΛ

= (DµΦ)∗ eiΛ . (2.109)

Das umgekehrte Vorzeichen vor der Ladung (welches durch das komplexe Konjugieren
entsteht) deutet darauf hin, dass, wenn Φ ein Feld der Ladung +e beschreibt, Φ∗ ein
Feld der Ladung −e beschreibt. Komplexes Konjugieren für geladene skalare Felder ist
identisch mit der Ladungskonjugation.
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Lokale Symmetrietransformationen bezeichnet man auch als Eichtransformatio-
nen, und die Invarianz der Lagrange–Dichte (2.106) unter lokalen U(1)–Transformationen
bezeichnet man als U(1)–Eichinvarianz oder U(1)–Eichsymmetrie.

Bislang ist Aµ ein externes Feld. Um es dynamisch zu machen, d.h. die Rückwirkung
des geladenen skalaren Feldes auf das elektromagnetische Feld zu betrachten, müssen wir
noch die Lagrange–Dichte des letzteren,

Lem = −1

4
FµνF

µν , (2.110)

vgl. Abschnitt 1.2.8 der Vorlesung “Elektrodynamik”, zu L dazu addieren. Dies werden
wir in Abschnitt 2.6 im Detail besprechen.

2.5 Das Dirac–Feld

20.11.2020

Dirac–Felder sind, wie aus Abschnitt 1.2 der Vorlesung “Quantenmechanik II” bekannt,
4–Spinoren und beschreiben Fermionen mit Spin 1/2. Die Lagrange–Dichte des Dirac–
Feldes lautet

L = ψ̄ (i/∂ −m)ψ . (2.111)

Hier bezeichnet
ψ̄ = ψ†γ0 (2.112)

den Dirac–adjungierten Spinor und es wurde die “Dirac–Slash”–Notation

/∂ ≡ γµ∂µ (2.113)

benutzt. Die Euler–Lagrange–Gleichungen (2.31), angewendet auf die Dirac–Lagrange–
Dichte (2.111), müssen die Dirac–Gleichung ergeben. Um dies einzusehen, betrachtet man
am besten ψ und ψ̄ als unabhängige Freiheitsgrade (so wie auch Φ und Φ∗ im Falle des
geladenen skalaren Feldes). Wir erhalten dann

∂L
∂ψ̄
− ∂µ

∂L
∂(∂µψ̄)

= (i/∂ −m)ψ = 0 , (2.114)

∂L
∂ψ
− ∂µ

∂L
∂(∂µψ)

= −ψ̄m− ∂µψ̄iγµ = −ψ̄
(
i
↼

/∂ +m

)
= 0 . (2.115)

Der Pfeil über der partiellen Ableitung bedeutet hier, dass sie nach links auf den Dirac-
adjungierten Spinor wirkt. Gleichung (2.114) ist, wie erwartet, die Dirac–Gleichung, vgl.
Abschnitt 1.2.2 der Vorlesung “Quantenmechanik II”. Gleichung (2.115) ist die Dirac–
Gleichung für den Dirac-adjungierten Spinor. Sie folgt auch direkt aus der Dirac–Gleichung
(2.114), wenn wir letztere hermitesch konjugieren und von rechts mit γ0 multiplizieren,

0 = [(i/∂ −m)ψ]† γ0 = ψ†
(
−i

↼

∂µ γ
µ † −m

)
γ0

= ψ̄
(
−i

↼

∂µ γ0γ
µ †γ0 −m

)
= −ψ̄

(
i
↼

/∂ +m

)
. (2.116)
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Hier haben wir γ0γ0 = 14 und die Relation

γ0γ
µ †γ0 = γµ (2.117)

benutzt (die man leicht in der Dirac–Darstellung der Gamma-Matrizen beweist, in der
γ†0 = γ0, γ†i = −γi; man benötigt dann noch γiγ0 = −γ0γi).

Die Dirac–Lagrange–Dichte (2.111) ist Poincaré-invariant. Für Raum-Zeit–Transla-
tionen sieht man das sofort, da die Raum-Zeit–Koordinate Xµ explizit lediglich in der
partiellen Ableitung in der Dirac–Lagrange–Dichte auftritt. Ableitungen sind aber in-
variant unter einer (konstanten) Translation der Variablen, nach denen abgeleitet wird.
Der Beweis der Invarianz unter Lorentz–Transformationen ist etwas komplizierter, weil
man das Transformationsverhalten von Dirac–Spinoren unter Lorentz–Transformationen
kennen muss. Es gilt (ohne Beweis)

ψ(X) −→ ψ′(X ′) = exp

[
− i

4
σµνω

µν(X)

]
ψ(X) , (2.118)

wobei σµν = i
2
[γµ, γν ] und ωµν(X) = −ωνµ(X) die Parameter der Lorentz–Transformation

sind. Eine Diskussion der Invarianz der Dirac–Lagrange–Dichte (2.111) unter Lorentz–
Transformationen ist Gegenstand von Übungsaufgabe H6.1.

Zusätzlich zur Poincaré–Invarianz besitzt die Dirac–Lagrange–Dichte (2.111) aber noch
eine weitere Symmetrie, eine globale U(1)–Invarianz. Unter einer globalen U(1)–Trans-
formation der Spinoren,

ψ −→ ψ′ = e−iΛψ ,

ψ̄ −→ ψ̄′ = ψ̄eiΛ , (2.119)

ändert sich die Dirac–Lagrange–Dichte (2.111) nicht,

L −→ L′ = ψ̄′ (i/∂ −m)ψ′

= ψ̄eiΛ (i/∂ −m) e−iΛψ = ψ̄ (i/∂ −m)ψ

= L . (2.120)

Folglich gibt es eine Noether–Stromdichte und eine Noether–Ladung. Um diese zu bestim-
men, gehen wir ähnlich vor wie in Abschnitt 2.4 beim geladenen skalaren Feld. Zunächst
gibt es für U(1)–Transformationen wieder nur einen Parameter, aber wir haben zwei un-
abhängige Feldfreiheitsgrade, ψ und ψ̄. (Als Dirac–Spinoren enthalten diese jeweils noch
vier Komponenten, so dass man es eigentlich mit acht unabhängigen Feldfreiheitsgraden
zu tun hat. Dies spielt aber in der nachfolgenden Betrachtung keine Rolle, da die ein-
zelnen Spinorkomponenten unter der U(1)–Transformation nicht miteinander mischen.)
Die zugehörigen Ωa(X) bestimmen wir aus der infinitesimalen (|Λ| � 1) Version der
U(1)–Transformation (2.119),

ψ −→ ψ′ = ψ − iΛψ , ψ̄ −→ ψ̄ = ψ̄ + iΛψ̄ ,

=⇒ ∆ψ = −iψΛ , ∆ψ̄ = iψ̄Λ ,

=⇒ Ω = −iψ , Ω̄ = iψ̄ . (2.121)
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Die Noether–Stromdichte ist folglich

J µ =
∂L

∂(∂µψ)
(−iψ) + iψ̄

∂L
∂(∂µψ̄)

= ψ̄iγµ (−iψ) ≡ ψ̄γµψ , (2.122)

weil der zweite Term nach dem ersten Gleichheitszeichen verschwindet. Dies ist die fer-
mionische 4–Stromdichte. Die Noether–Ladung ist die Fermionenzahl,

N =

∫
V

d3~xJ 0 =

∫
V

d3~x ψ̄γ0ψ =

∫
V

d3~xψ†ψ . (2.123)

In Analogie zum geladenen skalaren Feld vermuten wir, dass diese Erhaltungsgrößen et-
was mit der elektrischen Ladung der Fermionen zu tun haben. Dies ist aber zum jetzigen
Zeitpunkt nicht offensichtlich, wir müssen das Dirac–Feld zunächst wieder an das elektro-
magnetische Feld koppeln. Dies geschieht in analoger Weise wie beim geladenen skalaren
Feld. Wir addieren einen Term

L1 = −eJ µAµ (2.124)

zur Dirac–Lagrange–Dichte (2.111) (die wir im folgenden wieder mit L0 bezeichnen):

L = L0 + L1 = ψ̄ (i/∂ −m)ψ − eJ µAµ = ψ̄ (iγµ∂µ − eγµAµ −m)ψ

= ψ̄ [iγµ (∂µ + ieAµ)−m]ψ = ψ̄ (iγµDµ −m)ψ

≡ ψ̄ (i /D −m)ψ , (2.125)

wobei wir wieder die kovariante Ableitung (2.107) benutzt haben. Nun prüfen wir die
Invarianz der gesamten Lagrange–Dichte (2.125) unter lokalen U(1)–Transformationen
des Dirac–Feldes und des elektromagnetischen Feldes

ψ(X) −→ ψ′(X) = e−iΛ(X)ψ(X) ,

ψ̄(X) −→ ψ̄′(X) = ψ̄(X)eiΛ(X) ,

Aµ(X) −→ A′µ(X) = Aµ(X) +
1

e
∂µΛ(X) . (2.126)

Die lokale U(1)–Invarianz (oder U(1)–Eichsymmetrie) ist nun aber offensichtlich, denn
die kovariante Ableitung des Dirac–Feldes transformiert wie das Feld selbst,

Dµψ −→ D′µψ
′ =

(
∂µ + ieA′µ

)
e−iΛψ

= e−iΛ [∂µψ − iψ∂µΛ + ieAµψ + i (∂µΛ)ψ]

= e−iΛDµψ . (2.127)

Also ist

L −→ L′ = ψ̄′ (i /D′ −m)ψ′ = ψ̄eiΛe−iΛ (i /D −m)ψ ≡ L (2.128)

lokal U(1)–invariant.
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2.6 Das Photon–Feld und Quantenelektrodynamik

Die Lagrange–Dichte des elektromagnetischen (oder Photonen–) Feldes ist bereits aus
Abschnitt 1.2.8 der Vorlesung “Elektrodynamik” bekannt. In natürlichen Einheiten lautet
sie

L = −1

4
FµνF

µν , (2.129)

mit dem Feldstärketensor
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ . (2.130)

Der Feldstärketensor ist vollständig antisymmetrisch,

Fµν = −Fνµ , (2.131)

und invariant unter lokalen U(1)–Transformationen des 4–Vektorpotentials Aµ, vgl.
Gl. (2.97),

Fµν −→ F ′µν = ∂µA
′
ν − ∂νA′µ = ∂µ

(
Aν +

1

e
∂νΛ

)
− ∂ν

(
Aµ +

1

e
∂µΛ

)
= ∂µAν − ∂νAµ +

1

e
(∂µ∂ν − ∂ν∂µ) Λ

≡ Fµν , (2.132)

vorausgesetzt, die Funktion Λ(X) ist zweifach stetig differenzierbar. Aus der U(1)–Eichin-
varianz des Feldstärketensors folgt dann natürlich auch die der Lagrange–Dichte (2.129).

Wir erinnern an dieser Stelle kurz an den Zusammenhang von Feldstärketensor und
elektrischer Feldstärke ~E bzw. magnetischer Feldstärke ~B, s. Abschnitt 1.2.2 der Vorle-
sung “Elektrodynamik”. Mit Hilfe des “skalaren” Potentials ϕ und des 3–Vektorpotentials
~A können elektrische und magnetische Feldstärke bekannterweise wie folgt ausgedrückt
werden,

~E = −~∇ϕ− ∂t ~A ,
~B = ~∇× ~A , (2.133)

s. Abschnitt 1.2.9 der Vorlesung “Elektrodynamik”. Das “skalare” Potential ist natürlich
kein Lorentz–Skalar, vielmehr ist es die Zeit-Komponente des 4–Vektorpotentials,

Aµ = (ϕ, ~A)T , (2.134)

s. Abschnitt 1.2.1 der Vorlesung “Elektrodynamik”. In Komponenten lauten die Glgen.
(2.133) daher

Ei = −∂iA0 − ∂0Ai = ∂iA0 − ∂0Ai ≡ F i0 ,

Bi = εijk∂jA
k = −εijk∂jAk = −1

2
εijk
(
∂jAk − ∂kAj

)
≡ −1

2
εijkF jk . (2.135)

Hier haben wir mehrfach von der Regel Gebrauch gemacht, dass Herauf- bzw. Herun-
terziehen eines räumlichen Lorentz–Index einen Vorzeichenwechsel bedingt. Außerdem
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haben wir die Antisymmetrie des Levi-Cività–Tensors unter Vertauschung von Indizes,
εijk = −εikj benutzt. Die zweite Gl. (2.135) kann man durch Multiplikation mit εmni und
Ausnutzen der Relation εmniεijk = δmjδnk − δmkδnj nach Fmn auflösen,

εmniBi = −1

2
(δmjδnk − δmkδnj)F jk = −1

2
(Fmn − F nm) = −Fmn . (2.136)

Damit nimmt der Feldstärketensor folgende Gestalt an,

F µν =


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

 . (2.137)

Die Euler–Lagrange–Gleichungen (2.31) liefern

0 =
∂L
∂Aν

− ∂µ
∂L

∂(∂µAν)
= −∂µ

∂

∂(∂µAν)

(
−1

4
FαβF

αβ

)
=

1

4
∂µ

[
2Fαβ ∂Fαβ

∂(∂µAν)

]
=

1

2
∂µ

[
Fαβ ∂(∂αAβ − ∂βAα)

∂(∂µAν)

]
=

1

2
∂µ
[
Fαβ (g µ

α g
ν
β − g

µ
β g

ν
α )
]

=
1

2
∂µ (F µν − F νµ)

= ∂µF
µν . (2.138)

Dies sind die inhomogenen Maxwell–Gleichungen in Abwesenheit einer elektrischen
Ladungsstromdichte, vgl. Abschnitt 1.2.9 der Vorlesung “Elektrodynamik”. Um dies zu
sehen, ist es zweckmäßig, die einzelnen Komponenten (ν = 0, ν = x, y, z) einzeln zu
betrachten,

ν = 0 : 0 = ∂0F
00 + ∂iF

i0 = ~∇ · ~E ,

ν = i : 0 = ∂0F
0i + ∂jF

ji = −∂tEi − εjik∂jBk = −∂tEi +
(
~∇× ~B

)i
. (2.139)

Die homogenen Maxwell–Gleichungen erhält man aus der Jacobi–Identität,

0 = ∂λF µν + ∂µF νλ + ∂νF λµ . (2.140)

Für (λ, µ, ν) = (1, 2, 3) erhalten wir

0 = −∂x(−Bx)− ∂y(−By)− ∂z(−Bz) ≡ ~∇ · ~B . (2.141)

Für (λ, µ, ν) = (0, 3, 2), (0, 1, 3) und (0, 2, 1) haben wir

0 = ∂tB
x − ∂zEy − ∂y(−Ez) = ∂tB

x +
(
~∇× ~E

)x
,

0 = ∂tB
y − ∂xEz − ∂z(−Ex) = ∂tB

y +
(
~∇× ~E

)y
,

0 = ∂tB
z − ∂yEx − ∂x(−Ey) = ∂tB

z +
(
~∇× ~E

)z
,

⇐⇒ 0 = ∂t ~B + ~∇× ~E . (2.142)
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Nun betrachten wir die Wechselwirkung des elektromagnetischen Feldes mit einem ge-
ladenen skalaren Feld. Dazu müssen wir dessen Lagrange–Dichte (2.106) zur Lagrange–
Dichte (2.129) des elektromagnetischen Feldes addieren. Während in der Lagrange–Dichte
(2.106) das elektromagnetische Feld extern, also von außen vorgegeben war, wird nun
die Rückwirkung des elektrische Ladung tragenden skalaren Feldes auf das elektroma-
gnetische Feld mit berücksichtigt. Beide Felder, sowohl das geladene skalare Feld als auch
das elektromagnetische Feld, sind nun dynamische, miteinander wechselwirkende
Freiheitsgrade des Systems. Die resultierende Lagrange–Dichte ist die der sog. skalaren
Elektrodynamik,

LSED = (DµΦ)∗DµΦ−m2Φ∗Φ− 1

4
FµνF

µν . (2.143)

Sie ist ganz offensichtlich U(1)–eichinvariant.
Die Bewegungsgleichungen folgen wie gehabt aus den Euler–Lagrange–Gleichungen

(2.31). Für das geladene skalare Feld erhalten wir

0 =
∂LSED

∂Φ∗
− ∂µ

∂LSED

∂(∂µΦ∗)
= −ieAµDµΦ−m2Φ− ∂µDµΦ

⇐⇒ 0 =
(
DµD

µ +m2
)

Φ . (2.144)

Dies ist die Klein–Gordon–Gleichung für das geladene skalare Feld Φ in Anwesenheit eines
elektromagnetischen Feldes Aµ. Die entsprechende Gleichung für Φ∗ erhält man durch
komplexes Konjugieren.

Für das elektromagnetische Feld erhalten wir

0 =
∂LSED

∂Aν
− ∂µ

∂LSED

∂(∂µAν)
= −ieΦ∗DνΦ + ie (DνΦ)∗Φ + ∂µF

µν

⇐⇒ ∂µF
µν = ie [Φ∗DνΦ− (DνΦ)∗Φ] ≡ eJν , (2.145)

wobei
Jν = i [Φ∗DνΦ− (DνΦ)∗Φ] (2.146)

die U(1)–invariante Version der Noether–Stromdichte (2.89) ist. Wegen der Antisymmetrie
des Feldstärketensors ist dieser Strom erhalten,1

∂ν∂µF
µν ≡ 0 = e ∂νJ

ν . (2.147)

Gleichung (2.145) ist die inhomogene Maxwell–Gleichung in Anwesenheit einer
Ladungsstromdichte eJν . Diese stellt nun eine Quelle für das elektromagnetische Feld
dar. Die elektrische Ladung des skalaren Feldes ist dabei +e.

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir das elektromagnetische Feld auch noch an
das Dirac–Feld koppen. Diese Theorie nennt man (zumindest in ihrer quantisierten, d.h.
quantenfeldtheoretischen Version) Quantenelektrodynamik:

LQED = ψ̄ (i /D −m)ψ − 1

4
FµνF

µν . (2.148)

1Eine sehr schöne Diskussion des Noether–Theorems für lokale Symmetrien findet man in Ref. [19].
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Auch diese Theorie besitzt, wie die skalare Elektrodynamik, eine U(1)–Eichinvarianz.
Die Bewegungsgleichung für das Dirac–Feld lautet

0 =
∂LQED

∂ψ̄
− ∂µ

∂LQED

∂(∂µψ̄)
= (i /D −m)ψ . (2.149)

Dies ist die Dirac–Gleichung in Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes.
Die Bewegungsgleichung für das elektromagnetische Feld lautet

0 =
∂LQED

∂Aν
− ∂µ

∂LQED

∂(∂µAν)
= −eψ̄γνψ + ∂µF

µν

⇐⇒ ∂µF
µν = eψ̄γνψ ≡ eJ ν , (2.150)

mit der Ladungsstromdichte (2.122). Auch dieser Ladungsstrom ist erhalten,

∂ν∂µF
µν ≡ 0 = e ∂νJ ν . (2.151)

Man beachte, dass in unserer Konvention die Ladung des Dirac–Feldes +e beträgt. Für
Elektronen muss dann die Elementarladung e mit einem negativen Vorzeichen gewählt
werden, e < 0.

2.7 Das Yang–Mills–Feld und Quantenchromodynamik

25.11.2020

Bislang haben wir Theorien diskutiert, die eine U(1)–Eichinvarianz besitzen. Wir ver-
allgemeinern dies nun auf Theorien, die invariant unter Transformationen einer größeren
Symmetriegruppe sind. Betrachten wir z.B. ein Feld

Φ =

 φ1

φ2

φ3

 , (2.152)

wobei φi ∈ R , i = 1, 2, 3. Dieses Feld transformiert unter der Gruppe SO(3), d.h.
orthogonaler Transformationen oder Drehungen im drei-dimensionalen Raum der
Feldkomponenten φ1, φ2 und φ3. Die Gruppe SO(3) ist eine nicht-Abelsche Gruppe,
im Gegensatz zu U(1), welches eine Abelsche Gruppe ist (mehr zu Gruppen findet man
in Kapitel 2 der Vorlesung “Quantenmechanik II”). Man beachte, dass Φ kein Vektor
im drei-dimensionalen Ortsraum ist, sondern im Raum der internen Freiheitsgrade des
Feldes, d.h. im Raum, welcher durch seine Komponenten φ1, φ2 und φ3 aufgespannt wird.
Man spricht daher von internen SO(3)–Transformationen bzw., wenn die noch zu dis-
kutierende Theorie für Φ symmetrisch (invariant) unter diesen Transformationen ist, von
einer internen SO(3)–Symmetrie.

Unser Ziel ist nun, eine Theorie zu konstruieren, die invariant unter lokalen SO(3)–
Transformationen (Drehungen) ist, oder mit anderen Worten eine lokale SO(3)–Sym-
metrie bzw. eine SO(3)–Eichinvarianz besitzt. Betrachten wir zunächst eine spezielle
SO(3)–Transformation des Feldes Φ, z.B. eine Drehung um einen Winkel Λ3 um die 3–
Achse im internen Raum der Feldkomponenten, s. Abb. 2.7.
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1

3

2

Φ

’

Λ
3

Φ

Abbildung 2.7: Drehung des Feldes Φ um die 3–Achse.

Mathematisch lautet diese Transformation

φ1 −→ φ′1 = φ1 cos Λ3 + φ2 sin Λ3 ,

φ2 −→ φ′2 = −φ1 sin Λ3 + φ2 cos Λ3 ,

φ3 −→ φ′3 = φ3 . (2.153)

Für eine infinitesimale Transformation, Λ3 → δΛ3 , |δΛ3| � 1, wird dies zu

φ1 −→ φ′1 = φ1 + δΛ3 φ2 ,

φ2 −→ φ′2 = −δΛ3 φ1 + φ2 ,

φ3 −→ φ′3 = φ3 . (2.154)

In Vektorschreibweise lautet dieser Gleichungssatz

Φ −→ Φ′ = Φ− δΛ×Φ , (2.155)

wobei

δΛ =

 0
0
δΛ3


der Drehvektor ist, der einer Drehung um die 3–Achse entspricht. Natürlich gilt Gl. (2.155)
auch für Drehungen um beliebig im Raum orientierte Achsen. Die Änderung ∆Φ ≡
Φ′−Φ des Feldes Φ bei einer Drehung um die durch den Drehvektor δΛ definierte Achse
ist also

∆Φ = −δΛ×Φ . (2.156)
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Die partielle Ableitung des Feldes transformiert sich wie folgt,

∂µΦ −→ ∂µΦ
′ = ∂µΦ− ∂µ (δΛ×Φ) = ∂µΦ− δΛ× ∂µΦ− (∂µδΛ)×Φ . (2.157)

Der letzte Term verhindert, dass sich die partielle Ableitung wie das Feld selbst, also
wie eine kovariante Ableitung, transformiert. Um eine lokal SO(3)–invariante Theorie zu
konstruieren, brauchen wir wieder eine kovariante Ableitung DµΦ, die sich wie das Feld
selbst transformiert, also für die gilt

DµΦ −→ D′µΦ
′ = DµΦ− δΛ×DµΦ . (2.158)

Wir machen den Ansatz

DµΦ = ∂µΦ + gWµ ×Φ , (2.159)

bzw. in Komponenten

(DµΦ)i = ∂µφi + g εijkWjµφk = (δik ∂µ + g εijkWjµ)φk ≡ Dikµφk . (2.160)

An dieser Gleichung ist ersichtlich, dass die kovariante Ableitung eine (3× 3)–Matrix im
Raum der Feldkomponenten φ1, φ2 und φ3 ist. Diese Matrix “verdreht” die Feldkompo-
nenten gegeneinander.

Das in Gl. (2.159) eingeführte Vektorfeld Wµ ist das Eichfeld, welches dem elektroma-
gnetischen Feld Aµ im Fall der (Abelschen) U(1)–eichinvarianten Theorien entspricht. Im
Gegensatz zu letzterem handelt es sich nun allerdings um ein sog. nicht-Abelsches Eich-
feld bzw. ein Yang–Mills–Feld. Das Eichfeld Wµ ist ein Lorentz–Vektor (erkennbar
am Lorentz–Index µ), wie auch das elektromagnetische Feld, aber zusätzlich hat es, wie
das Feld Φ, drei Komponenten im internen Raum der Feldkomponenten φ1, φ2 und φ3. Es
hat damit Ähnlichkeit mit einem Vektor in diesem Raum. Wie wir gleich sehen werden,
transformiert es sich aber nicht wie ein Vektor unter SO(3)–Transformationen.

Die Konstante g vor dem zweiten Term in Gl. (2.159) ist die Kopplungskonstante
der Theorie. Ihr numerischer Wert legt fest, wie stark das Eichfeld Wµ an das Mate-
riefeld Φ koppelt. Sie spielt dieselbe Rolle wie die Elementarladung e in der skalaren
Elektrodynamik oder der Quantenelektrodynamik.

Für das elektromagnetische Feld hatten wir mit Gl. (2.97) ein bestimmtes Transforma-
tionsverhalten unter U(1)–Eichtransformationen festgelegt. Dies müssen wir analog nun
auch für Wµ tun. Wir fordern, dass dieses sich unter lokalen SO(3)–Transformationen
wie folgt transformiert:

Wµ −→ W′
µ = Wµ +

1

g
∂µδΛ− δΛ×Wµ . (2.161)

Der zweite Term hat Ähnlichkeit mit dem Term, der auch bei einer U(1)–Transformation
auftritt, vgl. Gl. (2.97). Der dritte Term wiederum hat Ähnlichkeit mit einer SO(3)–
Transformation (Drehung) des Feldes Φ, vgl. Gl. (2.155). Gäbe es nur diesen dritten Term,
würde sich Wµ wie ein Vektor im internen Raum der Feldkomponenten transformieren.
Der zweite Term zerstört dieses Transformationsgesetz.
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Mit dem in Gl. (2.161) festgelegten Verhalten unter SO(3)–Transformationen berechnen
wir nun das Transformationsverhalten der kovarianten Ableitung (2.159),

DµΦ −→ D′µΦ
′ = ∂µΦ

′ + gW′
µ ×Φ′

= ∂µ (Φ− δΛ×Φ) + g

(
Wµ +

1

g
∂µδΛ− δΛ×Wµ

)
× (Φ− δΛ×Φ)

= ∂µΦ− (∂µδΛ)×Φ− δΛ× ∂µΦ + gWµ ×Φ− gWµ × (δΛ×Φ)

+ (∂µδΛ)×Φ− g (δΛ×Wµ)×Φ +O(δΛ2)

' DµΦ− δΛ× ∂µΦ− gWµ × (δΛ×Φ)− g (δΛ×Wµ)×Φ , (2.162)

wobei wir Terme von quadratischer Ordnung in der infinitesimalen Größe δΛ vernachlässigt
haben. Die beiden Terme mit dem doppelten Kreuzprodukt können noch mit Hilfe der
Jacobi-Identität (s. Gl. (1.37) der Vorlesung “Mechanik I”)

A× (B×C) + B× (C×A) + C× (A×B) = 0 (2.163)

zusammengefasst werden,

Wµ × (δΛ×Φ) + Φ× (Wµ × δΛ) = −δΛ× (Φ×Wµ)

⇐⇒ Wµ × (δΛ×Φ) + (δΛ×Wµ)×Φ = δΛ× (Wµ ×Φ) , (2.164)

so dass folgt

DµΦ −→ D′µΦ
′ ' DµΦ− δΛ× (∂µΦ + gWµ ×Φ) ≡ DµΦ− δΛ×DµΦ . (2.165)

Dies ist genau Gl. (2.158), d.h. die kovariante Ableitung transformiert sich in der Tat
wie das Feld selbst, bzw. sie transformiert sich wie ein Vektor im Raum der internen
Freiheitsgrade.

Es ist nun nicht weiter schwierig, eine lokal SO(3)–invariante Lagrange–Dichte für das
Feld Φ hinzuschreiben. Da es sich bei den Komponenten φi des Vektors Φ um neutrale
skalare Felder handelt, muss die gesuchte Lagrange–Dichte vom Klein–Gordon–Typ sein,

LΦ =
1

2
(DµΦ) ·DµΦ− m2

2
Φ ·Φ . (2.166)

Hierbei bedeutet die Notation A ·B das Skalarprodukt der Vektoren A und B im Raum
der internen Freiheitsgrade. Solche Skalarprodukte sind natürlich invariant unter Dre-
hungen der Vektoren, d.h. SO(3)–invariant. Also ist auch die Lagrange–Dichte (2.166)
SO(3)–invariant, da ausschließlich Skalarprodukte von Größen vorkommen, die sich wie
Vektoren transformieren (hier DµΦ und Φ).

In der Lagrange–Dichte (2.166) ist das Eichfeld Wµ ein externes Feld. Um es zu einem
dynamischen Freiheitsgrad zu machen, müssen wir noch die Lagrange–Dichte für das
Feld Wµ, also einen Term analog −1

4
FµνF

µν im U(1)–Fall, zu Gl. (2.166) hinzuaddieren.
Wie könnte dieser Term aussehen? Wir machen eine naheliegende Vermutung,

LW = −1

4
Wµν ·Wµν . (2.167)
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Hierbei ist Wµν der Feldstärketensor für das Eichfeld Wµ. Es handelt sich dabei einer-
seits um einen Lorentz–Tensor vom Rang 2 (erkennbar an den beiden Lorentz–Indizes),
wie auch der Feldstärketensor Fµν des elektromagnetischen Feldes. Zusätzlich hat Wµν

aber noch drei Komponenten im Raum der internen Freiheitsgrade. Damit die Lagrange–
Dichte (2.167) SO(3)–invariant ist, muss sich Wµν wie ein Vektor in diesem Raum trans-
formieren,

Wµν −→ W′
µν = Wµν − δΛ×Wµν . (2.168)

Genau dann ist die Lagrange–Dichte (2.167) SO(3)–invariant, da lediglich das Skalarpro-
dukt des Vektors Wµν mit sich selbst auftritt.

Aber welche Gestalt hat Wµν , ausgedrückt durch das Eichfeld Wµ? Die naheliegende
Vermutung wäre

Wµν
0 = ∂µWν − ∂νWµ , (2.169)

in Analogie zum Feldstärketensor der Elektrodynamik. Dieser Ansatz hat aber nicht das
korrekte Transformationsverhalten (2.168),

Wµν
0 −→W′µν

0 = ∂µ
[
Wν +

1

g
∂νδΛ− δΛ×Wν

]
− ∂ν

[
Wµ +

1

g
∂µδΛ− δΛ×Wµ

]
= Wµν

0 − [(∂µδΛ)×Wν − (∂νδΛ)×Wµ]− δΛ×Wµν
0 . (2.170)

Dies ist nicht das Transformationsverhalten eines Vektors im Raum der internen Frei-
heitsgrade, der zusätzliche Term in eckigen Klammern ist unerwünscht.

Betrachten wir jedoch den Ausdruck

gWµ ×Wν . (2.171)

Dieser transformiert sich wie folgt,

gWµ ×Wν −→ gW′µ ×W′ ν

= g

(
Wµ +

1

g
∂µδΛ− δΛ×Wµ

)
×
(

Wν +
1

g
∂νδΛ− δΛ×Wν

)
= gWµ ×Wν + Wµ × ∂νδΛ− gWµ × (δΛ×Wν)

+(∂µδΛ)×Wν − g (δΛ×Wµ)×Wν +O(δΛ2)

' gWµ ×Wν + (∂µδΛ)×Wν − (∂νδΛ)×Wµ − g δΛ× (Wµ ×Wν) ,(2.172)

wobei wir im letzten Schritt wieder die Jacobi–Identität (6.310) angewendet haben. Ad-
dieren wir die Glgen. (2.170) und (2.172), so erkennen wir, dass die Größe

Wµν = ∂µWν − ∂νWµ + gWµ ×Wν (2.173)

das korrekte Transformationsverhalten (2.168) eines Vektors im Raum der internen Frei-
heitsgrade hat. Gleichung (2.173) ist also der korrekte Ausdruck für den nicht-Abelschen
Feldstärketensor. Man beachte, dass er, wie auch der Abelsche Feldstärketensor F µν , an-
tisymmetrisch ist, Wµν = −Wνµ. Für spätere Zwecke geben wir noch die Komponen-
tendarstellung des Feldstärketensors (2.173) an,

W µν
` = ∂µW ν

` − ∂νW
µ
` + g ε`mnW

µ
mW

ν
n . (2.174)
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Die gesamte SO(3)–eichinvariante Lagrange–Dichte lautet demnach

L = LΦ + LW =
1

2
(DµΦ) ·DµΦ− m2

2
Φ ·Φ− 1

4
Wµν ·Wµν (2.175)

Die Bewegungsgleichungen für die Komponenten φi des Feldes Φ lauten

0 =
∂L
∂φi
− ∂µ

∂L
∂(∂µφi)

= −m2φi + g ε`jiWjµ e` ·DµΦ− ∂µ (e` δ`i) ·DµΦ

= −m2φi − (δi` ∂µ + g εij`Wjµ) (DµΦ)`

= −m2φi −Di`µ(DµΦ)`

⇐⇒ 0 = (DµD
µ +m2)Φ . (2.176)

Hier haben wir den Einheitsvektor e` in `–Richtung im Raum der internen Freiheitsgrade
eingeführt und die Komponentendarstellung (2.160) der kovarianten Ableitung benutzt.
Gleichung (2.176) hat, wie zu erwarten, die Form einer Klein–Gordon–Gleichung für das
Feld φi in Anwesenheit eines Eichfeldes Wµ.

Für das Eichfeld Wiν erhalten wir die Bewegungsgleichung

0 =
∂L
∂Wiν

− ∂µ
∂L

∂(∂µWiν)

= g ε`ikφk e` ·DνΦ− 1

2
Wαβ · ∂Wαβ

∂Wiν

+
1

2
∂µ

[
Wαβ · ∂Wαβ

∂(∂µWiν)

]
= g εik`φk (DνΦ)` −

g

2
ε`mn

(
Wmα g

ν
β δin +Wnβ g

ν
α δim

)
Wαβ
`

+
1

2
∂µ
(
g µ
α g

ν
β δi` − g ν

α g
µ
β δi`

)
Wαβ
`

= g εik`φk (DνΦ)` + g εim`WmαW
αν
` + ∂µW

µν
i , (2.177)

wobei wir von der Antisymmetrie des Levi-Cività–Tensors und des Feldstärketensors Ge-
brauch gemacht haben. Stellen wir die Terme noch etwas um und benutzen die Vektor-
schreibweise, so erhalten wir letztendlich

∂µW
µν + gWµ ×Wµν = g (DνΦ)×Φ , (2.178)

bzw. mit der Definition (2.159) der kovarianten Ableitung

DµW
µν = gJν , (2.179)

wobei wir die Stromdichte
Jν = (DνΦ)×Φ (2.180)

eingeführt haben. Gleichung (2.179) bezeichnet man gemeinhin als Yang–Mills–Glei-
chung. Sie ist das Analogon zur inhomogenen Maxwell–Gleichung in der Elektrodynamik.
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Wir machen einige Bemerkungen:

(i) Das nicht-Abelsche Eichfeld trägt, im Gegensatz zum elektromagnetischen Feld,
selbst eine Ladung. Dies sieht man daran, dass es als seine eigene Quelle wirken
kann. Ohne Materiefelder, Φ = 0, lautet Gl. (2.178) nämlich

∂µW
µν = −gWµ ×Wµν . (2.181)

Der zweite Term aus der kovarianten Ableitung übernimmt dabei die Funktion der
Ladungsstromdichte als Quelle des Eichfeldes.

(ii) Die Stromdichte (2.180) entspricht nicht der erhaltenen Stromdichte. Letztere
bestimmen wir wie folgt. Wir bringen den zweiten Term auf der linken Seite von Gl.
(2.178) auf die rechte Seite und bilden von beiden Seiten die 4–Divergenz. Aufgrund
der Antisymmetrie des Feldstärketensors erhalten wir

0 = ∂ν∂µW
µν = g ∂ν [(DνΦ)×Φ−Wµ ×Wµν ] . (2.182)

Die erhaltene Stromdichte ist also

J ν = (DνΦ)×Φ−Wµ ×Wµν ≡ Jν −Wµ ×Wµν . (2.183)

Sie enthält einen Beitrag von den Ladungen des Materiefeldes sowie, im Einklang
mit Bemerkung (i) einen Beitrag von den Ladungen des Eichfeldes.

(iii) Die Stromdichte (2.180) transformiert wie ein Vektor unter SO(3)–Transformatio-
nen,

Jν −→ J′ ν = Jν − δΛ×Jν . (2.184)

Dies muss so sein, da sich auch die linke Seite der Yang–Mills–Gleichung (2.179) wie
ein Vektor transformiert. Man kann sich aber auch mittels einer expliziten Rech-
nung, die wir als Übungsaufgabe überlassen, davon überzeugen. Wir bemerken noch,
dass sich die erhaltene Stromdichte (2.183) nicht wie ein Vektor transformiert. Der
Grund liegt am Auftreten des Eichfeldes Wµ, welches sich bekanntlich nicht wie ein
Vektor transformiert, vgl. Gl. (2.161).

(iv) Um 1960, vor der Entdeckung der Quantenchromodynamik als der Theorie der star-
ken Wechselwirkung, dachte man, dass man die Wechselwirkung von Pionen und ρ–
Mesonen mit Hilfe einer Lagrange–Dichte vom Typ (2.175) beschreiben könnte. Da-
bei fungieren die (pseudo-)skalaren Pionen als Materiefelder. Als Isospin-Triplett,
vgl. Abb. 1.3, besitzen sie drei interne Freiheitsgrade, π+, π0 und π−, können also
durch einen Vektor (2.152) repräsentiert werden, wobei

π± =
1√
2

(φ1 ∓ iφ2) , π0 = φ3 .

ρ–Mesonen tragen Spin 1, sind also Lorentz–Vektoren. Zudem bilden sie ebenfalls ein
Isospin–Triplett, sie entsprechen also dem Eichfeld Wµ aus der obigen Betrachtung
einer SO(3)–Eichtheorie,

ρ±µ =
1√
2

(W1µ ∓ iW2µ) , ρ0
µ = W3µ .
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2.7 Das Yang–Mills–Feld und Quantenchromodynamik

Heute wissen wir, dass dieses Bild nicht zutreffend ist. Zum einen sind die ρ–Mesonen
massiv, und nicht masselos, wie es für ein Eichfeld sein muss. Zum anderen ist Isospin
eine globale und keine lokale Symmetrie der starken Wechselwirkung.

27.11.2020

Wir wollen nun die Betrachtung von lokal symmetrischen Theorien auf andere Eichgrup-
pen als SO(3) verallgemeinern. Dazu müssen wir zunächst die vorangegangene Diskussion
auf endliche SO(3)–Transformationen verallgemeinern. Eine solche endliche Transforma-
tion des Vektors Φ lautet

Φ −→ Φ′ = OΦ , (2.185)

wobei O ein Element der Gruppe SO(3) in der passenden Darstellung (d.h. einer
Darstellung, die auf Φ wirkt) ist. Die Gruppe SO(3) ist eine Lie–Gruppe, d.h. ihre
Elemente lassen sich in der Form

O = eiΛ·J (2.186)

darstellen, vgl. Abschnitt 2.2.3 der Vorlesung “Quantenmechanik II”. Hierbei ist Λ =
(Λ1,Λ2,Λ3)T der Drehvektor. Seine Komponenten Λi bilden die Parameter der Gruppe
SO(3). J = (J1, J2, J3)T ist der Vektor der Generatoren Ji der Gruppe SO(3).

In Gl. (2.185) wirkt O auf einen Vektor im drei-dimensionalen Raum der internen
Freiheitsgrade, es muss also eine Darstellung von O als (3 × 3)–Drehmatrix gewählt
werden. Entsprechend ist auch die (3 × 3)–Matrixdarstellung für die Generatoren Ji zu
wählen. Diese lautet (vgl. Gl. (2.65) der Vorlesung “Quantenmechanik II”)

J1 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , J2 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 , J3 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , (2.187)

oder in Komponentenschreibweise

(Ji)jk = −iεijk . (2.188)

Eine infinitesimale SO(3)–Transformation (2.185), Λ→ δΛ, |δΛ| � 1, lautet dann

Φ −→ Φ′ = Φ + iδΛ · J Φ +O(δΛ2) , (2.189)

bzw. in Komponenten

φj −→ φ′j ' φj + i δΛi (Ji)jk φk

= φj + εijk δΛi φk = φj − εjik δΛi φk , (2.190)

bzw. in Vektorschreibweise

Φ −→ Φ′ ' Φ− δΛ×Φ . (2.191)

Dies ist konsistent mit Gl. (2.155).
Die Verallgemeinerung auf andere Gruppen ist nun nicht weiter schwierig. Betrachten

wir z.B. die Gruppe SU(N), ebenfalls eine Lie–Gruppe, deren Elemente U folglich die
Darstellung

U = eiαaTa (2.192)
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besitzen. Hier sind αa die Parameter, αa ∈ R, a = 1, . . . , N2 − 1, und Ta die Generatoren
der SU(N). Der Index läuft dabei von a = 1, . . . , N2 − 1. Wir wenden eine SU(N)–
Transformation auf einen N–komponentigen (und, da es sich bei SU(N) um eine unitäre
Gruppe handelt, i.a. komplexwertigen) Vektor an,

Φ −→ Φ′ = U Φ . (2.193)

Für einen solchen Vektor müssen die Elemente U der SU(N) in der Darstellung als (N ×
N)–Matrizen gewählt werden.
Beispiele:

(i) N = 2: Die Generatoren der SU(2) sind die halben Pauli–Matrizen,

Ta =
1

2
σa , a = 1, 2, 3 , (2.194)

mit den σa aus Gl. (1.32).

(ii) N = 3: Die Generatoren der SU(3) sind die halben Gell-Mann–Matrizen,

Ta =
1

2
λa , a = 1, . . . , 8 , (2.195)

mit

λ1 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 ,

λ4 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , λ5 =

 0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

λ7 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 = 1√
3

 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 . (2.196)

Eigenschaften der Generatoren der SU(N): Die Generatoren

(i) sind spurfrei, TrTa = 0,

(ii) sind hermitesch, T †a = Ta,

(iii) sind orthogonal,

Tr(TaTb) =
1

2
δab , (2.197)

(iv) erfüllen die Vertauschungsrelationen

[Ta, Tb] = ifabcTc , (2.198)

wobei fabc die antisymmetrischen Strukturkonstanten der Gruppe SU(N) sind
(Beispiel: für SU(2), fabc ≡ εabc),
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(v) erfüllen die Anti-Vertauschungsrelationen

{Ta, Tb} =
1

N
δab + dabcTc , (2.199)

wobei dabc die symmetrischen Strukturkonstanten der Gruppe SU(N) sind
(Beispiel: für SU(2), dabc ≡ 0),

(vi) erfüllen die Jacobi–Identität

[[Ta, Tb], Tc] + [[Tb, Tc], Ta] + [[Tc, Ta], Tb] = 0 . (2.200)

Daraus folgt mit Hilfe der Vertauschungsrelationen (2.198) eine ähnliche Identität
für die antisymmetrischen Strukturkonstanten,

fabnfncd + fbcnfnad + fcanfnbd = 0 . (2.201)

Als nächstes müssen wir eine kovariante Ableitung konstruieren. Im SO(3)–Fall hatten
wir (s. Gl. (2.160))

Dikµ = δik ∂µ + g εijkWjµ = δik ∂µ − i g (−i εjik)Wjµ

= δik ∂µ − i g (Jj)ikWjµ ≡ δik ∂µ − i g Jik ·Wµ , (2.202)

wobei wir die Definition (2.188) der Generatoren der SO(3) benutzt haben. Es liegt daher
nahe, die kovariante Ableitung im SU(N)–Fall folgendermaßen zu definieren:

Dikµ = δik∂µ − i g (Ta)ikA
a
µ , (2.203)

wobei Aaµ das SU(N)–Eichfeld ist. Es bietet sich an, ein sog. matrix-wertiges Eichfeld
einzuführen,

(Aµ)ik ≡ (Ta)ikA
a
µ , (2.204)

womit sich die kovariante Ableitung (2.203) in kompakter Form schreiben läßt,

Dµ = ∂µ − i gAµ . (2.205)

Wie üblich erfüllt die kovariante Ableitung die Bedingung, dass sie sich wie ein Vektor
unter SU(N)–Transformationen transformiert, also

DµΦ −→ D′µΦ
′ = U DµΦ . (2.206)

Diese Bedingung erlaubt es uns, das Transformationsgesetz für das Eichfeld Aµ unter
SU(N)–Transformationen abzuleiten,(

∂µ − i gA′µ
)
Φ′ =

(
∂µ − i gA′µ

)
U Φ = U (∂µ − i gAµ) Φ

⇐⇒ U ∂µΦ + (∂µU)Φ− i gA′µU Φ = U ∂µΦ− i g U AµΦ

⇐⇒ A′µU Φ = U AµΦ−
i

g
(∂µU)Φ , (2.207)
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bzw., weil dies für jeden beliebigen Vektor Φ gelten muss,

A′µU = U Aµ −
i

g
∂µU ,

oder, nach Multiplikation von rechts mit U−1,

A′µ = UAµ U−1 − i

g
(∂µU)U−1 . (2.208)

Für unitäre Matrizen gilt U−1 = U † und wegen U U † = U U−1 = 1 auch

0 = ∂µ(UU †) = (∂µU)U † + U ∂µU
† . (2.209)

Eingesetzt in Gl. (2.208) erhalten wir alternativ zu dieser Gleichung die Relation

A′µ = UAµ U † +
i

g
U ∂µU

† . (2.210)

Wir überprüfen noch, ob dieses Transformationsgesetz, angewendet auf infinitesimale
SO(3)–Transformationen, auf den vormals erhaltenen Ausdruck (2.161) führt. Für SO(3)–
Transformationen eines matrix-wertigen Eichfeldes J ·Wµ lautet Gl. (2.208)

J ·Wµ −→ J ·W′
µ = O J ·WµO

−1 − i

g
(∂µO)O−1 . (2.211)

Für infinitesimale SO(3)–Transformationen können wir setzen

O = eiΛ·J ' 1 + i δΛ · J , O−1 = e−iΛ·J ' 1 − i δΛ · J .

Eingesetzt in Gl. (2.211) ergibt dies

J ·Wµ −→ J ·W′
µ ' (1 + i δΛ · J) J ·Wµ (1 − i δΛ · J)

− i

g
i (∂µδΛ) · J (1 − i δΛ · J)

= J ·Wµ + i (δΛ · J) (J ·Wµ)− i (J ·Wµ) (δΛ · J)

+
1

g
J · (∂µδΛ) +O(δΛ2) . (2.212)

Es bietet sich nun an, die Skalarprodukte der Vektoren im zweiten und dritten Term als
Summe über das Produkt ihrer Komponenten schreiben. Dann können wir diese Terme
mit Hilfe der Vertauschungsrelation

[Ji, Jj] = i εijkJk (2.213)

für die Generatoren der SO(3) folgendermaßen umschreiben,

(δΛ · J) (J ·Wµ)− (J ·Wµ) (δΛ · J) = δΛiWjµ (JiJj − JjJi) ≡ δΛiWjµ [Ji, Jj]

≡ i εijk Jk δΛiWjµ = iJ · (δΛ×Wµ) .(2.214)
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Eingesetzt in Gl. (2.212) erhalten wir

J ·Wµ −→ J ·W′
µ ' J ·

(
Wµ +

1

g
∂µδΛ− δΛ×Wµ

)
, (2.215)

was genau Gl. (2.161) entspricht.
Schlussendlich müssen wir noch den Feldstärketensor für den SU(N)–Fall bestimmen.

Im SO(3)–Fall hatten wir Gl. (2.173) bzw., in Komponentenschreibweise, Gl. (2.174).
Der Levi-Cività–Tensor in dieser Gleichung ist aber gerade identisch mit den Struk-
turkonstanten der Gruppe SO(3). Es ist also naheliegend, für die Komponenten des
Feldstärketensors im SU(N)–Fall folgenden Ausdruck anzunehmen,

Gµν
a = ∂µAνa − ∂νAµa + g fabcA

µ
bA

ν
c . (2.216)

Wir können auch einen matrix-wertigen Feldstärketensor definieren,

Gµν ≡ TaG
µν
a = ∂µ(TaA

ν
a)− ∂ν(TaAµa)− i g (i fabc Ta)A

µ
bA

ν
c

= ∂µAν − ∂νAµ − i g [Tb, Tc]A
µ
bA

ν
c

= ∂µAν − ∂νAµ − i g [Aµ,Aν ] . (2.217)

In Übungsaufgabe H8.1(i) wird gezeigt, dass eine alternative Form des matrix-wertigen
Feldstärketensors lautet

Gµν ≡
i

g
[Dµ, Dν ] , (2.218)

also bis auf einen Vorfaktor ist der matrix-wertige Feldstärketensor der Kommutator zwei-
er kovarianter Ableitungen (2.205).

In Übungsaufgabe H8.1(ii) wird gezeigt, dass sich der matrix-wertige Feldstärketensor
wie eine (N ×N)–Matrix unter SU(N)–Transformationen transformiert,

Gµν −→ G ′µν = U Gµν U † . (2.219)

Die Yang–Mills–Lagrange–Dichte für das SU(N)–Eichfeld Aµa kann in einer Form
geschrieben werden, in der die Invarianz unter SU(N)–Transformationen sofort offensicht-
lich ist,

LYM = −1

2
Tr (GµνGµν) . (2.220)

In der Tat lautet die transformierte Yang–Mills–Lagrange–Dichte mit Gl. (2.219)

LYM −→ L′YM = −1

2
Tr
(
G ′µνG ′µν

)
= −1

2
Tr
(
U Gµν U †U G ′µν U †

)
= −1

2
Tr (GµνGµν) = LYM , (2.221)

wobei wir die zyklische Vertauschbarkeit eines Produktes von Matrizen unter der Spur
benutzt haben. Mit Hilfe der Definition (2.217) des matrix-wertigen Feldstärketensors und
mit Hilfe der Orthogonalitätsrelation (2.197) läßt sich die Yang–Mills–Lagrange–Dichte
(2.220) auch in der folgenden Form schreiben,

LYM = −1

2
Tr (TaGaµν TbG

µν
b ) = −1

2
Gaµν G

µν
b Tr(Ta Tb) = −1

4
Gaµν G

µν
a . (2.222)
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Dies ist eine Form, deren Gültigkeit wir beispielsweise aufgrund von Gl. (2.167) im SO(3)–
Fall auch erwartet hätten.

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist die Theorie der starken Wechselwirkung.
Sie beschreibt die Wechselwirkung von Materiefeldern mit Spin 1/2, den Quarks, mit
Eichfeldern mit Spin 1, den Gluonen. Das Quark-Feld trägt drei interne Farb-Frei-
heitsgrade,

ψ =

 ψr
ψg
ψb

 , (2.223)

wobei r, g und b wie schon erwähnt für “rot”, “grün” und “blau” stehen. Jede Komponente
ψi des Quark-Feldes ist ein 4–komponentiger Dirac–Spinor, d.h. das Quark-Feld ist ein
12–komponentiger Spinor im Produktraum aus Dirac– und Farb-Raum. Außerdem gibt
es sechs verschiedene Quark-Flavors, f = u, d, s, c, b, t, s. Kap. 1. QCD ist flavor-blind,
d.h. die starke Wechselwirkung behandelt alle Quark-Flavors in derselben Art und Weise.

Das Quark-Feld (2.223) transformiert sich wie ein Vektor unter SU(3)c–Transforma-
tionen im Farbraum, d.h.

ψ −→ ψ′ = U ψ . (2.224)

Entsprechend gilt für das Dirac-adjungierte Quark-Feld

ψ̄ −→ ψ̄′ = ψ̄ U † . (2.225)

(Die Dirac-Matrix γ0 vertauscht mit der SU(3)c–Matrix U , da sie in verschiedenen Räumen
wirken.) Die kovariante Ableitung von ψ transformiert sich ebenfalls wie ein Vektor,

Dµψ −→ D′µψ
′ = U Dµψ . (2.226)

Die Lagrange–Dichte hat eine lokale SU(3)c–Symmetrie, d.h. sie ist SU(3)c–eichinva-
riant,

LQCD =
∑
f

ψ̄f (i /D −mf )ψf −
1

2
Tr (GµνGµν) . (2.227)

Dass QCD flavor-blind ist, sieht man daran, dass der Beitrag aller Quark-Flavors zu LQCD

(mit Ausnahme des Massenterms mf ) derselbe ist. Mit anderen Worten, die kovariante
Ableitung, in der die Wechselwirkung der Quarks mit den Gluonen steckt, mischt die
verschiedenen Quark-Flavors nicht miteinander. Dies ist der Unterschied zum Standard-
modell der elektroschwachen Wechselwirkung, die verschiedene Quark-Flavors ineinander
umwandeln kann. Zum Abschluss dieses Kapitels sei noch erwähnt, dass die Bewegungs-
gleichungen der QCD in Übungsaufgabe H8.2 abgeleitet werden.
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3.1 Das neutrale skalare Feld 2.12.2020

In einer relativistischen Theorie hat es wenig Sinn, Ein-Teilchen-Systeme zu betrachten.
Man kann nämlich bei ausreichender Energie stets Teilchen-Antiteilchen-Paare aus
dem Vakuum erzeugen. Erinnern wir uns kurz an den Mechanismus im Bild der Lösungen
der freien Dirac–Gleichung, vgl. Abschnitt 1.2.8 der Vorlesung “Quantenmechanik II”. Die
Idee ist, dass bereits im Vakuum die negativen Energiezustände komplett mit Fermionen
besetzt sind, die sog. Dirac–See. Das Pauli–Prinzip verhindert nun, dass ein Teilchen
positiver Energie unter Abstrahlung von Energie immer tiefer liegende Energiezustände
negativer Energie besetzt. Bei der Teilchen–Antiteilchen–Paarerzeugung aus dem Vakuum
wird ein Teilchen aus einem Zustand negativer Energie in einen Zustand positiver Energie
gehoben. Zurück bleibt ein “Loch” in der Dirac–See. Das Loch, d.h. das Fehlen eines
Teilchens, wird als Antiteilchen interpretiert, vgl. Abb. 3.1.

Die unendlich vielen Teilchen in der besetzten Dirac–See bedingen, dass die relati-
vistische Beschreibung von Fermionen nie eine Ein-Teilchen-Theorie, sondern immer
eine Vielteilchen-Theorie ist. Wie man Vielteilchen-Systeme quantenmechanisch be-
schreibt, ist aber wohlbekannt: man führt Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
ein, die Teilchen in einem gegebenen Quantenzustand erzeugen oder vernichten, s. Ab-
schnitt 3.1.5 der Vorlesung “Statistische Mechanik”. Mathematisch nennt man dies die
kanonische oder “zweite” Quantisierung eines quantenmechanischen Systems (im
Gegensatz zur “ersten” Quantisierung – der quantenmechanischen Beschreibung eines
Ein-Teilchen-Systems mit Hilfe einer Wellengleichung, z.B. der Schrödinger–Gleichung).

Aber wie quantisiert man kanonisch in einer Feldtheorie? Betrachten wir zunächst ein
neutrales (d.h. reelles) skalares Feld φ(X). Dieses hat eine Fourier–Darstellung der Form

φ(X) =

∫
d4K

(2π)4
φ̃(K) e−iK·X . (3.1)

Hierbei ist d4K = dk0 d3~k und K ·X = k0t − ~k · ~x. Wir fordern, dass φ(X) eine Lösung
der freien Klein–Gordon–Gleichung (2.33) ist,(

� +m2
)
φ(X) =

∫
d4K

(2π)4
φ̃(K) (−K2 +m2) e−iK·X = 0 . (3.2)

Weil die ebenen Wellen e−iK·X ein vollständiges System linear unabhängiger Funktionen
bilden, kann die linke Seite nur verschwinden, wenn entweder alle Fourier–Amplituden
φ̃(K) verschwinden (was aber der trivialen Lösung φ(X) ≡ 0 entspräche), oder wenn

K2 = k2
0 − ~k 2 = m2 ⇐⇒ k2

0 ≡ E2
k = ~k 2 +m2 ⇐⇒ k0 = ±Ek = ±

√
~k 2 +m2 . (3.3)
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E E E E

(a) (b) (c) (d)

+m

−m

Abbildung 3.1: (a) Energiespektrum der Dirac–Gleichung. (b) Teilchen im Zustand E0 =
m. (c) Dirac-See. (d) Paarerzeugung im Vakuum: ein Teilchen aus den be-
setzten negativen Energiezuständen wird in einen Zustand positiver Ener-
gie gehoben, zurück bleibt ein “Loch”.

Dies bedeutet, dass die Energie k0 gerade die relativistische Energie-Impuls-Bezie-
hung für ein freies Teilchen (bzw., für die Lösung mit dem negativen Vorzeichen, für ein
freies Antiteilchen) erfüllen muss. Die Bedingung (3.3) bezeichnet man, in Anlehnung
an die analoge Betrachtung im Fall der homogenen Wellengleichung in der Elektrodynamik
(vgl. Abschnitt 4.1.4 der Vorlesung “Elektrodynamik”), auch als Dispersionsrelation.

Man kann die Dispersionsrelation (3.3) nun in die Fourier–Entwicklung (3.1) inkorpo-
rieren, indem man die Fourier–Amplituden in folgender Form schreibt,

φ̃(K) = a+(~k)
2π

2Ek
δ(k0 − Ek) + a−(~k)

2π

2Ek
δ(k0 + Ek) . (3.4)

Die δ–Funktionen in der Energie k0 setzen den Wert für k0 entweder auf +Ek (für Lösungen
positiver Energie, d.h. Teilchen) oder auf −Ek (für Lösungen negativer Energie, d.h.
Antiteilchen). Man sagt auch, die Energie k0 wird “auf die Massenschale” (von Teilchen
bzw. Antiteilchen) gesetzt.

Setzen wir den Ansatz (3.4) in die Fourier–Entwicklung (3.1) ein, so erhalten wir die
allgemeine Lösung der freien Klein–Gordon–Gleichung,

φ(X) =

∫
d3~k

(2π)3 2Ek

[
a+(~k) e−i(Ekt−

~k·~x) + a−(~k) ei(Ekt+
~k·~x)
]
, (3.5)

wobei wir das k0–Integral in Gl. (3.1) mit Hilfe der δ–Funktionen ausgeführt haben. Im

zweiten Term führen wir noch eine Variablensubstitution durch, ~k → −~k, und schreiben
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3.1 Das neutrale skalare Feld

im folgenden abkürzenderweise K ·X ≡ Ekt−~k ·~x, d.h. im folgenden ist (Kµ) ≡ (Ek, ~k)T ,

φ(X) =

∫
d3~k

(2π)3 2Ek

[
a+(~k) e−iK·X + a−(−~k) eiK·X

]
. (3.6)

Weil das neutrale skalare Feld reell ist, φ(X) = φ∗(X), muss gelten

a∗+(~k) = a−(−~k) , a∗−(−~k) = a+(~k) , (3.7)

d.h. a+(~k) und a−(~k) sind keine unabhängigen komplexwertigen Funktionen von ~k. Es

genügt, z.B. a+(~k) zu benutzen. Wir unterdrücken der Einfachheit halber den Index “+”
und schreiben

φ(X) =

∫
d3~k

(2π)3 2Ek

[
a(~k) e−iK·X + a∗(~k) eiK·X

]
. (3.8)

Die Quantisierung des klassischen Feldes φ(X) erfolgt nun, indem man die Fourier–

Amplituden a(~k) und a∗(~k) operator-wertig macht,

a(~k) −→ â(~k) , a∗(~k) −→ â†(~k) . (3.9)

Wie wir sehen werden, ist â(~k) der Vernichtungsoperator für ein Teilchen mit Impuls
~k, und â†(~k) der entsprechende Erzeugungsoperator. Mit der Ersetzung der Fourier–
Amplituden durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren wird auch φ(X) operator-
wertig,

φ̂(X) =

∫
d3~k

(2π)3 2Ek

[
â(~k) e−iK·X + â†(~k) eiK·X

]
. (3.10)

Man beachte, dass φ̂(X) ein hermitescher Operator ist, φ̂(X) = φ̂†(X). Der Grund ist,
dass φ̂(X) ein neutrales Feld beschreibt. Der Feldoperator (3.10) erfüllt wie das Feld
(3.8) ebenfalls die Klein–Gordon–Gleichung (2.33).

Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren â†(~k) bzw. â(~k) transformieren sich wie
Lorentz–Skalare unter Lorentz–Transformationen, wie auch das Feld φ̂(X). Um dies zu
sehen, bemerken wir, dass die ebenen Wellen e±iK·X nur von einem Lorentz–Skalar, K ·X,
abhängen, sich also ebenfalls wie ein Lorentz–Skalar transformieren. Es bleibt dann nur
noch zu zeigen, dass sich das Integrationsmaß,

∫
d3~k/[(2π)32Ek], wie ein Lorentz–Skalar

transformiert. Dazu betrachten wir∫
d4K

(2π)4
2π δ(K2 −m2) Θ(k0) . (3.11)

Dies transformiert sich wie ein Lorentz–Skalar, denn unter Lorentz–Transformationen des
Impulses, K ′µ = KνΛ

ν
µ,

(i) bleibt d4K invariant,

d4K ′ =

∣∣∣∣∂K ′µ∂Kν

∣∣∣∣ d4K = |det(Λν
µ)| d4K = d4K , (3.12)

da die Determinante von Lorentz–Transformationen ±1 ist.
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3 Kanonische Quantisierung

(ii) bleibt das Argument der δ–Funktion invariant, da es nur vom (lorentz-invarianten)
Skalarprodukt K ′ 2 = K2 abhängt,

δ(K ′ 2 −m2) = δ(K2 −m2) . (3.13)

(iii) ändert sich der Träger der Θ–Funktion nicht,

Θ(k′0) = Θ(k0) , (3.14)

weil Lorentz–Transformationen das Vorzeichen der Energie nicht ändern.

Nun berechnen wir mit Hilfe der bekannten Relation

δ(f(k0)) =
∑
i

1

|f ′(k0,i)|
δ(k0 − k0,i) , f(k0,i) = 0 ,

wobei in unserem Fall f(k0) = K2−m2 = k2
0−E2

k , also k0,± = ±Ek und |f ′(k0,±)| = 2Ek,
das lorentz-invariante Integral (3.11)∫

d4K

(2π)4
2π δ(K2 −m2) Θ(k0) =

∫
d4K

(2π)4

2π

2Ek
[δ(k0 − Ek) + δ(k0 + Ek)] Θ(k0)

=

∫
d3~k

(2π)3

1

2Ek

∫
dk0

2π
2π δ(k0 − Ek)Θ(k0)

≡
∫

d3~k

(2π)3

1

2Ek
. (3.15)

Die zweite δ–Funktion in der ersten Zeile trägt aufgrund der Θ–Funktion nicht zum In-
tegral bei. Da die linke Seite von Gl. (3.15) lorentz-invariant ist, muss es auch die rechte
sein. Damit ist gezeigt, dass sich in Gl. (3.10) die Erzeugungs- und Vernichtungsoperato-

ren â†(~k) bzw. â(~k) wie das Feld φ̂(X) transformieren, also ebenso wie dieses Lorentz–
Skalare sind.

Zur Quantisierung einer Theorie genügt es natürlich nicht, irgendwelche Symbole mit
“Hütchen” zu versehen. Wir müssen Vertauschungsrelationen für die Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren aufstellen. Dazu erinnern wir uns zunächst daran, wie dies in der
Ein-Teilchen-Mechanik vonstatten geht. In der klassischen Mechanik hat ein Teilchen eine
gewisse Position ~x und besitzt einen gewissen Impuls ~p = ∂L/∂~̇x. In der Quantenmechanik
werden aus xi und pi Operatoren, x̂i und p̂i, die die Vertauschungsrelationen

[x̂i, x̂j] = [p̂i, p̂j] = 0 , [x̂i, p̂j] = i δij , i, j = x, y, z , (3.16)

erfüllen.
In einer feldtheoretischen Beschreibung übernimmt das Feld φ(X) die Rolle der Orts-

koordinate ~x, und das kanonisch konjugierte Feld

π(X) ≡ ∂L
∂(∂0φ(X))

(3.17)
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φ
δr
Vr

Abbildung 3.2: Diskretisierung des räumlichen Volumens.

übernimmt die Rolle des Impulses ~p. Um Vertauschungsrelationen für φ̂(X) und π̂(X)
aufzustellen, gehen wir zunächst einen Schritt zurück und diskretisieren das räumliche
Volumen, s. Abb. 3.2.

In der Zelle r mit Volumen δVr nimmt das Feld den Wert φr(t) zur Zeit t an. Damit
sind wir effektiv von einer feldtheoretischen Beschreibung wieder zu einer quantenmecha-
nischen Beschreibung eines Vielteilchensystems mit den Freiheitsgraden (“Koordinaten”)
φr(t), r = 1, 2, . . ., übergegangen. Wir benötigen nun noch die zu diesen “Koordinaten”
korrespondierenden kanonisch konjugierten Impulse. Dann können wir Vertauschungsre-
lationen für Koordinaten und Impulse fordern. Zum Schluss bilden wir den Kontinuums-
limes, indem wir das Zellenvolumen δVr gegen null gehen lassen. Dies liefert dann die
gesuchten Vertauschungsrelationen für φ̂(X) und π̂(X).

Die Lagrange–Funktion in der Zelle r ist

Lr = δVr Lr , (3.18)

wobei
Lr ≡ L(φr, φ̇r; t) (3.19)

die Lagrange–Dichte in der Zelle r ist. Der kanonisch konjugierte Impuls in der Zelle r
ist

pr(t) ≡
∂Lr

∂φ̇r(t)
= δVr

∂Lr
∂φ̇r(t)

= δVr πr(t) , (3.20)

wobei πr(t) das kanonisch konjugierte Feld in der Zelle r zum Zeitpunkt t ist. Wir machen
nun das Feld φr(t) und den kanonisch konjugierten Impuls pr(t) zu Operatoren, indem
wir (die aus der Quantenmechanik bekannten) Vertauschungsrelationen für diese Größen
postulieren, [

φ̂r(t), φ̂s(t)
]

= [p̂r(t), p̂s(t)] = 0 ,
[
φ̂r(t), p̂s(t)

]
= i δrs . (3.21)

Ersetzen wir p̂r(t) durch π̂r(t) = p̂r(t)/δVr, so folgt[
φ̂r(t), φ̂s(t)

]
= [π̂r(t), π̂s(t)] = 0 ,

[
φ̂r(t), π̂s(t)

]
= i

δrs
δVr

. (3.22)
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Im Kontinuumslimes δVr → 0 geht die rechte Seite der letzten Vertauschungsrelation
gegen unendlich, falls r = s, also wenn die Feldoperatoren φ̂r(t) und π̂s(t) sich in derselben
Zelle, bzw. im Kontinuumslimes am selben Ort befinden. Falls nicht, ist der Kommutator
null. Dieser Sachverhalt wird im Kontinuumslimes natürlich durch eine δ–Funktion im
Ort ausgedrückt. Im Kontinuumslimes werden die Vertauschungsrelationen (3.22) daher
zu [

φ̂(t, ~x), φ̂(t, ~x ′)
]

= [π̂(t, ~x), π̂(t, ~x ′)] = 0 ,
[
φ̂(t, ~x), π̂(t, ~x ′)

]
= i δ(3)(~x− ~x ′) . (3.23)

Man beachte, dass dies Gleichzeit-Vertauschungsrelationen sind, d.h. dass die Feld-
operatoren zur selben Zeit t genommen werden. Dies scheint die relativistische Kova-
rianz der Theorie zunächst zu zerstören. Wir werden diese Vertauschungsrelationen aber
lediglich nutzen, um entsprechende Vertauschungsrelationen für die Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren â†(~k) bzw. â(~k) abzuleiten.

Wir definieren zunächst die Fourier–Moden

fk(X) =
1√

(2π)32Ek
e−iK·X . (3.24)

Diese Funktionen bilden ein orthonormales Funktionensystem unter dem Skalarpro-
dukt

〈A∗, B〉 ≡
∫

d3~xA∗(X) i
↔
∂ 0 B(X) ≡

∫
d3~x {A∗(X) i∂0B(X)− [i∂0A

∗(X)]B(X)} ,
(3.25)

d.h.

〈f ∗k , fk′〉 =

∫
d3~x f ∗k (X) i

↔
∂ 0 fk′(X) = δ(3)(~k − ~k ′) . (3.26)

Beweis:

〈f ∗k , fk′〉 =

∫
d3~x {f ∗k (X) i∂0fk′(X)− [i∂0f

∗
k (X)] fk′(X)}

=

∫
d3~x

1

(2π)3

1√
4EkEk′

[
eiK·X Ek′ e

−iK′·X + Ek e
iK·Xe−iK

′·X
]

=
Ek′ + Ek

(2π)3
√

4EkEk′
ei(Ek−Ek′ )t

∫
d3~x e−i(

~k−~k ′)·~x

=
Ek′ + Ek

(2π)3
√

4EkEk′
ei(Ek−Ek′ )t (2π)3 δ(3)(~k − ~k ′) ≡ δ(3)(~k − ~k ′) , (3.27)

da für ~k = ~k ′ auch Ek = Ek′ , q.e.d.
Ganz analog zeigt man

〈fk, fk′〉 = 〈f ∗k , f ∗k′〉 = 0 , (3.28)

weil dann im Zähler in der letzten Zeile von Gl. (3.27) anstelle von Ek′+Ek eben Ek′−Ek
bzw. −Ek′ + Ek steht, was für ~k = ~k ′ gegen null geht.

Die Fourier–Entwicklung (3.10) lautet nun

φ̂(X) =

∫
d3~k√

(2π)3 2Ek

[
fk(X) â(~k) + f ∗k (X) â†(~k)

]
. (3.29)
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Wir berechnen nun∫
d3~x

√
(2π)32Ek f

∗
k (X) i

↔
∂ 0 φ̂(X)

=

∫
d3~x
√

(2π)32Ek

∫
d3~k ′√

(2π)32Ek′

[
f ∗k (X)i

↔
∂ 0 fk′(X)â(~k ′) + f ∗k (X)i

↔
∂ 0 f

∗
k′(X)â†(~k ′)

]
=

∫
d3~k ′

√
Ek
Ek′

[
〈f ∗k , fk′〉 â(~k ′) + 〈f ∗k , f ∗k′〉 â†(~k ′)

]
= â(~k) , (3.30)

wobei wir die Glgen. (3.26) und (3.28) benutzt haben. Ganz analog zeigt man

â†(~k) =

∫
d3~x

√
(2π)32Ek φ̂(X) i

↔
∂ 0 fk(X) . (3.31)

Nun können wir, basierend auf den Gleichzeit-Vertauschungsrelationen (3.23), Vertau-
schungsrelationen für Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ableiten. Es ist[

â(~k), â†(~k ′)
]

=

∫
d3~x d3~x ′ (2π)3

√
4EkEk′

[
f ∗k (X) i

↔
∂ 0 φ̂(X) , φ̂(X ′) i

↔
∂ 0 fk′(X

′)
]
,

(3.32)
wobei wir die abkürzende Schreibweise (X ′µ) = (t, ~x ′)T benutzt haben, d.h. die Zeit-
variable soll bei Xµ und X ′µ denselben Wert annehmen. Wir berechnen zuerst den
Kommutator in Gl. (3.32),[

f ∗k (X) i
↔
∂ 0 φ̂(X) , φ̂(X ′) i

↔
∂ 0 fk′(X

′)
]

(3.33)

= f ∗k (X)
[
i∂0 φ̂(X) , φ̂(X ′)

]
i∂0fk′(X

′)− [i∂0f
∗
k (X)]

[
φ̂(X) , φ̂(X ′)

]
i∂0fk′(X

′)

− f ∗k (X)
[
i∂0 φ̂(X) , i∂0 φ̂(X ′)

]
fk′(X

′) + [i∂0f
∗
k (X)]

[
φ̂(X) , i∂0 φ̂(X ′)

]
fk′(X

′) .

Nun ist für das neutrale skalare Feld

π =
∂L

∂(∂0φ)
= ∂0φ , (3.34)

wie man sich mit Hilfe der Lagrange–Dichte (2.32) leicht überzeugt. Also wird Gl. (3.33)
zu [

f ∗k (X) i
↔
∂ 0 φ̂(X) , φ̂(X ′) i

↔
∂ 0 fk′(X

′)
]

= − f ∗k (X)
[
π̂(X) , φ̂(X ′)

]
∂0fk′(X

′) + [∂0f
∗
k (X)]

[
φ̂(X) , φ̂(X ′)

]
∂0fk′(X

′)

+ f ∗k (X) [π̂(X) , π̂(X ′)] fk′(X
′)− [∂0f

∗
k (X)]

[
φ̂(X) , π̂(X ′)

]
fk′(X

′)

= {f ∗k (X) i∂0fk′(X
′)− [i∂0f

∗
k (X)] fk′(X

′)} δ(3)(~x− ~x ′)

≡ f ∗k (X) i
↔
∂ 0 fk′(X

′) δ(3)(~x− ~x ′) , (3.35)
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wobei wir die Gleichzeit-Vertauschungsrelationen (3.23) benutzt haben. Gleichung (3.32)
wird damit zu [

â(~k), â†(~k ′)
]

=

∫
d3~x (2π)3

√
4EkEk′ f

∗
k (X) i

↔
∂ 0 fk′(X)

≡ (2π)3
√

4EkEk′ 〈f ∗k , fk′〉
≡ 2Ek (2π)3 δ(3)(~k − ~k ′) , (3.36)

wobei wir Gl. (3.26) benutzt haben. Dies ist schon eine der gesuchten Vertauschungsrela-
tionen. Ganz ähnlich zeigt man[

â(~k), â(~k ′)
]

=
[
â†(~k), â†(~k ′)

]
= 0 . (3.37)

Der Beweis stützt sich auf die Glgen. (3.28).

4.12.2020

Nun definieren wir einen Operator N̂(~k) durch die Relation

â†(~k)â(~k) ≡ 2Ek (2π)3δ(3)(0) N̂(~k) . (3.38)

Die δ–Funktion mit Argument null stört hier nicht weiter, sie ist lediglich eine Folge dessen,
dass wir in einem unendlich großen räumlichen Volumen arbeiten. In einem endlichen
Volumen V = L3 sind die Impulse der ebenen Wellen diskretisiert, ki = (2π/L)ni , ni ∈
Z , i = x, y, z, so dass das Fourier–Integral∫

V

d3~x ei(
~k−~k ′)·~x = V δ

(3)
~k,~k ′

. (3.39)

Im Limes V → ∞ werden die Impulse kontinuierlich und das Kronecker–Delta zur δ–
Funktion, ∫

d3~x ei(
~k−~k ′)·~x = (2π)3δ(3)(~k − ~k ′) . (3.40)

Damit können wir für ~k = ~k ′ die Relation

lim
V→∞

V ≡ (2π)3δ(3)(0) (3.41)

aufstellen. Der Term (2π)3δ(3)(0) auf der rechten Seite von Gl. (3.38) ist also eigentlich
als das (unendlich große) Volumen V des Systems zu interpretieren.

Der Operator N̂(~k) kommutiert mit N̂(~k ′). Unter Benutzung von[
â†(~k)â(~k) , â†(~k ′)â(~k ′)

]
= â†(~k)â(~k) â†(~k ′)â(~k ′)− â†(~k ′)â(~k ′) â†(~k)â(~k)

− â†(~k)â†(~k ′) â(~k)â(~k ′) + â†(~k)â†(~k ′) â(~k)â(~k ′)

= â†(~k)â(~k) â†(~k ′)â(~k ′)− â†(~k ′)â(~k ′) â†(~k)â(~k)

− â†(~k)â†(~k ′) â(~k)â(~k ′) + â†(~k ′)â†(~k) â(~k ′)â(~k)

= â†(~k)
[
â(~k), â†(~k ′)

]
â(~k ′)− â†(~k ′)

[
â(~k ′), â†(~k)

]
â(~k)

= 2Ek(2π)3δ(3)(~k − ~k ′)
[
â†(~k)â(~k ′)− â†(~k ′)â(~k)

]
≡ 0 , (3.42)
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wobei wir zum zweiten Gleichheitszeichen im letzten Term die Vertauschungsrelation
(3.37) und zum vierten die Vertauschungsrelation (3.36) angewendet haben, erhalten wir[

N̂(~k) , N̂(~k ′)
]

=
1

4EkEk′(2π)6 [δ(3)(0)]
2

[
â†(~k)â(~k) , â†(~k ′)â(~k ′)

]
≡ 0 . (3.43)

Dies bedeutet, dass der Fock–Raum von einer Basis aus Produktzuständen

|n(~k1) , n(~k2) , . . .〉 ≡
∞⊗
i=1

|n(~ki)〉 (3.44)

aufgepannt wird. Hierbei sind die |n(~ki)〉 Eigenzustände zum Operator N̂(~ki) mit den

Eigenwerten n(~ki),

N̂(~ki) |n(~ki)〉 = n(~ki) |n(~ki)〉 . (3.45)

In Gl. (3.44) haben wir stillschweigend die Impulse als abzählbar unendliche Menge an-
genommen. In einem endlichen Volumen V ist das korrekt, vgl. Gl. (3.39), aber im Limes
V → ∞ ist das streng genommen nicht richtig, da die Impulse ein Kontinuum an Wer-
ten annehmen. In diesem Limes ist die Notation in Gl. (3.44) lediglich symbolisch zu
verstehen.

Wir berechnen nun[
N̂(~k) , â†(~k)

]
=

1

2Ek(2π)3δ(3)(0)

[
â†(~k)â(~k) , â†(~k)

]
=

1

2Ek(2π)3δ(3)(0)

[
â†(~k)â(~k)â†(~k)− â†(~k)â†(~k)â(~k)

]
=

1

2Ek(2π)3δ(3)(0)

[
â†(~k)â†(~k)â(~k) + 2Ek(2π)3δ(3)(0) â†(~k)− â†(~k)â†(~k)â(~k)

]
= â†(~k) , (3.46)

wobei wir zum dritten Gleichheitszeichen die Vertauschungsrelation (3.36) benutzt haben.
Analog[

N̂(~k) , â(~k)
]

=
1

2Ek(2π)3δ(3)(0)

[
â†(~k)â(~k) , â(~k)

]
=

1

2Ek(2π)3δ(3)(0)

[
â†(~k)â(~k)â(~k)− â(~k)â†(~k)â(~k)

]
=

1

2Ek(2π)3δ(3)(0)

[
â(~k)â†(~k)â(~k)− 2Ek(2π)3δ(3)(0) â(~k)− â(~k)â†(~k)â(~k)

]
= −â(~k) . (3.47)

Mit diesen Relationen bestimmen wir nun den Eigenwert des Operators N̂(~k) im Zustand

â†(~k) |n(~k)〉,

N̂(~k) â†(~k) |n(~k)〉 =
[
â†(~k) N̂(~k) + â†(~k)

]
|n(~k)〉

= â†(~k)
[
N̂(~k) + 1

]
|n(~k)〉 = â†(~k)

[
n(~k) + 1

]
|n(~k)〉

=
[
n(~k) + 1

]
â†(~k) |n(~k)〉 . (3.48)
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Dies bedeutet, dass â†(~k) den Eigenwert n(~k) des Zustands |n(~k)〉 um eins erhöht. Ganz
analog

N̂(~k) â(~k) |n(~k)〉 =
[
â(~k) N̂(~k)− â(~k)

]
|n(~k)〉

= â(~k)
[
N̂(~k)− 1

]
|n(~k)〉 = â(~k)

[
n(~k)− 1

]
|n(~k)〉

=
[
n(~k)− 1

]
â(~k) |n(~k)〉 . (3.49)

Dies bedeutet, dass â(~k) den Eigenwert n(~k) des Zustands |n(~k)〉 um eins erniedrigt.
Die Glgen. (3.48) und (3.49) rechtfertigen die Bezeichnungen Erzeugungsoperator für

â†(~k), Vernichtungsoperator für â(~k) und Teilchenzahloperator für N̂(~k). Erzeugt

und vernichtet werden dabei Teilchen mit 3–Impuls ~k. Im Einklang mit Gl. (3.45) mißt

der Teilchenzahloperator N̂(~k) die Anzahl von Teilchen mit 3–Impuls ~k.
Wir berechnen nun den Hamilton–Operator. In Übungsaufgabe H3.1 haben wir den

Energie-Impuls-Tensor Θµν für das neutrale skalare Feld bestimmt. Gemäß Gl. (2.54)
brauchen wir die (00)–Komponente,

Ĥ =

∫
d3~x Θ̂00(X) =

1

2

∫
d3~x

[
(∂0φ̂)2 + (~∇φ̂)2 +m2φ̂2

]
=

1

2

∫
d3~k d3~k ′

(2π)64EkEk′

∫
d3~x

×
{[
â(~k)(−iEk)e−iK·X + â†(~k) iEk e

iK·X
] [
â(~k ′)(−iEk′)e−iK

′·X + â†(~k ′) iEk′ e
iK′·X

]
+
[
â(~k) i~ke−iK·X + â†(~k) (−i~k) eiK·X

]
·
[
â(~k ′) i~k ′e−iK

′·X + â†(~k ′) (−i~k ′) eiK′·X
]

+ m2
[
â(~k) e−iK·X + â†(~k) eiK·X

] [
â(~k ′)e−iK

′·X + â†(~k ′) eiK
′·X
]}

=
1

2

∫
d3~k d3~k ′

(2π)64EkEk′

[
(−EkEk′ − ~k · ~k ′ +m2) â(~k)â(~k ′)

∫
d3~x e−i(K+K′)·X

+ (EkEk′ + ~k · ~k ′ +m2) â(~k)â†(~k ′)

∫
d3~x e−i(K−K

′)·X

+ (EkEk′ + ~k · ~k ′ +m2) â†(~k)â(~k ′)

∫
d3~x ei(K−K

′)·X

+ (−EkEk′ − ~k · ~k ′ +m2) â†(~k)â†(~k ′)

∫
d3~x ei(K+K′)·X

]
. (3.50)

Die Fourier–Integrale sind∫
d3~x e±i(K+K′)·X = (2π)3δ(3)(~k + ~k ′) e±i(Ek+Ek′ )t = (2π)3δ(3)(~k + ~k ′) e±2iEkt ,∫
d3~x e±i(K−K

′)·X = (2π)3δ(3)(~k − ~k ′) e±i(Ek−Ek′ )t = (2π)3δ(3)(~k − ~k ′) . (3.51)

Der Vorfaktor in der ersten und vierten Zeile von Gl. (3.50) verschwindet jedoch, wenn

wir die durch die δ–Funktion erzwungene Bedingung ~k = −~k ′ benutzen,

− EkEk′ − ~k · ~k ′ +m2 ~k=−~k ′−→ −E2
k + ~k 2 +m2 ≡ 0 . (3.52)
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3.1 Das neutrale skalare Feld

In der zweiten und dritten Zeile dagegen erhalten wir mit Hilfe der entsprechenden δ–
Funktion

EkEk′ + ~k · ~k ′ +m2 ~k=~k ′−→ E2
k + ~k 2 +m2 ≡ 2E2

k . (3.53)

Damit wird Gl. (3.50) zu

Ĥ =
1

2

∫
d3~k

(2π)34E2
k

2E2
k

[
â(~k)â†(~k) + â†(~k)â(~k)

]
=

∫
d3~k

(2π)3

1

4

[
2 â†(~k)â(~k) + 2Ek (2π)3δ(3)(0)

]
=

∫
d3~k

(2π)3

1

4

[
4Ek (2π)3δ(3)(0) N̂(~k) + 2Ek (2π)3δ(3)(0)

]
= (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
Ek

[
N̂(~k) +

1

2

]
, (3.54)

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Vertauschungsrelation (3.36) und von
der zweiten zur dritten Zeile die Definition (3.38) des Teilchenzahloperators angewendet
haben. Gleichung (3.54) hat eine physikalisch anschauliche Interpretation: Der Teilchen-

zahloperator N̂(~k) zählt die Teilchen in Zuständen mit Impuls ~k. Dann wird über alle
Impulsmoden mit dem Gewicht Ek integriert. Der Vorfaktor stellt, wie schon erwähnt,
das (hier unendlich große) Volumen des Systems dar und wird lediglich aus Dimensi-
onsgründen gebraucht, bzw. um aus dem Hamilton–Operator eine extensive Größe zu
machen. Aber was stellt der Term 1/2 in der eckigen Klammer dar? Dies ist die vom
harmonischen Oszillator wohlbekannte Nullpunktsenergie. Wir werden darauf weiter
unten im Detail zu sprechen kommen.

Ganz analog zum Hamilton–Operator können wir auch den Impuls–Operator bestim-
men. Mit Übungsaufgabe H3.1 erhalten wir

P̂ i =

∫
d3~x Θ̂0i(X) = −

∫
d3~x (∂0φ̂)∂iφ̂

= (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
ki
[
N̂(~k) +

1

2

]
≡ (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
ki N̂(~k) . (3.55)

Der Beweis ist Gegenstand von Übungsaufgabe H9.1. Der Faktor 1/2 in der eckigen Klam-
mer (der wieder von den Nullpunktsschwingungen herrührt) kann diesmal einfach wegge-
lassen werden, weil das Integral über die i–te Impulskomponente aus Symmetriegründen
(der Integrand ist eine ungerade Funktion von ki) verschwindet.

Wir verschaffen uns nun Klarheit über das Eigenwertspektrum des Teilchenzahl-
operators N̂(~k). Offenbar wäre die Bezeichnung “Teilchenzahloperator” ungerechtfertigt,

wenn N̂(~k) negative Eigenwerte hätte. Es ist also sicher zu stellen, dass n(~k) ≥ 0 ∀~k. Dazu

betrachten wir den Hilbert–Raum-Zustand â(~k) |n(~k)〉. Die Norm dieses Zustands ist

〈n(~k)|â†(~k) â(~k)|n(~k)〉 = (2π)3δ(3)(0) 2Ek 〈n(~k)|N̂(~k)|n(~k)〉
= n(~k) (2π)3δ(3)(0) 2Ek 〈n(~k)|n(~k)〉 , (3.56)
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wobei wir die Glgen. (3.38) und (3.45) benutzt haben. Weil der Zustand |n(~k)〉 eine

positive Norm hat, 〈n(~k)|n(~k)〉 > 0, ist das Vorzeichen der Norm des Zustands â(~k) |n(~k)〉
also identisch mit dem Vorzeichen von n(~k).

Als Hilbert–Raum-Zustand sollte der Zustand â(~k) |n(~k)〉 ebenfalls eine positive Norm

haben. Dies bedeutet wiederum, dass der Eigenwert n(~k) nicht negativ sein sollte. Aber

der Vernichtungsoperator â(~k), wirkend auf den Zustand |n(~k)〉, reduziert den Eigenwert
dieses Zustands um eins. Um also zu verhindern, dass durch sukzessives Anwenden des
Vernichtungsoperators irgendwann ein Zustand mit negativem n(~k) generiert wird, muss
es also einen Zustand |0〉 geben, für den gilt

â(~k) |0〉 ≡ 0 . (3.57)

Der Zustand |0〉 ist der sog. Vakuumzustand. Da das Ergebnis der Operation (3.57)
bereits null ergibt, kann weiteres Anwenden von Vernichtungsoperatoren keine neuen
Hilbert–Raum-Zustände erzeugen. Die Teilchenzahl des Vakuums kann nicht weiter re-
duziert werden, da es bereits keinerlei Teilchen enthält,

N̂(~k) |0〉 ≡ 1

(2π)3δ(3)(0) 2Ek
â†(~k)â(~k) |0〉 ≡ 0 , (3.58)

d.h. der Vakuumzustand hat den Eigenwert n(~k) ≡ 0.

Wir können nun die Überlegungen zur Norm des Zustands â(~k) |n(~k)〉 abschließen. Falls

n(~k) > 0, so ist auch die Norm dieses Zustands positiv, 〈n(~k)|â†(~k) â(~k)|n(~k)〉 > 0. Falls

aber n(~k) = 0, so muss es sich bei |n(~k)〉 um den Vakuumzustand gehandelt haben,

|n(~k)〉 ≡ |0〉. Aber dann ist â(~k) |n(~k)〉 ≡ â(~k) |0〉 ≡ 0 kein Zustand des Hilbert–Raums.

Also sind lediglich Zustände â(~k) |n(~k)〉 für positive n(~k) > 0 wohldefinierte Hilbert–
Raum-Zustände und diese haben eben positive Norm.

Man beachte, dass dies auch das Vakuum einschließt. Sei nämlich |1~k〉 ein Zustand, wo

sich genau ein Teilchen mit Impuls ~k im System befindet. Für diesen Zustand ist dann
n(~k) = 1 und, da der Vernichtungsoperator den Eigenwert um eins reduziert, â(~k) |1~k〉 ∼
|0〉. Nach den vorangegangenen Überlegungen zur Norm des Zustands â(~k) |n(~k)〉 hat der
Vakuumzustand dann ebenfalls positive Norm, 〈0|0〉 > 0.

Man kann den Zustand |1~k〉 aus dem Vakuumzustand durch Anwenden eines entspre-
chenden Erzeugungsoperators generieren,

â†(~k) |0〉 ≡ |1~k〉 . (3.59)

Offenbar gilt
N̂(~k) |1~k〉 = 1 |1~k〉 . (3.60)

Wenn man diese Überlegung durch wiederholtes Anwenden von â†(~k) weiter verfolgt, so

kommt man zu dem Schluss, dass n(~k) nichtnegativ ganzzahlig ist, n(~k) ∈ N0. Damit
ist das Eigenwertspektrum des Teilchenzahloperators eindeutig festgelegt.

Wir betrachten nun das Eigenwertspektrum des Hamilton–Operators. Dieses ist
gemäß Gl. (3.54) und nach den vorangegangenen Überlegungen zum Eigenwertspektrum
des Teilchenzahloperators positiv definit,

〈Ĥ〉 ≡ 〈ψ| Ĥ |ψ〉 > 0 ∀ |ψ〉 , (3.61)
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3.1 Das neutrale skalare Feld

denn 〈N̂(~k)〉 ≥ 0, und alle anderen Terme und Faktoren in Gl. (3.54) sind positiv definit.
Wir können Gl. (3.54) aber sogar eine physikalische Interpretation geben. Offenbar

ist

Ĥosc(~k) ≡ Ek

[
N̂(~k) +

1

2

]
(3.62)

der Hamilton–Operator für einen einzelnen harmonischen Oszillator mit der Ei-
genfrequenz Ek. Damit ist ein (nichtwechselwirkendes) quantenfeldtheoretisches Sys-
tem (neutraler skalarer Teilchen) nichts anderes als ein Ensemble von unendlich vie-
len harmonischen Oszillatoren mit den Eigenfrequenzen Ek. Der Hamilton–Operator
(3.54) dieses Systems ist einfach die Summe (bzw. im Kontinuumslimes das Integral) über
die Hamilton–Operatoren (3.62) dieser Oszillatoren,

Ĥ = (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
Ĥosc(~k) . (3.63)

Die Nullpunktsenergie des gesamten Systems ist der Erwartungswert von Ĥ im Vaku-
umzustand, der sog. Vakuumerwartungswert des Hamilton–Operators,

H0 ≡ 〈0|Ĥ|0〉 = (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
Ek 〈0| N̂(~k) +

1

2
|0〉

= (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
Ek

1

2
〈0|0〉

= (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3

Ek
2
, (3.64)

wobei wir angenommen haben, dass der Vakuumzustand auf eins normiert ist, 〈0|0〉 = 1.
Das Integral in Gl. (3.64) ist ganz offensichtlich divergent, der Vakuumerwartungswert
der Energie ist also unendlich. Dies stellt aber kein echtes Problem dar, da wir alle
Energien relativ zur Vakuumenergie messen können. Wir definieren den renormierten
Hamilton–Operator

Ĥren ≡ Ĥ −H0 = Ĥ − 〈0|Ĥ|0〉 = (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
Ek N̂(~k) . (3.65)

Dies ist das erste und einfachste Beispiel für die Beseitigung von Unendlichkeiten durch
Renormierung einer physikalischen Größe. Wir werden sehen, dass solche Unendlichkei-
ten in der Quantenfeldtheorie immer wieder auftreten.

Der Vakuumerwartungswert von Ĥren ist offenbar null,

〈0|Ĥren|0〉 = 〈0|Ĥ|0〉 − 〈0|H0|0〉 = H0 −H0 = 0 , (3.66)

also ist das Spektrum von Ĥren lediglich positiv semi-definit, 〈Ĥren〉 ≥ 0.
Wenn wir die Herleitung des Hamilton–Operators in Gl. (3.54) im Detail untersuchen,

erkennen wir, dass Nullpunktsenergie (der Term 1/2) daher rührt, dass wir die Vertau-
schungsrelation

â(~k)â†(~k) = â†(~k)â(~k) + 2Ek (2π)3δ(3)(0)
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3 Kanonische Quantisierung

benutzt haben, um die Reihenfolge von Vernichtungs- und Erzeugungsoperator zu ver-
tauschen. Der Vertauschungsrest, der zur Nullpunktsenergie führt, würde nicht auftreten,
wenn wir die Reihenfolge dieser Operatoren ändern dürften, ohne dass ein Vertauschungs-
rest auftritt. Dies kann man formal durch die sog. Normalordnung von Operatoren
erreichen. Im sog. normalgeordneten Produkt von Operatoren (symbolisiert durch
Doppelpunkte, die die normal zu ordnenden Operatoren einschließen) werden alle Ver-
nichtungsoperatoren rechts von den Erzeugungsoperatoren angeordnet, also z.B.

: â(~k)â†(~k) : ≡ â†(~k)â(~k) . (3.67)

Die Reihenfolge der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren untereinander spielt kei-
ne Rolle, da diese jeweils unter sich vertauschen. Der normalgeordnete Hamilton–
Operator ist (vgl. Herleitung in Gl. (3.54))

: Ĥ : =

∫
d3~k

(2π)3

1

4
:
[
â(~k)â†(~k) + â†(~k)â(~k)

]
:=

∫
d3~k

(2π)3

1

4
2 â†(~k)â(~k)

=

∫
d3~k

(2π)3

1

4
4Ek (2π)3δ(3)(0) N̂(~k) = (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
Ek N̂(~k)

≡ Ĥren . (3.68)

Das quantisierte Klein–Gordon–Feld beschreibt Bosonen. Um dies zu sehen, betrach-
ten wir den Zustand

â†(~k) |n(~k)〉 = C+(n(~k)) |n(~k) + 1〉 . (3.69)

Hier haben wir ausgenutzt, dass der Erzeugungsoperator den Eigenwert n(~k) um eins

erhöht, d.h. der Zustand auf der linken Seite muss proportional zum Zustand |n(~k) + 1〉
sein. Die Proportionalitätskonstante, die wir im folgenden bestimmen werden, haben wir
mit C+(n(~k)) bezeichnet. Gleichung (3.69) läßt sich sofort auf die Produktzustände (3.44)
verallgemeinern,

â†(~ki) |n(~k1) , n(~k2) , . . . , n(~ki) , . . .〉 = C+(n(~ki)) |n(~k1) , n(~k2) , . . . , n(~ki) + 1 , . . .〉 .
(3.70)

Die Proportionalitätskonstante C+(n(~k)) läßt sich aus der Normierung der Zustände

|n(~k)〉 berechnen. Wenn wir annehmen, dass alle Eigenzustände zum Teilchenzahlope-

rator auf eins normiert sind, 〈n(~k)|n(~k)〉 = 〈n(~k) + 1|n(~k) + 1〉 ≡ 1, dann folgt aus dem
Quadrat der Norm des Zustands (3.69)

|C+(n(~k))|2 〈n(~k) + 1|n(~k) + 1〉 ≡ |C+(n(~k))|2

= 〈n(~k)| â(~k)â†(~k) |n(~k)〉 = 〈n(~k)| â†(~k)â(~k) + 2Ek (2π)3δ(3)(0) |n(~k)〉

= 2Ek (2π)3δ(3)(0) 〈n(~k)| N̂(~k) + 1 |n(~k)〉 = 2Ek (2π)3δ(3)(0)
[
n(~k) + 1

]
〈n(~k)|n(~k)〉

≡ 2Ek (2π)3δ(3)(0)
[
n(~k) + 1

]
. (3.71)

Wählen wir die (i.a. komplexe) Proportionalitätskonstante als reelle Zahl, so ergibt sich

C+(n(~k)) =

√
2Ek (2π)3δ(3)(0)

[
n(~k) + 1

]
. (3.72)
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Analog zu Gl. (3.69) haben wir die Relation

â(~k) |n(~k)〉 = C−(n(~k)) |n(~k)− 1〉 . (3.73)

Das Quadrat der Norm dieser Gleichung lautet

|C−(n(~k))|2 〈n(~k)− 1|n(~k)− 1〉 ≡ |C−(n(~k))|2 = 〈n(~k)| â†(~k)â(~k) |n(~k)〉
= 2Ek (2π)3δ(3)(0) 〈n(~k)| N̂(~k) |n(~k)〉 = 2Ek (2π)3δ(3)(0)n(~k) 〈n(~k)|n(~k)〉
≡ 2Ek (2π)3δ(3)(0)n(~k) . (3.74)

Wählen wir die Proportionalitätskonstante wieder als reelle Zahl, so ergibt sich

C−(n(~k)) =

√
2Ek (2π)3δ(3)(0)n(~k) . (3.75)

Für die Produktzustände (3.44) haben wir daher

â†(~ki) |n(~k1) , n(~k2) , . . . , n(~ki) , . . .〉

=

√
2Eki (2π)3δ(3)(0)

[
n(~ki) + 1

]
|n(~k1) , n(~k2) , . . . , n(~ki) + 1 , . . .〉 ,

â(~ki) |n(~k1) , n(~k2) , . . . , n(~ki) , . . .〉

=

√
2Eki (2π)3δ(3)(0)n(~ki) |n(~k1) , n(~k2) , . . . , n(~ki)− 1 , . . .〉 . (3.76)

Die Produktzustände können aus dem Vakuumzustand durch wiederholtes Anwenden von

1√
2Eki (2π)3δ(3)(0)

â†(~ki)

generiert werden,

|n(~k1) , n(~k2) , . . . , n(~ki) , . . .〉 =
∏
i

[
â†(~ki)√

2Eki (2π)3δ(3)(0)

]n(~ki)
1√
n(~ki)!

|0〉 . (3.77)

Der Faktor 1/

√
n(~ki)! erklärt sich aus der ersten Gl. (3.76): danach liefert jedes Anwen-

den eines Erzeugungsoperators einen Faktor, der proportional zu

√
n(~ki) + 1 ist, wobei

n(~ki) die momentane Anzahl von Teilchen mit Impuls ~ki ist. Ausgehend vom Vakuum-

zustand ergibt dies bei n(~ki)–maligen Anwenden des Erzeugungsoperators â†(~ki) gerade

einen Faktor

√
n(~ki)!, der durch den entsprechenden Faktor im Nenner kompensiert wird.

Weil es keine Einschränkung an die möglichen Werte von n(~ki) gibt (außer dass sie
ganzzahlig positiv semi-definit sein müssen), können sich also beliebig viele Teilchen im

Quantenzustand mit Impuls ~ki befinden. Dies ist gerade die Eigenschaft von Bosonen,
die sie von Fermionen, für die das Pauli-Prinzip gilt, unterscheidet.
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Wir besprechen nun noch die Normierung von Einteilchen-Zuständen. Ein Zu-
stand mit einem einzigen Teilchen mit Impuls ~k ist nach der vorangegangenen Diskussion

â†(~k) |0〉 ≡ |~k〉 . (3.78)

Daher gilt

〈~k ′|~k〉 = 〈0| â(~k ′)â†(~k) |0〉

= 〈0|
[
â(~k ′), â†(~k)

]
|0〉+ 〈0| â†(~k)â(~k ′) |0〉

= 2Ek (2π)3δ(3)(~k ′ − ~k) , (3.79)

wobei wir wieder angenommen haben, dass der Vakuumzustand auf eins normiert ist,
〈0|0〉 ≡ 1. Die Einteilchen-Zustände |~k〉 sind also in Lorentz–kovarianter Weise normiert.

Die Einteilchen-Wellenfunktion ψ~k(X) für ein Teilchen mit festem Impuls ~k am
Raum-Zeit-Punkt X berechnet sich zu

ψ~k(X) = 〈0|φ̂(X)|~k〉 . (3.80)

Der “bra” auf der linken Seite ist der adjungierte Zustand zum “ket”

φ̂†(X)|0〉 . (3.81)

Dieser Zustand erzeugt am Raum-Zeit-Punkt X ein Teilchen aus dem Vakuumzustand
|0〉. Die Wellenfunktion (3.80) ist dann nichts anderes als die Projektion dieses Zustands

auf einen Impuls-Eigenzustand |~k〉, d.h. sie mißt, wie groß der Beitrag dieses Impuls-
Eigenzustands zum Zustand φ̂†(X)|0〉 ist. Setzen wir Gl. (3.10) in Gl. (3.80) ein, so erhal-
ten wir

ψ~k(X) = 〈0|φ̂(X)|~k〉 =

∫
d3~k ′

(2π)32Ek′

[
〈0|â(~k ′)|~k〉e−iK′·X + 〈0|â†(~k ′)|~k〉eiK′·X

]
=

∫
d3~k ′

(2π)32Ek′
〈~k ′|~k〉 e−iK′·X =

∫
d3~k ′

(2π)32Ek′
2Ek (2π)3δ(3)(~k ′ − ~k) e−iK

′·X

= e−iK·X ≡ e−i(Ekt−
~k·~x) . (3.82)

Hier haben wir von der ersten zur zweiten Zeile den zum “ket” (3.78) gehörenden “bra”
benutzt, sowie die Tatsache, dass ein Erzeugungsoperator nach links auf das Vakuum
angewendet null ergibt (der zum “ket” (3.57) entsprechende “bra”). Die Wellenfunktion
(3.82) ist ganz offenbar eine ebene Welle, wie wir dies für Eigenzustände zum Impuls
auch erwarten.

3.2 Das geladene skalare Feld
11.12.2020

Der Unterschied zum neutralen skalaren Feld ist, dass das geladene skalare Feld kom-
plexwertig ist, Φ∗(X) 6= Φ(X). Daher gibt es nun keine Gl. (3.7) entsprechende Relation
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zwischen den Fourier–Amplituden a+(~k) und a−(~k), sie sind unabhängig. Auch die Feld-
operatoren Φ̂(X) und Φ̂†(X) sind unabhängige Größen, Φ̂†(X) 6= Φ̂(X). Wir müssen
daher bei der kanonischen Quantisierung zwei voneinander unabhängige Sätze von
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren einführen und schreiben die Fourier–Zerlegung
der Feldoperatoren in der Form

Φ̂(X) =

∫
d3~k

(2π)32Ek

[
â(~k) e−iK·X + b̂†(~k) eiK·X

]
,

Φ̂†(X) =

∫
d3~k

(2π)32Ek

[
b̂(~k) e−iK·X + â†(~k) eiK·X

]
. (3.83)

Es gilt offenbar (Φ̂†)† = Φ̂. Wir werden sehen, dass die Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren folgende Bedeutung haben:

(i) â(~k) vernichtet ein Teilchen mit Impuls ~k und positiver Ladung,

(ii) â†(~k) erzeugt ein Teilchen mit Impuls ~k und positiver Ladung,

(iii) b̂(~k) vernichtet ein Anti-Teilchen mit Impuls ~k und negativer Ladung,

(iv) b̂†(~k) erzeugt ein Anti-Teilchen mit Impuls ~k und negativer Ladung.

Wir müssen nun wieder Vertauschungsrelationen für Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren herleiten. Dies kann auf analoge Weise wie beim neutralen skalaren Feld über
die Gleichzeit-Vertauschungsrelationen für die Feldoperatoren Φ̂ bzw. Φ̂† geschehen. Das
Resultat ist vollkommen analog zu den Glgen. (3.36) und (3.37),

[
â(~k), â†(~k ′)

]
=

[
b̂(~k), b̂†(~k ′)

]
= 2Ek (2π)3 δ(3)(~k − ~k ′) ,[

â(~k), â(~k ′)
]

=
[
â†(~k), â†(~k ′)

]
=
[
b̂(~k), b̂(~k ′)

]
=
[
b̂†(~k), b̂†(~k ′)

]
=
[
â(~k), b̂(~k ′)

]
=

[
â†(~k), b̂(~k ′)

]
=
[
â(~k), b̂†(~k ′)

]
=
[
â†(~k), b̂†(~k ′)

]
= 0 . (3.84)

Wir berechnen nun den Ladungsoperator des komplexen Klein–Gordon–Feldes. Die
quantisierte Version von Gl. (2.90) erhalten wir, indem wir die Felder durch die entspre-
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chenden Feldoperatoren ersetzen,

Q̂ = i

∫
d3~x

[
Φ̂†∂tΦ̂−

(
∂tΦ̂

†
)

Φ̂
]

= i

∫
d3~k d3~k ′

(2π)64EkEk′

∫
d3~x

×
{[
b̂(~k) e−iK·X + â†(~k) eiK·X

]
(−iEk′)

[
â(~k ′)e−iK

′·X − b̂†(~k ′) eiK′·X
]

− (−iEk)
[
b̂(~k) e−iK·X − â†(~k) eiK·X

] [
â(~k ′) e−iK

′·X + b̂†(~k ′) eiK
′·X
]}

=

∫
d3~k d3~k ′

(2π)64EkEk′

[
(Ek′ − Ek) b̂(~k)â(~k ′)

∫
d3~x e−i(K+K′)·X

− (Ek′ + Ek) b̂(~k)b̂†(~k ′)

∫
d3~x e−i(K−K

′)·X

+ (Ek′ + Ek) â
†(~k)â(~k ′)

∫
d3~x ei(K−K

′)·X

− (Ek′ − Ek) â†(~k)b̂†(~k ′)

∫
d3~x ei(K+K′)·X

]
. (3.85)

Mit den Glgen. (3.51) verschwinden der erste und der vierte Term und wir erhalten

Q̂ =

∫
d3~k

(2π)32Ek

[
â†(~k)â(~k)− b̂(~k)b̂†(~k)

]
=

∫
d3~k

(2π)32Ek

[
â†(~k)â(~k)− b̂†(~k)b̂(~k)− 2Ek (2π)3δ(3)(0)

]
, (3.86)

wobei wir im letzten Schritt die erste Vertauschungsrelation (3.84) benutzt haben. Defi-
nieren wir nun den Teilchenzahloperator durch die Gleichung

â†(~k)â(~k) ≡ 2Ek (2π)3δ(3)(0) N̂(~k) , (3.87)

vgl. Gl. (3.38), und analog den Anti-Teilchenzahloperator durch

b̂†(~k)b̂(~k) ≡ 2Ek (2π)3δ(3)(0) ˆ̄N(~k) , (3.88)

so können wir den Ladungsoperator (3.86) schreiben als

Q̂ = (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3

[
N̂(~k)− ˆ̄N(~k)− 1

]
. (3.89)

An dieser Gleichung wird offensichtlich, dass die Ladung der Anti-Teilchen der der Teilchen
entgegengesetzt ist, d.h. negativ, falls die Teilchen positive Ladung tragen. Der letzte
Term stellt den Vakuumerwartungswert der Ladung dar,

〈0|Q̂|0〉 = −(2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
. (3.90)
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Sie ist wieder unendlich groß, d.h. wir müssen wieder renormieren, um einen physikalisch
sinnvollen Ausdruck zu erhalten. Wir definieren den renormierten Ladungsoperator,
indem wir den Vakuumerwartungswert der Ladung von Q̂ subtrahieren,

Q̂ren ≡ Q̂− 〈0|Q̂|0〉 = (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3

[
N̂(~k)− ˆ̄N(~k)

]
≡ : Q̂ : . (3.91)

Im letzten Schritt haben wir wieder die Normalordnung ausgenutzt; sie entfernt offensicht-
lich den Vertauschungsrest, der bei Vertauschen von b̂(~k) und b̂†(~k) in Gl. (3.86) auftritt,
d.h. genau den Vakuumerwartungswert der Ladung,

: b̂(~k)b̂†(~k) : = b̂†(~k)b̂(~k) . (3.92)

Wir geben noch den Hamilton–Operator,

Ĥ = (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
Ek

[
N̂(~k) + ˆ̄N(~k) + 1

]
, (3.93)

des geladenen skalaren Feldes an. Die Rechnung erfolgt analog zum neutralen skalaren
Fall, vgl. Gl. (3.54) und wird als Übungsaufgabe H9.2 gestellt. Den (unendlichen) Vaku-
umbeitrag kann man wieder durch Renormierung oder Normalordnung entfernen,

Ĥren ≡ Ĥ − 〈0|Ĥ|0〉 ≡ : Ĥ : = (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
Ek

[
N̂(~k) + ˆ̄N(~k)

]
. (3.94)

Offenbar tragen Anti-Teilchen negative Ladung, aber positive Energie. Ganz analog
berechnet man auch den Impulsoperator (s. Übungsaufgabe H9.2),

P̂ i = (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
ki
[
N̂(~k) + ˆ̄N(~k) + 1

]
. (3.95)

Hier ist keine Renormierung oder Normalordnung nötig, der Vakuumerwartungswert ver-
schwindet, weil der Integrand eine ungerade Funktion von ki ist,

〈0|P̂ i|0〉 = (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
ki ≡ 0 . (3.96)

Man beachte, dass der Impuls der Anti-Teilchen in dieselbe Richtung zeigt wie der der
Teilchen.

Zum Schluss dieses Abschnitts berechnen wir noch Kommutatoren von Feldoperatoren
bei beliebigen Zeiten,[

Φ̂(X), Φ̂†(Y )
]

=

∫
d3~k d3~k ′

(2π)64EkEk′

{[
â(~k), â†(~k ′)

]
e−i(K·X−K

′·Y ) +
[
b̂†(~k), b̂(~k ′)

]
ei(K·X−K

′·Y )
}

=

∫
d3~k

(2π)32Ek

[
e−iK·(X−Y ) − eiK·(X−Y )

]
≡ i∆̄(X − Y ) . (3.97)
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Hier haben wir für das erste Gleichheitszeichen nur die Kommutatoren von Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren berücksichtigt, die nicht verschwinden. Für das zweite Gleich-
heitszeichen haben wir dann die Vertauschungsrelationen in der ersten Zeile von Gl. (3.84)
benutzt. Das letzte Gleichheitszeichen stellt die Definition der Lorentz–invarianten Funk-
tion ∆̄(X) dar, also

∆̄(X − Y ) = i

∫
d3~k

(2π)32Ek

[
eiK·(X−Y ) − e−iK·(X−Y )

]
= i

∫
d3~k

(2π)32Ek

[
eiEk(x0−y0) e−i

~k·(~x−~y) − e−iEk(x0−y0) ei
~k·(~x−~y)

]
= i

∫
d3~k

(2π)32Ek
ei
~k·(~x−~y)

[
eiEk(x0−y0) − e−iEk(x0−y0)

]
= −2

∫
d3~k

(2π)32Ek
ei
~k·(~x−~y) sin [Ek(x0 − y0)] . (3.98)

Hier haben wir von der zweiten zur dritten Zeile im ersten Term die Variablensubstitution
~k → −~k durchgeführt (was das Vorzeichen von Ek =

√
~k 2 +m2 nicht ändert). Von der

dritten zur vierten Zeile haben wir die Euler-Relation eix = cosx+ i sinx ausgenutzt.
Offensichtlich ist

lim
x0→y0

∆̄(X − Y ) = 0 , (3.99)

und daher haben wir die Gleichzeit-Vertauschungsrelation[
Φ̂(t, ~x), Φ̂†(t, ~y)

]
= 0 . (3.100)

Die Kommutatoren [
Φ̂(X), Φ̂(Y )

]
=
[
Φ̂†(X), Φ̂†(Y )

]
= 0 (3.101)

verschwinden aufgrund der Vertauschungsrelationen (3.84).

3.3 Das Dirac–Feld

Die Lösung der Dirac–Gleichung ist ein 4-Spinor. Man unterscheidet Dirac–Spinoren zu
positiver und negativer Energie. Erstere lauten

u(~k, s) =
√
Ek +m

 12 χ
(s)

~σ · ~k
Ek +m

χ(s)

 , (3.102)

welche Teilchen mit positiver Energie, Impuls ~k und Spin s beschreiben. Der 2-Spinor
χ(s) ist hier definiert als

χ(+1/2) =

(
1
0

)
, χ(−1/2) =

(
0
1

)
. (3.103)
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3.3 Das Dirac–Feld

Die Dirac–Spinoren zu negativer Energie lauten

v(~k, s) =
√
Ek +m

 ~σ · ~k
Ek +m

η(−s)

12 η
(−s)

 , (3.104)

welche Teilchen mit negativer Energie, Impuls −~k und Spin −s beschreiben. Der 2-
Spinor η(−s) ist definiert als

η(−1/2) =

(
0
1

)
, η(+1/2) =

(
−1
0

)
. (3.105)

Das Vorzeichen in der oberen Komponente von η(+1/2) ist dabei reine Konvention. Wir
werden sehen, dass Teilchen mit negativer Energie, Impuls −~k und Spin −s gerade Anti-
Teilchen mit positiver Energie, Impuls +~k und Spin +s entsprechen.

Die Spinoren (3.102) und (3.104) erfüllen die Orthogonalitätsrelationen

u†(~k, s)u(~k, s′) = 2Ek δs,s′ ,

v†(~k, s) v(~k, s′) = 2Ek δs,s′ ,

u†(~k, s) v(−~k, s′) = 0 ,

v†(−~k, s)u(~k, s′) = 0 , (3.106)

wie man sich durch Nachrechnen leicht überzeugt. Sie erfüllen darüberhinaus die Vollstän-
digkeitsrelationen ∑

s

uα(~k, s) ūβ(~k, s) = ( /K +m)αβ ,∑
s

vα(~k, s) v̄β(~k, s) = ( /K −m)αβ , (3.107)

wobei (Kµ) = (Ek, ~k)T der 4-Impulsvektor auf der Massenschale Ek =
√
~k 2 +m2 ist.

Die Spinoren zu positiver Energie erfüllen die Dirac–Gleichung in der Form

( /K −m)u(~k, s) = 0 , (3.108)

während die zu negativer Energie der Dirac–Gleichung

( /K +m) v(~k, s) = 0 (3.109)

genügen.
Die Fourier–Zerlegung des klassischen Dirac–Feldes lautet

ψ(X) =

∫
d3~k

(2π)32Ek

∑
s=±1/2

[
bs(~k)u(~k, s) e−iK·X + d∗s(

~k) v(~k, s) eiK·X
]
. (3.110)

Diese Gleichung ist analog der entsprechenden für das geladene skalare Feld. Den einzigen
Unterschied bilden die Dirac–Spinoren u(~k, s) und v(~k, s) und die Summe über die Spins.
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Da das Dirac–Feld eine Ladung trägt, ist es komplexwertig, und deshalb sind die
beiden Fourier–Amplituden bs(~k) und d∗s(

~k) voneinander unabhängig und können nicht
durch komplexe Konjugation miteinander in Beziehung gesetzt werden. Auch dies ist
völlig analog zum geladenen skalaren Feld.

Das hermitesch konjugierte (d.h. transponierte und komplex konjugierte) Dirac–Feld
lautet

ψ†(X) =

∫
d3~k

(2π)32Ek

∑
s=±1/2

[
ds(~k) v†(~k, s) e−iK·X + b∗s(

~k)u†(~k, s) eiK·X
]
. (3.111)

Das klassische Dirac–Feld (3.110) erfüllt die Dirac–Gleichung,

(i/∂ −m)ψ(X)

=

∫
d3~k

(2π)32Ek

∑
s=±1/2

[
bs(~k) ( /K −m)u(~k, s) e−iK·X − d∗s(~k) ( /K +m) v(~k, s) eiK·X

]
= 0 , (3.112)

wobei wir die Glgen. (3.108) und (3.109) benutzt haben. Ähnlich zeigt man, dass auch
das hermitesch konjugierte Feld (3.111) die entsprechend hermitesch konjugierte Dirac–
Gleichung erfüllt.

Wir berechnen nun die Energie des klassischen Dirac–Feldes. Dazu müssen wir
zunächst das kanonisch konjugierte Feld π aus der Dirac–Lagrange–Dichte (2.111)
berechnen,

π =
∂L

∂(∂0ψ)
= ψ̄(iγ0) ≡ i ψ† . (3.113)

Per Definition ist die Hamilton–Dichte H die Legendre–Transformierte der Lagrange–
Dichte,

H = π∂0ψ − L
= i ψ†∂0ψ − ψ̄ (i/∂ −m)ψ = ψ̄ iγ0∂0ψ − ψ̄

(
iγ0∂0 + i~γ · ~∇−m

)
ψ

= ψ̄
(
−i~γ · ~∇+m

)
ψ . (3.114)

Dasselbe Resultat erhalten wir, wenn wir die (00)–Komponente des Energie-Impuls-Ten-
sors, Θ00, berechnen. Lösungen der Dirac–Gleichung erfüllen selbige, d.h. Gl. (2.114), also
gilt für diese

iγ0∂0ψ =
(
−i~γ · ~∇+m

)
ψ . (3.115)

Falls ψ eine Lösung der Dirac–Gleichung ist, können wir die Hamilton–Dichte (3.114) also
auch schreiben als

H|ψ ist Lösung der Dirac–Gl. = ψ̄ iγ0∂0ψ = iψ†∂0ψ . (3.116)
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Die Energie für Lösungen der Dirac–Gleichung lautet also

H =

∫
d3~xH = i

∫
d3~xψ†(X) ∂0ψ(X)

= i

∫
d3~k d3~k ′

(2π)64EkEk′

∑
s,s′

∫
d3~x

[
ds(~k) v†(~k, s) e−iK·X + b∗s(

~k)u†(~k, s) eiK·X
]

×(−iEk′)
[
bs′(~k

′)u(~k ′, s′) e−iK
′·X − d∗s′(~k ′) v(~k ′, s′) eiK

′·X
]

=

∫
d3~k d3~k ′

(2π)64EkEk′
Ek′

×
∑
s,s′

[
ds(~k) bs′(~k

′) v†(~k, s)u(~k ′, s′) e−i(Ek+Ek′ )t (2π)3δ(3)(~k + ~k ′)

− ds(~k) d∗s′(
~k ′) v†(~k, s) v(~k ′, s′) e−i(Ek−Ek′ )t (2π)3δ(3)(~k − ~k ′)

+ b∗s(
~k) bs′(~k

′)u†(~k, s)u(~k ′, s′) ei(Ek−Ek′ )t (2π)3δ(3)(~k − ~k ′)

− b∗s(~k) d∗s′(
~k ′)u†(~k, s) v(~k ′, s′) ei(Ek+Ek′ )t (2π)3δ(3)(~k + ~k ′)

]
, (3.117)

wobei wir nach dem Ausmultiplizieren der eckigen Klammern gleich die Relationen (3.51)
benutzt haben. Die Terme in der ersten und vierten Zeile verschwinden aufgrund der
dritten und vierten Orthogonalitätsrelation (3.106). Die verbleibenden Terme lassen sich
mit Hilfe der ersten und zweiten Orthogonalitätsrelation (3.106) weiter vereinfachen,

H =

∫
d3~k

(2π)32Ek

1

2

∑
s,s′

[
b∗s(
~k) bs′(~k)− ds(~k) d∗s′(

~k)
]

2Ek δs,s′

=

∫
d3~k

(2π)32Ek
Ek
∑
s

[
b∗s(
~k) bs(~k)− ds(~k) d∗s(

~k)
]
. (3.118)

Nun sehen wir uns mit einem schwerwiegenden Problem konfrontiert: die Energie H ist
offenbar nicht positiv-definit. Falls z.B. bs(~k) = 0 ∀~k, s während ds(~k) 6= 0 für wenigstens

ein ~k und s, so ist die Energie sogar negativ! Wir werden sehen, dass die Quantisierung
des Dirac–Feldes dieses Problem löst, aber nur, wenn wir fordern, dass Dirac–Teilchen Fer-
mionen sind (wie es das Spin-Statistik-Theorem für Teilchen mit halbzahligem Spin auch
verlangt), d.h. dass die zu Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erhobenen Fourier–

Amplituden b̂s(~k), b̂†(~k), d̂s(~k) und d̂†(~k) Anti-Vertauschungsrelationen erfüllen.
Wir quantisieren nun die Felder (3.110) und (3.111),

ψ̂(X) =

∫
d3~k

(2π)32Ek

∑
s=±1/2

[
b̂s(~k)u(~k, s) e−iK·X + d̂†s(

~k) v(~k, s) eiK·X
]
,

ψ̂†(X) =

∫
d3~k

(2π)32Ek

∑
s=±1/2

[
b̂†s(
~k)u†(~k, s) eiK·X + d̂s(~k) v†(~k, s) e−iK·X

]
.(3.119)

Die Interpretation der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren wird folgende sein:
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(i) b̂s(~k) vernichtet ein Teilchen mit Impuls ~k und Spin s,

(ii) b̂†s(
~k) erzeugt ein Teilchen mit Impuls ~k und Spin s,

(iii) d̂s(~k) vernichtet ein Anti-Teilchen mit Impuls +~k und Spin +s,

(iv) d̂†s(
~k) erzeugt ein Anti-Teilchen mit Impuls +~k und Spin +s.

Wie im Fall des geladenen skalaren Feldes tragen Anti-Teilchen entgegengesetzte La-
dung wie Teilchen.

Der Hamilton–Operator läßt sich sofort hinschreiben; er folgt aus einer Rechnung, die
vollkommen analog zu der ist, die zu Gl. (3.118) geführt hat (man muss beim Ausmultipli-
zieren natürlich die Reihenfolge der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren beachten,
aber dies haben wir in der obigen Herleitung schon bei den Fourier–Amplituden, die
lediglich reine Zahlen sind, getan),

Ĥ = i

∫
d3~x ψ̂†(X) ∂0ψ̂(X) = . . .

=

∫
d3~k

(2π)32Ek
Ek
∑
s

[
b̂†s(
~k) b̂s(~k)− d̂s(~k) d̂†s(

~k)
]
. (3.120)

Dieser Ausdruck hat nach wie vor das Problem mit negativen Energien, wenn wir Ver-
tauschungsrelationen für d̂s(~k) und d̂†s(

~k) fordern würden, weil dann der zweite Term
umgeschrieben werden könnte in

−d̂s(~k) d̂†s(
~k) = −d̂†s(~k) d̂s(~k)− 2Ek (2π)3δ(3)(0) = − 2Ek (2π)3δ(3)(0)

[
ˆ̄Ns(~k) + 1

]
,

wobei ˆ̄Ns(~k) der Teilchenzahloperator für Anti-Teilchen mit Impuls ~k und Spin s ist.
Dieser hat, wie üblich, positiv semi-definite Eigenwerte und daher ist das Problem mit
den negativen Energien aufgrund des negativen Vorzeichens vor diesem Ausdruck (noch)
nicht gelöst.

Die Situation stellt sich jedoch anders dar, wenn wir Anti-Vertauschungsrelationen
für die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fordern,{

b̂s(~k), b̂†s′(
~k ′)
}

=
{
d̂s(~k), d̂†s′(

~k ′)
}

= 2Ek δs,s′ (2π)3 δ(3)(~k − ~k ′) , (3.121){
b̂s(~k), b̂s′(~k

′)
}

=
{
b̂†s(
~k), b̂†s′(

~k ′)
}

=
{
d̂s(~k), d̂s′(~k

′)
}

=
{
d̂†s(
~k), d̂†s′(

~k ′)
}

=
{
b̂s(~k), d̂s′(~k

′)
}

=
{
b̂†s(
~k), d̂s′(~k

′)
}

=
{
b̂s(~k), d̂†s′(

~k ′)
}

=
{
b̂†s(
~k), d̂†s′(

~k ′)
}

= 0 .

Man beachte die Analogie zu den entsprechenden Relationen (3.84) im Fall des geladenen
skalaren Feldes. Mit der ersten Vertauschungsrelation schreibt sich der Hamilton–Operator
nun

Ĥ =

∫
d3~k

(2π)32Ek
Ek
∑
s

[
b̂†s(
~k) b̂s(~k) + d̂†s(

~k) d̂s(~k)− 2Ek (2π)3δ(3)(0)
]

= (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
Ek
∑
s

[
N̂s(~k) + ˆ̄Ns(~k)− 1

]
, (3.122)
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wobei wir Teilchenzahloperatoren für Teilchen und Antiteilchen mit Impuls ~k und Spin
s über die Beziehungen

b̂†s(
~k)b̂s(~k) = 2Ek (2π)3δ(3)(0) N̂s(~k) ,

d̂†s(
~k)d̂s(~k) = 2Ek (2π)3δ(3)(0) ˆ̄Ns(~k) , (3.123)

definiert haben. Der Hamilton–Operator (3.122) ist zwar aufgrund des letzten Terms in
eckigen Klammern immer noch nicht positiv definit, aber man kann dies beheben, indem
man den Vakuumerwartungswert der Energie,

〈0|Ĥ|0〉 = −(2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
2Ek , (3.124)

abzieht (der Faktor 2 vor Ek resultiert aus den zwei Spin-Einstellmöglichkeiten). Der
renormierte Hamilton–Operator ist positiv semi-definit, wie wir es erwarten,

Ĥren = Ĥ − 〈0|Ĥ|0〉 = (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
Ek
∑
s

[
N̂s(~k) + ˆ̄Ns(~k)

]
. (3.125)

Man beachte, dass Normalordnung von fermionischen Operatoren bei Vertauschen von
einem Erzeugungs- und einem Vernichtungsoperator jeweils ein zusätzliches Minuszeichen
bedingt, also z.B.

: d̂s(~k) d̂†s(
~k) : = −d̂†s(~k) d̂s(~k) . (3.126)

Dann gilt auch

Ĥren ≡ : Ĥ : . (3.127)

Die Anti-Vertauschungsrelationen (3.121) haben noch eine weitere Konsequenz. Man
betrachte z.B. den Zustand

b̂†s(
~k)b̂†s(

~k) |0〉 ,

bei dem man versucht, zwei Teilchen mit demselben Impuls ~k und Spin s aus dem Va-
kuum zu erzeugen. Aufgrund der Anti-Vertauschungsrelationen (3.121) ist dieser Zustand
aber identisch mit seinem negativem, d.h. er muss verschwinden,

b̂†s(
~k)b̂†s(

~k) |0〉 = −b̂†s(~k)b̂†s(
~k) |0〉 ≡ 0 ; (3.128)

man kann nicht zwei Teilchen mit denselben Quantenzahlen im selben Zustand haben.
Dies ist gerade die Manifestation des Pauli–Prinzips, es handelt sich also bei den Quan-
ten des Dirac–Feldes um Fermionen. Die Anti-Vertauschungsrelationen stellen sicher,
dass das Pauli–Prinzip erfüllt ist.

Nun betrachten wir den Ladungsoperator (wir unterdrücken den Faktor e, der streng
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genommen noch auftreten sollte)

Q̂ =

∫
d3~x Ĵ 0(X) =

∫
d3~x ψ̂†(X) ψ̂(X)

= . . . =

∫
d3~k

(2π)32Ek

∑
s

[
b̂†s(
~k) b̂s(~k) + d̂s(~k) d̂†s(

~k)
]

=

∫
d3~k

(2π)32Ek

∑
s

[
b̂†s(
~k) b̂s(~k)− d̂†s(~k) d̂s(~k) + 2Ek (2π)3δ(3)(0)

]
= (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3

∑
s

[
N̂s(~k)− ˆ̄Ns(~k) + 1

]
, (3.129)

wobei wir die Rechnung ein wenig abgekürzt haben, weil sie vollkommen analog zu der
verläuft, die zu Gl. (3.118) geführt hat. Die renormierte bzw. normalgeordnete Version
des Ladungsoperators lautet

Q̂ren = : Q̂ : = Q̂− 〈0|Q̂|0〉 = (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3

∑
s

[
N̂s(~k)− ˆ̄Ns(~k)

]
. (3.130)

Offensichtlich tragen Anti-Teilchen zwar positive Energie, vgl. Gl. (3.125), aber entge-
gengesetzte Ladung wie Teilchen.

Zum Schluss dieses Abschnitts berechnen wir noch die Gleichzeit-Anti-Vertauschungsre-
lationen zwischen ψ̂(t, ~x) und ψ̂†(t, ~y) (da ψ̂† wegen Gl. (3.113) proportional zum kanonisch
konjugierten Feldoperator π̂ ist, erwarten wir ein nicht-triviales Ergebnis){

ψ̂α(t, ~x), ψ̂†β(t, ~x ′)
}

=

∫
d3~k d3~k ′

(2π)64EkEk′

∑
s,s′

×
({
b̂s(~k), b̂†s′(

~k ′)
}
uα(~k, s)u†β(~k ′, s′) e−i(K·X−K

′·X′)

+
{
d̂†s(
~k), d̂s′(~k

′)
}
vα(~k, s)v†β(~k ′, s′) ei(K·X−K

′·X′)
)
. (3.131)

Hier haben wir X ′µ ≡ (t, ~x ′)T abgekürzt und nach Einsetzen der Fourier-Zerlegung (3.119)
für die Feldoperatoren und Ausmultiplizieren lediglich die nichtverschwindenden Antikom-
mutatoren aufgeführt. Benutzen wir nun Gl. (3.121) für letztere, so erhalten wir{

ψ̂α(t, ~x), ψ̂†β(t, ~x ′)
}

=

∫
d3~k

(2π)32Ek

∑
s

×
[
uα(~k, s)u†β(~k, s) e+i~k·(~x−~x ′) + vα(~k, s)v†β(~k, s) e−i

~k·(~x−~x ′)
]

=

∫
d3~k

(2π)32Ek

{
[( /K +m)γ0]αβ e

+i~k·(~x−~x ′) + [( /K −m)γ0]αβ e
−i~k·(~x−~x ′)

}
,(3.132)

wobei wir im letzten Schritt die Vollständigkeitsrelation (3.107) mit ū = u†γ0, v̄ = v†γ0

verwendet haben. Substituieren wir im zweiten Term die Integrationsvariable ~k → −~k, so
können wir den Ebenen-Wellen-Faktor ausklammern und es heben sich wegen

/K = Ekγ0 − ~k · ~γ
~k→−~k−→ Ekγ0 + ~k · ~γ
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einige Terme zwischen dem ersten und zweiten Term weg. Wir erhalten wegen (γ0γ0)αβ ≡
(14)αβ ≡ δαβ{

ψ̂α(t, ~x), ψ̂†β(t, ~x ′)
}

= δαβ

∫
d3~k

(2π)3
e+i~k·(~x−~x ′) ≡ δαβ δ

(3)(~x− ~x ′) . (3.133)

Dies ergibt wegen Gl. (3.113){
ψ̂α(t, ~x), π̂β(t, ~x ′)

}
= iδαβ δ

(3)(~x− ~x ′) , (3.134)

also die kanonische Anti-Vertauschungsrelation zwischen Feldern und kanonisch konju-
gierten Feldern.

Ganz analog berechnet man{
ψ̂α(t, ~x), ψ̂β(t, ~x ′)

}
=
{
ψ̂†α(t, ~x), ψ̂†β(t, ~x ′)

}
= 0 . (3.135)

3.4 Das Photon–Feld
16.12.2020

Masselose Vektorfelder, d.h. Eichfelder, haben, wie wir aus der Vorlesung “Elektrody-
namik” wissen, zwei transversale Polarisationsfreiheitsgrade. Die Lorentz–kova-
riante mathematische Beschreibung geschieht in Form des 4–Vektorpotentials Aµ, welches
als Lorentz–Vektor jedoch vier Komponenten bzw. Freiheitsgrade besitzt. Bei der Quan-
tisierung von Eichfeldern gibt es prinzipiell zwei Möglichkeiten, mit den zusätzlichen (und
daher unphysikalischen) Freiheitsgraden umzugehen:

(i) Man kann die unphysikalischen Freiheitsgrade mit Hilfe der Eichfreiheit bei der
Wahl des Eichfeldes explizit eliminieren. Dabei legt man die Eichung vollständig
fest. Lediglich die physikalischen Freiheitsgrade werden quantisiert. Dies hat aber
den Verlust der Lorentz–Kovarianz zur Folge.

(ii) Man quantisiert die unphysikalischen Freiheitsgrade mit und erhält die Kovarianz
der Formulierung. Die überflüssige Information, die in diesen Freiheitsgraden steckt,
muss dann aber in der Beschreibung physikalischer Prozesse sorgfältig isoliert wer-
den.

Wir wenden uns zunächst der ersten Möglichkeit zu. Da Freiheitsgrade interner Symme-
triegruppen bei diesen Überlegungen keine Rolle spielen, fokussieren wir uns im folgenden
der Einfachheit halber auf das elektromagnetische Eichfeld; Gluonen oder elektroschwache
Eichfelder werden vollkommen analog behandelt.

3.4.1 Quantisierung in vollständig fixierter Eichung

Die Lagrange–Dichte des elektromagnetischen Feldes ist in Gl. (2.129) gegeben. Die re-
sultierenden Bewegungsgleichungen sind die (inhomogenen) Maxwell-Gleichungen (2.138)
(in Abwesenheit von elektrischen Ladungsströmen jν verschwindet die Inhomogenität).
Setzen wir die Definition (2.130) des Feldstärketensors ein, so erhalten wir

�Aν − ∂ν∂µAµ = 0 . (3.136)
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Die Lagrange–Dichte (2.129) ist invariant unter U(1)–Eichtransformationen (2.97) des
4–Vektorpotentials Aµ. Sei Aµ ein Eichfeld (in einer zunächst nicht weiter spezifizierten
Eichung) und wählen wir beispielsweise die skalare Funktion Λ(X) als Lösung der Glei-
chung

�Λ(X) = −e ∂µAµ(X) , (3.137)

so erhalten für die 4–Divergenz des nach Gl. (2.97) transformierten Eichfeldes

∂µA
′µ = ∂µA

µ +
1

e
∂µ∂

µΛ = ∂µA
µ +

1

e
�Λ = ∂µA

µ +
1

e
(−e ∂µAµ) ≡ 0 . (3.138)

Dies ist die sog. Lorenz–Eichung. Genauer gesagt, wählt man eine skalare Funktion
Λ, welche die Differentialgleichung (3.137) für ein gegebenes Eichfeld Aµ erfüllt und ad-
diert deren 4–Gradienten zu diesem Eichfeld gemäß Gl. (2.97), so ist das entsprechend
transformierte Eichfeld A′µ in Lorenz–Eichung.

Das transformierte Eichfeld A′µ erfüllt ebenfalls die Bewegungsgleichung (3.136), die
sich jetzt aber aufgrund der Lorenz–Eichbedingung (3.138) vereinfacht,

�A′ ν − ∂ν∂µA′µ = �A′ ν = 0 . (3.139)

Dies sind vier homogene Wellengleichungen für die vier Komponenten von A′ ν . Obwohl
diese vier Wellengleichungen voneinander entkoppelt sind, sind sie dennoch nicht vonein-
ander unabhängig: die Lorenz–Eichbedingung (3.138) verknüpft alle vier Komponenten
miteinander. Im Prinzip kann sie auch benutzt werden, um eine der Komponenten (und
hier zweckmäßigerweise eine der unphysikalischen) durch die anderen drei auszudrücken.

Da das elektromagnetische Feld jedoch nur zwei unabhängige Freiheitsgrade besitzt,
ist eine dieser drei Komponenten immer noch unphysikalisch. Der Grund dafür ist,
dass, obwohl wir die Eichfreiheit benutzt haben, um eine unphysikalische Komponente zu
eliminieren, die Lorenz–Eichung nicht alle Komponenten von A′µ vollständig festlegt,
oder mit anderen Worten, A′µ eindeutig macht. Um dies zu sehen, nehmen wir an, dass
A′µ ein Eichfeld in Lorenz–Eichung ist, also Gl. (3.138) erfüllt. Wir können nun eine
weitere Eichtransformation durchführen,

A′µ −→ A′′µ = A′µ +
1

e
∂µΛ′ . (3.140)

Wir wählen nun Λ′ so, dass es die homogene Wellengleichung

�Λ′ = 0 (3.141)

erfüllt. Dann ist das neue Eichfeld A′′µ ebenfalls in Lorenz–Eichung,

∂µA
′′µ = ∂µA

′µ +
1

e
�Λ′ ≡ 0 , (3.142)

weil schon A′µ in Lorenz–Eichung war. Dennoch unterscheidet sich A′′µ von A′µ. D.h. die
Lorenz–Eichbedingung legt A′µ nicht vollständig fest, q.e.d.

Wir nutzen nun diese sog. residuale Eichfreiheit und wählen Λ′ so, dass

∂0Λ′ = −eA′0 . (3.143)
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Es stellt sich die Frage, ob diese Forderung einen Widerspruch zur Bedingung (3.141)
impliziert. Nehmen wir an, dass Λ′ nach wie vor diese Gleichung erfüllt. Da A′µ in Lorenz–
Eichung ist, erhalten wir aus den Glgen. (3.141) und (3.143) als Bedingung an Λ′, dass

∆Λ′ =
(
−� + ∂2

0

)
Λ′ = ∂2

0Λ′ = −e ∂0A
′
0 = e ~∇ · ~A ′ . (3.144)

Da die räumliche und zeitliche Abhängigkeit von Λ′(X) voneinander unabhängig sind,
ist es kein Problem, sowohl Gl. (3.143) als auch Gl. (3.144) zu fordern, womit dann
automatisch auch Gl. (3.141) erfüllt ist.

Gleichung (3.143) bedeutet, dass die Zeitkomponente des transformierten Eichfelds
A′′µ verschwindet,

A′′0 = A′0 +
1

e
∂0Λ′ = A′0 +

1

e
(−eA′0) ≡ 0 . (3.145)

Damit vereinfacht sich auch die Lorenz–Eichbedingung (3.142) für das Eichfeld A′′µ,

∂µA
′′µ = ∂0A

′′
0 + ~∇ · ~A ′′ = ~∇ · ~A ′′ = 0 . (3.146)

Die beiden Eichbedingungen (3.145) und (3.146) nennt man Strahlungseichung. Sie le-
gen das Eichfeld A′′µ vollständig fest. Man spricht daher auch von vollständig fixier-
ter Eichung. Im folgenden lassen wir den Doppelstrich am Eichfeld der Übersichtlichkeit
halber weg; falls nicht anders vereinbart, sei Aµ bereits in Strahlungseichung.

Der aufmerksame Leser wird feststellen, dass die Bedingung (3.146) nichts anderes als
die Coulomb–Eichung ist, die wir schon aus der Vorlesung “Elektrodynamik” (Ab-
schnitt 1.3.4) kennen. Die Bedingung (3.145) ist die sog. temporale axiale Eichung.
Axiale Eichbedingungen haben in der Regel die Form

nµA
µ = 0 . (3.147)

Für die temporale axiale Eichung ist dann speziell nµ = (1, 0, 0, 0)T zu wählen.
Die Strahlungseichbedingungen (3.145) und (3.146) eliminieren ganz offensichtlich alle

unphysikalischen Komponenten des 4–Vektorpotentials: die zeitliche Komponente ver-
schwindet aufgrund von Gl. (3.145) identisch, A0 = 0, und Gl. (3.146) kann benutzt
werden, um eine der räumlichen Komponenten von Aµ zu eliminieren. Damit bleiben nur
die physikalischen Komponenten von Aµ übrig.

Wir quantisieren nun das elektromagnetische Feld in Strahlungseichung. Dabei orien-
tieren wir uns, soweit dies möglich ist, an der Quantisierung des neutralen skalaren Feldes
in Abschnitt 3.1. Zunächst berechnen wir die kanonisch konjugierten Felder,

π0 =
∂L

∂(∂0A0)
= 0 , (3.148)

da die Lagrange–Dichte nicht von ∂0A0 abhängt. Dass das zu A0 kanonisch konjugierte
Feld verschwindet, bedeutet, dass A0 kein unabhängiger Freiheitsgrad ist. In der Tat haben
wir mit Hilfe der temporal-axialen Eichbedingung (3.145) A0 bereits explizit eliminiert.
Die anderen kanonisch konjugierten Felder lauten

πi =
∂L

∂(∂0Ai)
= −1

2
F µν ∂Fµν

∂(∂0Ai)
= −1

2

(
F 0i − F i0

)
= F i0 ≡ Ei = ∂iA0 − ∂0Ai = −∂0A

i ,

(3.149)
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wobei wir im letzten Schritt Gl. (3.145) benutzt haben.
Nun fordern wir Gleichzeit-Vertauschungsrelationen in Analogie zum neutralen

skalaren Fall, Gl. (3.23), also[
Âi(t, ~x), π̂j(t, ~x ′)

]
= i g j

i δ
(3)(~x− ~x ′) . (3.150)

Hier ist anzumerken, dass das kovariante Vektorpotential Ai kanonisch konjugiert zum
kontravarianten Feld πi ist, vgl. Gl. (3.149); dies erklärt die Stellung der Lorentz–Indizes
auf der linken Seite der Gleichung. Auf der rechten Seite bemerken wir, dass g j

i ≡ δij, also
genau was wir erwarten, nämlich dass der Kommutator verschwindet, wenn i 6= j. Für
i = j haben wir dann eine Gleichzeit-Vertauschungsrelation wie im neutralen skalaren
Fall, Gl. (3.23).

Leider ist Gl. (3.150) inkorrekt, sie kann nicht die richtige Gleichzeit-Vertauschungs-
relation darstellen. Dies sieht man daran, dass diese Gleichung nicht im Einklang mit der
Strahlungseichbedingung (3.146) ist. Bilden wir nämlich die 3–Divergenz der linken Seite
von Gl. (3.150), so erhalten wir

∂i
[
Âi(t, ~x), π̂j(t, ~x ′)

]
=
[
∂iÂi(t, ~x), π̂j(t, ~x ′)

]
= 0 , (3.151)

aufgrund von Gl. (3.146), während die rechte Seite offensichtlich nicht verschwindet,

i ∂jδ(3)(~x− ~x ′) 6= 0 . (3.152)

Dieser Widerspruch wird dadurch aufgelöst, dass wir eine modifizierte Gleichzeit-Ver-
tauschungsrelation fordern. Um diese abzuleiten, ersetzen wir zunächst den metrischen
Tensor auf der rechten Seite von Gl. (3.150) durch einen allgemeinen Rang-2 Tensor ∆ j

i ,[
Âi(t, ~x), π̂j(t, ~x ′)

]
= i∆ j

i δ
(3)(~x− ~x ′) . (3.153)

Der Tensor ∆ j
i kann keine gewöhnliche Zahl sein, denn sonst kommen wir in ähnliche

Schwierigkeiten wie mit dem metrischen Tensor in Gl. (3.150). Es wird sich herausstellen,
dass es sich um einen Differentialoperator handelt, also Ableitungen nach den Kom-
ponenten des Ortsvektors ~x enthält, ∆ j

i ≡ ∆ j
i [~∇]. Seine Form wird nun so bestimmt, dass

die modifizierte Gleichzeit-Vertauschungsrelation (3.153) im Einklang mit der Strahlungs-
eichbedingung (3.146) ist. Dazu benutzen wir die Fourier–Darstellung der δ–Funktion und
die Tatsache, dass der Differentialoperator ∆ j

i auf den Ortsvektor ~x wirkt, also unter das
Fourier–Integral gezogen werden kann. Ziehen wir noch der Zweckmäßigkeit halber den
kovarianten Index i nach oben, machen ihn also zum kontravarianten Index, so erhalten
wir[

Âi(t, ~x), π̂j(t, ~x ′)
]

= i∆ij[~∇]

∫
d3~k

(2π)3
ei
~k·(~x−~x ′) = i

∫
d3~k

(2π)3
∆ij[i~k] ei

~k·(~x−~x ′) . (3.154)

Im letzten Schritt haben wir noch ausgenutzt, dass wirkend auf ebene Wellen ∆ij[~∇] ≡
∆ij[i~k]. Bilden wir nun von dieser Gleichung die 3–Divergenz, so erhalten wir

0 = ∂i

[
Âi(t, ~x), π̂j(t, ~x ′)

]
= i

∫
d3~k

(2π)3
∆ij[i~k] ∂i e

i~k·(~x−~x ′)

= i

∫
d3~k

(2π)3
∆ij[i~k] (iki) ei

~k·(~x−~x ′) = −
∫

d3~k

(2π)3
ki ∆ij[i~k] ei

~k·(~x−~x ′) . (3.155)
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Da die ebenen Wellen ein linear unabhängiges Funktionensystem darstellen, kann diese
Gleichung nur dann korrekt sein, wenn

ki ∆ij[i~k] = 0 (3.156)

gilt. Dies bedeutet, dass ∆ij[i~k] der Projektionsoperator auf den zweidimensionalen

Unterraum orthogonal zur durch ~k definierten Richtung sein muss,

∆ij[i~k] = −δij +
ki kj

~k 2
. (3.157)

Man rechnet leicht nach, dass dieser Projektor Gl. (3.156) erfüllt,

ki ∆ij[i~k] = −ki δij + ki
ki kj

~k 2
= −kj +

~k 2 kj

~k 2
= 0 .

Mit anderen Worten, ∆ij[i~k] projiziert auf den Unterraum, der transversal zum Wellen-

zahlvektor ~k des Eichfeldes, also zur Ausbreitungsrichtung der elektromagnetischen Welle,
steht. Dieser transversale Unterraum wird, wie wir aus der Vorlesung “Elektrodynamik”
(Abschnitt 4.1.3) wissen, durch die beiden (linear unabhängigen) Polarisationsvekto-
ren aufgespannt. Da die beiden Polarisationsvektoren den physikalischen Freiheitsgraden
des Eichfelds entsprechen, wird also mit ∆ij[i~k] auf den physikalischen Unterraum
projiziert.

Setzen wir Gl. (3.157) in Gl. (3.154) ein, so erhalten wir als korrekte Gleichzeit-Ver-
tauschungsrelation[
Âi(t, ~x), π̂j(t, ~x ′)

]
= i

∫
d3~k

(2π)3
∆ij[i~k] ei

~k·(~x−~x ′) = −i
∫

d3~k

(2π)3

(
δij − ki kj

~k 2

)
ei
~k·(~x−~x ′)

= −i
(
δij − ∂i ∂j

∆

)∫
d3~k

(2π)3
ei
~k·(~x−~x ′)

= −i
(
δij − ∂i ∂j

∆

)
δ(3)(~x− ~x ′) ≡ i∆ij[~∇] δ(3)(~x− ~x ′) . (3.158)

Hier haben wir die Wirkung von ~∇ auf ebene Wellen durch die Ersetzung ~k → −i~∇
rückgängig gemacht, so dass wir den Operator ∆ij[~∇] wieder vor das Integral ziehen
konnten.

Die beiden anderen Gleichzeit-Vertauschungsrelationen, die wir noch fordern müssen,
lauten [

Âi(t, ~x), Âj(t, ~x ′)
]

=
[
π̂i(t, ~x), π̂j(t, ~x ′)

]
= 0 . (3.159)

Die Bewegungsgleichungen (3.136) vereinfachen sich in Strahlungseichung zu

� ~A = 0 . (3.160)

Die allgemeine Lösung dieser Wellengleichung lautet

~A(X) =

∫
d3~k

(2π)32Ek

2∑
λ=1

~ε (λ)(~k)
[
a(λ)(~k) e−iK·X + a(λ)∗(~k) eiK·X

]
, (3.161)
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mit (Kµ) = (Ek, ~k)T . Dies ist vollkommen analog zur allgemeinen Lösung der Klein–

Gordon–Gleichung für das neutrale skalare Feld. Da auch das Eichfeld ~A reell ist, sind
die beiden Fourier–Amplituden vor den ebenen Wellenfaktoren e±iK·X durch komplexe
Konjugation miteinander verknüpft. Der einzige Unterschied zum neutralen skalaren Feld
ist das Auftreten der beiden Polarisationsvektoren ~ε (λ)(~k), λ = 1, 2, die die Basisvek-

toren des physikalischen Unterraumes transversal zu ~k bilden, in dem auch der Vektor ~A
liegt. Dies garantiert dann auch die Transversalität der elektromagnetischen Felder (s.

Vorlesung “Elektrodynamik”, Abschnitt 4.1.2). Man beachte, dass es zu jedem ~k zwei
Polarisationsvektoren gibt.

Wir überprüfen nun durch Einsetzen, dass Gl. (3.161) eine Lösung der Wellengleichung
(3.160) ist,

0 = � ~A(X) =

∫
d3~k

(2π)32Ek

2∑
λ=1

~ε (λ)(~k)(−K2)
[
a(λ)(~k) e−iK·X + a(λ)∗(~k) eiK·X

]
. (3.162)

Aufgrund der linearen Unabhängigkeit der Polarisationsvektoren und der ebenen Wellen
kann diese Gleichung nur erfüllt werden, wenn

K2 = 0 ⇐⇒ E2
k = ~k 2 ⇐⇒ Ek = |~k| ≡ k . (3.163)

Dies ist die (erwartete) Dispersionsrelation für masselose Teilchen.
Die Bedingung (3.146) besagt

0 = ~∇ · ~A(X) = i

∫
d3~k

(2π)32k

2∑
λ=1

~ε (λ)(~k) · ~k
[
a(λ)(~k) e−iK·X − a(λ)∗(~k) eiK·X

]
, (3.164)

was (aufgrund der linearen Unabhängigkeit der ebenen Wellen) nur erfüllt werden kann,
wenn

~ε (λ)(~k) · ~k = 0 . (3.165)

Dies ist die Transversalitätsbedingung für die Polarisationsvektoren ~ε (λ)(~k). Da es nur

zwei unabhängige Richtungen gibt, die transversal zu ~k stehen, kann es auch nur zwei
linear unabhängige Polarisationsvektoren geben, ~ε (1)(~k) und ~ε (2)(~k), d.h. die Summe über
λ in Gl. (3.161) hat in der Tat nur zwei Terme, λ = 1, 2. Die zwei Polarisationsvektoren
können orthogonal zueinander gewählt werden,

~ε (λ)(~k) · ~ε (λ′)(~k) = δλλ′ . (3.166)

Nun quantisieren wir das Eichfeld (3.161), indem wir die Fourier–Amplituden zu Er-
zeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren erheben,

~̂A(X) =

∫
d3~k

(2π)32k

2∑
λ=1

~ε (λ)(~k)
[
â(λ)(~k) e−iK·X + â(λ)†(~k) eiK·X

]
, (3.167)

Für den Feldoperator des kanonisch konjugierten Feldes erhalten wir aufgrund von Gl.
(3.149)

~̂π(X) = −∂0
~̂A(X) = i

∫
d3~k

2(2π)3

2∑
λ=1

~ε (λ)(~k)
[
â(λ)(~k) e−iK·X − â(λ)†(~k) eiK·X

]
, (3.168)
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Mit Hilfe der Gleichzeit-Vertauschungsrelationen (3.158) und (3.159) können wir nun die

Vertauschungsrelationen für die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren â(λ)†(~k) und

â(λ)(~k) bestimmen. Dies verläuft vollkommen analog zum Fall des neutralen skalaren Fel-
des, s. Abschnitt 3.1, der einzige Unterschied ist das Auftreten der Polarisationsvektoren.
Wir stellen diese Rechnung als Übungsaufgabe H10 (i). Das Ergebnis ist[

â(λ)(~k), â(λ′)†(~k ′)
]

= 2k δλλ′ (2π)3δ(3)(~k − ~k ′) ,[
â(λ)(~k), â(λ′)(~k ′)

]
=

[
â(λ)†(~k), â(λ′)†(~k ′)

]
= 0 . (3.169)

Der Hamilton–Operator ist (für die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes s. Gl.
(1.106) der Vorlesung “Elektrodynamik”)

Ĥ =
1

2

∫
d3~x

(
~̂E 2 + ~̂B 2

)
. (3.170)

In Übungsaufgabe H10 (ii) ist zu zeigen, dass man dies in Strahlungseichung in die Form

Ĥ =
1

2

∫
d3~x

(
~̂π 2 − ~̂A ·∆ ~̂A

)
(3.171)

bringen kann (~̂π ≡ −∂0
~̂A, s. Gl. (3.149)). Setzt man dann die Glgen. (3.167) und (3.168)

ein, so erhält man nach kurzer Rechnung (die man in Übungsaufgabe H10 (iii) nachvoll-
ziehen soll)

Ĥ =

∫
d3~k

(2π)32k
k

2∑
λ=1

[
â(λ)†(~k)â(λ)(~k) +

1

2
2k (2π)3δ(3)(0)

]
. (3.172)

Führt man nun den Teilchenzahloperator für Photonen mit Polarisation λ und
Impuls ~k über die Relation

2k (2π)3δ(3)(0) N̂ (λ)(~k) ≡ â(λ)†(~k)â(λ)(~k) (3.173)

ein, so erhalten wir als Endergebnis

Ĥ = (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
k

2∑
λ=1

[
N̂ (λ)(~k) +

1

2

]
. (3.174)

Dieser Ausdruck ist wiederum sehr anschaulich interpretierbar: es wird die Zahl der Pho-
tonen mit Polarisation λ und Impuls ~k gemessen und anschließend über alle Polarisationen
und Impulse summiert (bzw. integriert). Die Nullpunktsenergie kann man wieder durch
Renormierung oder Normalordnung beseitigen,

Ĥren ≡ Ĥ − 〈0|Ĥ|0〉 = : Ĥ : = (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
k

2∑
λ=1

N̂ (λ)(~k) . (3.175)
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3.4.2 Kovariante Quantisierung

18.12.2020

Es ist nicht notwendig, die Lorentz–Kovarianz bei der Quantisierung des Eichfeldes auf-
zugeben, man kann das Eichfeld auch in einer kovarianten Eichung, z.B. der Lorenz–
Eichung (3.138), quantisieren. Dann benötigt man aber Gleichzeit-Vertauschungsrela-
tionen für alle vier Komponenten des Eichfeldes Âµ und die des zugehörigen kanonisch
konjugierten Feldes π̂ν ≡ ∂L/∂(∂0Âν),[

Âµ(t, ~x), π̂ν(t, ~x
′)
]

= i gµν δ
(3)(~x− ~x ′) ,[

Âµ(t, ~x), Âν(t, ~x
′)
]

= [π̂µ(t, ~x), π̂ν(t, ~x
′)] = 0 . (3.176)

Nun ergibt sich aber das Problem, dass, wie wir schon in Gl. (3.148) gesehen haben, π0 =
∂L/∂(∂0A

0) ≡ 0. Daher sollte der erste Kommutator (3.176) für µ = ν = 0 verschwinden,
und nicht gleich i δ(3)(~x− ~x ′) sein. Um die Kovarianz zu erhalten, benötigen wir also ein
π0, welches nicht verschwindet. Dies bedingt aber, dass wir die Lagrange–Dichte ändern.
Dies wiederum würde im allgemeinen die Bewegungsgleichungen verändern, was wir im
Prinzip vermeiden sollten.

Eine Änderung der Lagrange–Dichte ist nur dann erlaubt, wenn sie zu eichäquivalen-
ten Bewegungsgleichungen für Aµ führt, d.h. zu den Maxwell–Gleichungen in einer be-
stimmten Eichung, in unserem Fall also der Lorenz–Eichung, s. Gl. (3.139). Wir suchen
also nach der Lagrange–Dichte, die gemäß den Euler–Lagrange–Gleichungen (2.30) für
Felder direkt auf die Maxwell–Gleichungen in der Form (3.139) führt. Diese Lagrange–
Dichte nennt man dann eichfixierte Lagrange–Dichte. Wir versuchen es mit

L = −1

4
FµνF

µν − 1

2

(
∂λA

λ
)2

, (3.177)

d.h. wir addieren den eichfixierenden Term−1
2

(
∂λA

λ
)2

zur gewohnten Lagrange–Dichte
des elektromagnetischen Feldes. Die Bewegungsgleichungen nach Euler–Lagrange lauten
dann

0 =
∂L
∂Aν

− ∂µ
∂L

∂(∂µAν)
= ∂µF

µν + ∂µ
(
∂λA

λgµν
)

= �Aν − ∂ν∂µAµ + ∂ν∂λA
λ ≡ �Aν , (3.178)

also genau das erwünschte Resultat (3.139) der Maxwell–Gleichungen in Lorenz–Eichung!
Im allgemeinen kann man den eichfixierenden Term noch mit einer Konstante multipli-

zieren, so dass

L = −1

4
FµνF

µν − λ

2
(∂ · A)2 . (3.179)

Die Bewegungsgleichungen lauten dann

0 = �Aν − (1− λ)∂ν∂ · A . (3.180)

Die Wahl λ = 1 führt wieder auf das Resultat (3.178). Im Kontext der Quantenfeldtheorie
bezeichnet man diese Wahl (d.h. die Lorenz–Eichung) auch als Feynman–Eichung.
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Das kanonisch konjugierte Feld π0, welches aus der eichfixierten Lagrange–Dichte (3.179)
folgt, ist nicht mehr trivial,

π0 =
∂L

∂(∂0A0)
= −λ ∂ · A . (3.181)

In Feynman–(Lorenz–)Eichung ist dann

π0 = −∂ · A . (3.182)

Aber dies ist wiederum ein Problem, denn die Lorenz–Eichbedingung (3.138) impliziert,
dass dieser Ausdruck null ist! Also wäre wieder π̂0 = 0 und wir hätten wiederum einen
Widerspruch in der ersten Vertauschungsrelation (3.176)!

Der Ausweg aus diesem Dilemma ist, dass man das Verschwinden von π0 bzw. die
Lorenz–Eichbedingung (3.138) nicht auf dem Operator-Niveau fordern darf, d.h.

π̂0 = −λ ∂ · Â 6= 0 , (3.183)

weil dies, wie gerade gezeigt, zum Widerspruch mit der Vertauschungsrelation (3.176)
führen würde. Man darf dies aber auf dem Niveau der Erwartungswerte fordern,

〈ψ|π̂0|ψ〉 = −λ〈ψ|∂ · Â|ψ〉 = 0 , (3.184)

Dies ist streng genommen eine Forderung an den physikalischen Zustand |ψ〉, und nicht
an den Operator π̂0.

Momentan stellen wir keine zusätzlichen Bedingungen (wie die Eichbedingung (3.138))
an den Feldoperator Âν . Wir fordern lediglich, dass er der Bewegungsgleichung

�Âν = 0 (3.185)

genügt. Die Lösung ist offensichtlich

Âµ(X) =

∫
d3~k

(2π)32k

3∑
λ=0

ε(λ)
µ (~k)

[
â(λ)(~k) e−iK·X + â(λ)†(~k) eiK·X

]
, (3.186)

wobei wiederum Kµ = (Ek, ~k)T mit Ek = k. Der Unterschied zum Eichfeld in Strahlungs-
eichung ist, dass Âµ immer noch vier unabhängige Feldkomponenten hat und dement-

sprechend vier Polarisationsvektoren ε
(λ)
µ (~k), λ = 0, 1, 2, 3, auftreten. Diese Polarisations-

vektoren müssen linear unabhängig sein, was man am einfachsten dadurch erreicht, dass
man sie 4–orthogonal wählt,

ε(λ)
µ (~k)ε(λ′)µ(~k) ≡ ε(λ)(~k) · ε(λ′)(~k) = gλλ

′
. (3.187)

Dies impliziert, dass ε(0)µ(~k) ein zeitartiger Vektor ist und ε(i)µ(~k), i = 1, 2, 3, raumar-
tige Vektoren sind.
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Betrachten wir nun ein Photon, welches sich in z–Richtung bewegt, Kµ = (k, 0, 0, k)T .
Wir wählen

ε(0)µ(~k) =


1
0
0
0

 , ε(1)µ(~k) =


0
1
0
0

 , ε(2)µ(~k) =


0
0
1
0

 , ε(3)µ(~k) =


0
0
0
1

 .

(3.188)
Es gilt

K · ε(1,2)(~k) = 0 , (3.189)

d.h. für die Wahl (3.188) sind ε(1,2)µ(~k) 4–transversal zum 4–Impulsvektor Kµ. Dies

bedeutet auch, dass die Polarisationsvektoren ε(1,2)µ(~k) die physikalischen Polarisati-
onsfreiheitsgrade repräsentieren. Ferner haben wir

K · ε(0)(~k) = k > 0 , K · ε(3)(~k) = −k < 0 . (3.190)

Das sog. zeitartige Photon, welches zum Polarisationsvektor ε(0)µ(~k) gehört, und das

sog. longitudinale Photon, repräsentiert durch den Polarisationsvektor ε(3)µ(~k), stellen
die unphysikalischen Freiheitsgrade dar.

Da wir keine weiteren Bedingungen (wie die Lorenz–Eichbedingung (3.138)) an Âµ stel-
len, ist π̂0 6= 0, und es bestehen keinerlei Bedenken, die Vertauschungsrelationen (3.176)
zu fordern. Legt man diese zugrunde, so kann man aus diesen dann Vertauschungsrelatio-
nen für die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren â(λ)†(~k) und â(λ)(~k) ableiten. Dazu
bemerken wir zunächst, dass

π̂0 = −∂ · Â = −∂0Â
0 − ~∇ · ~̂A ,

π̂i = F̂i0 = ∂iÂ0 − ∂0Âi . (3.191)

Räumliche Ableitungen von Âν in der Gleichzeit-Vertauschungsrelation (3.176) werden
aber bezüglich des Arguments ~x ′ genommen. Wir dürfen die Ableitung daher aus dem
Kommutator herausziehen und erhalten dann Kommutatoren von zwei Âµ–Feldern, welche
miteinander vertauschen. Es bleiben also lediglich zeitliche Ableitungen zu berücksichtigen,[

Âµ(t, ~x), π̂ν(t, ~x
′)
]

= −
[
Âµ(t, ~x), ∂0Âν(t, ~x

′)
]

= i gµν δ
(3)(~x− ~x ′) . (3.192)

Die weitere Rechnung ist Gegenstand der Übungsaufgabe H11 und führt auf[
â(λ)(~k), â(λ′)†(~k ′)

]
= −2k gλλ

′
(2π)3δ(3)(~k − ~k ′) ,[

â(λ)(~k), â(λ′)(~k ′)
]

=
[
â(λ)†(~k), â(λ′)†(~k ′)

]
= 0 . (3.193)

Diese Vertauschungsrelationen sehen auf den ersten Blick unschuldig aus. In der Tat hat
man für λ = 1, 2, 3 die üblichen Relationen, denen wir auch beim skalaren Feld begegnet
sind. Aber das zusätzliche Minus-Zeichen bei λ = 0 ist problematisch, da es zur Folge
hat, dass Zustände mit einem zeitartigen Photon negative Norm haben. Betrachten wir
nämlich den Zustand

â(0)†(~k)|0〉 = N |1(0)
~k
〉 , (3.194)
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so hat dieser Zustand die (quadrierte) Norm

|N |2〈1(0)
~k
|1(0)
~k
〉 = 〈0| â(0)(~k)â(0)†(~k) |0〉 = 〈0| â(0)†(~k)â(0)(~k)− 2k (2π)3δ(3)(0) |0〉

= −2k (2π)3δ(3)(0) 〈0|0〉 ≡ −2k (2π)3δ(3)(0) , (3.195)

wenn wir annehmen, dass der Vakuumzustand auf eins normiert ist, also

〈1(0)
~k
|1(0)
~k
〉 = − 2k

|N |2
(2π)3δ(3)(0) < 0 . (3.196)

Wie ist dieses Ergebnis zu interpretieren? Fock–Raum-Zustände sollten an und für sich
positive Norm haben. Man kann sich zudem leicht davon überzeugen, dass die (quadrier-

te) Norm eines Zustands mit n(0)(~k) zeitartigen Photonen mit Impuls ~k proportional zu

(−1)n
(0)(~k) ist, also hat der Fock–Raum eine indefinite Metrik. Ein weiteres Problem

tritt auf, wenn wir den Hamilton–Operator berechnen. Wie in Übungsaufgabe H11 zu
zeigen, ist der renormierte Hamilton–Operator

Ĥren =

∫
d3~k

(2π)32k
k

[
3∑

λ=1

â(λ)†(~k)â(λ)(~k)− â(0)†(~k)â(0)(~k)

]
, (3.197)

d.h. zeitartige Photonen tragen mit negativem Vorzeichen zur Energie bei. Das Minus-
Zeichen vor dem letzten Term ergibt einen negativen Erwartungswert für die Energie
in Zuständen mit einem zeitartigen Photon,

〈1(0)
~k
| Ĥren |1(0)

~k
〉 = −

∫
d3~q

(2π)32q
q 〈1(0)

~k
| â(0)†(~q)â(0)(~q) |1(0)

~k
〉

= −
∫

d3~q

2(2π)3

1

|N |2
〈0| â(0)(~k)â(0)†(~q)â(0)(~q)â(0)†(~k) |0〉

= −
∫

d3~q

2(2π)3

1

|N |2
〈0|
[
â(0)(~k), â(0)†(~q)

] [
â(0)(~q), â(0)†(~k)

]
|0〉

= −
∫

d3~q

2(2π)3

1

|N |2
(−2k)2 (2π)6 δ(3)(~k − ~q) δ(3)(0) 〈0|0〉

= − 2k2

|N |2
(2π)3 δ(3)(0) < 0 . (3.198)

Hier haben wir von der ersten zur zweiten Zeile Gl. (3.194) und von der dritten zur vierten
Zeile Gl. (3.193) benutzt. Von der zweiten zur dritten Zeile haben wir ausgenutzt, dass
ein Vernichtungsoperator wirkend auf den Vakuumzustand null ergibt.

Das negative Vorzeichen ist aber eine Konsequenz der negativen (quadratischen) Norm
(3.196) der Zustände mit einem zeitartigen Photon. Der renormierte Hamilton–Operator
selbst hat positiv-semidefinite Eigenwerte. Um dies zu sehen, betrachten wir den
Teilchenzahloperator für zeitartige Photonen. Er ist durch die Relation

2k (2π)3δ(3)(0) N̂ (0)(~k) = −â(0)†(~k)â(0)(~k) (3.199)

95



3 Kanonische Quantisierung

definiert. Das negative Vorzeichen sorgt dafür, dass der Eigenwert von N̂ (0)(~k) in einem

Zustand mit einem zeitartigen Photon mit Impuls ~k gleich +1 ist,

N̂ (0)(~k) |1(0)
~k
〉 = − 1

2k (2π)3δ(3)(0)
â(0)†(~k)â(0)(~k)

1

N
â(0)†(~k) |0〉

= − 1

2k (2π)3δ(3)(0)

1

N
â(0)†(~k)

[
â(0)(~k), â(0)†(~k)

]
|0〉

= − 1

2k (2π)3δ(3)(0)

1

N
â(0)†(~k) (−2k)(2π)3δ(3)(0) |0〉

=
1

N
â(0)†(~k) |0〉 = |1(0)

~k
〉 . (3.200)

Die Definition (3.199) ist also korrekt. Das negative Vorzeichen sorgt dafür, dass das
negative Vorzeichen aus der Vertauschungsrelation (3.193) bei zeitartigen Photonen auf-
gehoben wird. Mit den durch die Relation

2k (2π)3δ(3)(0) N̂ (λ)(~k) = â(λ)†(~k)â(λ)(~k) , λ = 1, 2, 3 , (3.201)

definierten Teilchenzahloperatoren für raumartige Photonen lautet also der renormierte
Hamilton–Operator (3.197)

Ĥren = (2π)3δ(3)(0)

∫
d3~k

(2π)3
k

3∑
λ=0

N̂ (λ)(~k) , (3.202)

und da alle Teilchenzahloperatoren positiv semi-definite Eigenwerte haben, hat auch Ĥren

positiv semi-definite Eigenwerte, q.e.d.

Wir hatten gesehen, dass wir die Lorenz–Eichbedingung (3.138) nicht als Operator-
Identität (3.183) fordern dürfen, sondern lediglich auf der Ebene der Erwartungswerte,
Gl. (3.184). Wir betrachten nun

∂ · Â |ψ〉 =
(
∂ · Â(+) + ∂ · Â(−)

)
|ψ〉 , (3.203)

wobei

Â(+)
µ (X) =

∫
d3~k

(2π)32k

3∑
λ=0

ε(λ)
µ (~k) â(λ)(~k) e−iK·X , (3.204)

Â(−)
µ (X) =

∫
d3~k

(2π)32k

3∑
λ=0

ε(λ)
µ (~k) â(λ)†(~k) eiK·X ≡

[
Â(+)
µ (X)

]†
. (3.205)

Da Â
(+)
µ (X) nur Vernichtungsoperatoren enthält, erhalten wir aus Gl. (3.203) für den

Vakuumzustand |ψ〉 ≡ |0〉

∂ · Â |0〉 =
(
∂ · Â(+) + ∂ · Â(−)

)
|0〉 ≡ ∂ · Â(−)|0〉 . (3.206)
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I.a. ist dieser Ausdruck aber nicht null, da Â
(−)
µ (X) Erzeugungsoperatoren enthält.

Damit können wir nicht fordern, dass ∂ · Â |ψ〉 = 0, da dies schon für den Vakuumzustand
nicht zutrifft. Wir können aber die weniger restriktive Bedingung

∂ · Â(+)|ψ〉 = 0 (3.207)

an physikalische Zustände |ψ〉 stellen. Für den Vakuumzustand ist diese Bedingung
aufgrund der Definition (3.204) automatisch erfüllt. Wir fordern nun, dass dies für alle
physikalischen Zustände |ψ〉 gelten soll. Dies hat die Konsequenz, dass der Erwartungs-
wert der Lorenz–Eichbedingung in physikalischen Zuständen

〈ψ| ∂ · Â |ψ〉 = 〈ψ| ∂ · Â(+) + ∂ · Â(−) |ψ〉 = 〈ψ| ∂ · Â(−) |ψ〉 (3.208)

= 〈ψ|
(
∂ · Â(−)

)†
|ψ〉∗ = 〈ψ| ∂ · Â(+) |ψ〉∗ = 〈ψ| ∂ · Â(+) |ψ〉 ≡ 0 .

Hier haben wir in der ersten Zeile die Bedingung (3.207) benutzt, um den ersten Term
zum Verschwinden zu bringen. Von der ersten zur zweiten Zeile haben wir dann die De-
finition des adjungierten Operators ausgenutzt. Sodann wurde Gl. (3.205), die Tatsache,
dass Erwartungswerte reell sind, und zum Schluss nochmals die Bedingung (3.207) be-
nutzt. Insgesamt sehen wir aus dieser Rechnung, dass die Bedingung (3.207) dafür sorgt,
dass die Lorenz–Eichbedingung auf dem Niveau der Erwartungswerte, Gl. (3.184), erfüllt
ist. Die Bedingung (3.207) wurde zuerst von Gupta und Bleuler formuliert. Man spricht
dementsprechend von der Quantisierung nach Gupta und Bleuler.

Die Gupta–Bleuler–Quantisierungsvorschrift (3.207) löst auch das Problem mit den
negativen Erwartungswerten des renormierten Hamilton–Operators. Es gilt dann nämlich
mit Gl. (3.204)

0 = ∂ · Â(+)|ψ〉 =

∫
d3~k

(2π)32k

3∑
λ=0

(−iK) · ε(λ)(~k) â(λ)(~k) e−iK·X |ψ〉 , (3.209)

was wegen der linearen Unabhängigkeit der ebenen Wellen nur erfüllt werden kann, wenn

3∑
λ=0

K · ε(λ)(~k) â(λ)(~k) |ψ〉 = 0 . (3.210)

Aber für die physikalischen, transversalen Polarisationsvektoren gilt Gl. (3.189), also
bleibt [

K · ε(0)(~k) â(0)(~k) +K · ε(3)(~k) â(3)(~k)
]
|ψ〉 = 0 . (3.211)

Aber aufgrund von Gl. (3.190) gilt auch K · ε(0)(~k) = −K · ε(3)(~k), also folgt[
â(0)(~k)− â(3)(~k)

]
|ψ〉 = 0 ⇐⇒ â(0)(~k) |ψ〉 = â(3)(~k) |ψ〉 . (3.212)

Dies bedeutet wiederum, dass zeitartige Photonen identisch mit longitudinalen Photonen
sind, denn die Wirkung des Vernichtungsoperators für ein zeitartiges Photon ist identisch
mit der des Vernichtungsoperators für ein longitudinales Photon. Daher enthalten physi-
kalische Zustände stets Mischungen von zeitartigen und longitudinalen Photonen, sie
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können nicht einfach nur ein zeitartiges Photon enthalten. In der Tat erhalten wir aus Gl.
(3.212)

〈ψ| â(0)†(~k)â(0)(~k) |ψ〉 = 〈ψ| â(3)†(~k)â(3)(~k) |ψ〉 , (3.213)

und daher heben sich die Beiträge der zeitartigen und der longitudinalen Photonen in Er-
wartungswerten des renormierten Hamilton–Operators (3.197) in physikalischen Zustän-
den gegeneinander weg,

〈ψ| Ĥren |ψ〉 =

∫
d3~k

(2π)32k
k

2∑
λ=1

〈ψ| â(λ)†(~k)â(λ)(~k) |ψ〉 . (3.214)

Dieser Ausdruck ist identisch mit dem Erwartungswert von Ĥren in Strahlungseichung, vgl.
Gl. (3.175), lediglich die physikalischen, transversalen Polarisationfreiheitsgrade tragen zu
einer physikalisch meßbaren Größe wie der Energie bei.
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4 Pfadintegral–Formulierung der
Quantenmechanik

13.1.2021

In diesem Kapitel behandeln wir die Pfadintegral–Formulierung der Quantenmechanik.
Der besseren Wiedererkennung wegen restaurieren wir Faktoren ~.

4.1 Propagatoren

Wir betrachten die Schrödinger–Gleichung für (zeitabhängige) Schrödinger–Bild-Zu-
stände |ψ(t)〉S,

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉S = Ĥ(t) |ψ(t)〉S , (4.1)

wobei

Ĥ(t) =
~̂p 2

2m
+ V (t, ~̂x) (4.2)

der Hamilton–Operator des Systems ist. Die Zeitabhängigkeit von Ĥ(t) ist hier ausschließ-

lich eine explizite, falls beispielsweise das externe Potential V (t, ~̂x) zeitlich variiert. In
der Regel sind Operatoren im Schrödinger–Bild zeitunabhängig. Die formale Lösung von
Gl. (4.1) lautet (vgl. Abschnitt 3.3 der Vorlesung “Quantenmechanik I”)

|ψ(t)〉S = Û(t, 0) |ψ(0)〉S , (4.3)

mit dem Zeitentwicklungsoperator

Û(t, 0) = T̂ exp

[
− i
~

∫ t

0

dt′ Ĥ(t′)

]
. (4.4)

Hier ist T̂ der Zeitordnungsoperator. Der Zeitentwicklungsoperator ist unitär,

Û †(t, 0) = T̂ exp

[
i

~

∫ t

0

dt′ Ĥ(t′)

]
= T̂ exp

[
− i
~

∫ 0

t

dt′ Ĥ(t′)

]
= Û(0, t) = Û−1(t, 0) .

(4.5)
Er besitzt zudem die Konvolutionseigenschaft

Û(tf , 0)Û(0, ti) ≡ Û(tf , ti) . (4.6)

Heisenberg–Bild-Zustände |ψ〉H stimmen zu einem festem Zeitpunkt, z.B. t = 0,
mit den Schrödinger–Bild-Zuständen überein,

|ψ〉H ≡ |ψ(0)〉S . (4.7)
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4 Pfadintegral–Formulierung der Quantenmechanik

Die Wellenfunktion ψ(t, ~x) berechnet sich aus den Hilbert–Raum-Zuständen |ψ(t)〉S
durch Projektion auf Ortsraum-Zustände |~x〉,

ψ(t, ~x) ≡ 〈~x|ψ(t)〉S = 〈~x| Û(t, 0) |ψ(0)〉S = 〈~x| Û(t, 0) |ψ〉H , (4.8)

wobei wir die Glgen. (4.3) und (4.7) benutzt haben. Wir definieren nun die zeitentwi-
ckelten Ortsraum-Zustände

|t, ~x〉 ≡ Û(0, t) |~x〉 = T̂ exp

[
i

~

∫ t

0

dt′ Ĥ(t′)

]
|~x〉 = Û †(t, 0) |~x〉 . (4.9)

Man beachte die Stellung der Argumente; in der Regel würde man für eine Zeitentwicklung
von 0 nach t die umgekehrte Reihenfolge erwarten. Wie wir jedoch sehen werden, ist die
oben angegebene die korrekte. Die Wellenfunktion (4.8) ist damit auch identisch mit

ψ(t, ~x) = 〈t, ~x|ψ〉H . (4.10)

Ortsraum-Zustände sind vollständig,

1 =

∫
d3~xi |~xi〉〈~xi| , (4.11)

wobei der Index i lediglich aus Gründen der Notation eingeführt wird. Wir zeigen nun,
dass auch die zeitentwickelten Ortsraum-Zustände (4.9) vollständig sind,

1 = Û(0, ti) Û(ti, 0) = Û(0, ti) 1 Û(ti, 0) = Û(0, ti)

∫
d3~xi |~xi〉〈~xi| Û(ti, 0)

=

∫
d3~xi Û(0, ti) |~xi〉〈~xi| Û(ti, 0) =

∫
d3~xi |ti, ~xi〉〈ti, ~xi| , q.e.d. (4.12)

Hier haben wir im letzten Schritt die Definition (4.9) der zeitentwickelten Ortsraum-
Zustände benutzt. Gleichung (4.12) bedeutet, dass die Ortsraum-Zustände |~xi〉 auch nach
Zeitentwicklung zum Zeitpunkt ti vollständig sind.

Durch Einschieben der vollständigen Eins (4.12) können wir die Wellenfunktion (4.10)
auch schreiben als

ψ(t, ~x) = 〈t, ~x|ψ〉H =

∫
d3~xi 〈t, ~x|ti, ~xi〉〈ti, ~xi|ψ〉H ≡

∫
d3~xiK(t, ~x; ti, ~xi)ψ(ti, ~xi) ,

(4.13)
wobei

K(t, ~x; ti, ~xi) ≡ 〈t, ~x|ti, ~xi〉 (4.14)

die quantenmechanische Übergangsamplitude für einen Übergang vom Zustand
|ti, ~xi〉 zum Zustand |t, ~x〉 ist. Die entsprechende Übergangswahrscheinlichkeit ist

P (t, ~x; ti, ~xi) = |〈t, ~x|ti, ~xi〉|2 ≡ |K(t, ~x; ti, ~xi)|2 . (4.15)

Gleichung (4.13) hat eine einfache physikalische Interpretation. Falls man die Lösung
ψ(ti, ~xi) der Schrödinger-Gleichung zum Zeitpunkt ti an allen Orten ~xi kennt, so kann man
die Lösung ψ(t, ~x) zum Zeitpunkt t am Ort ~x durch Multiplikation mit K(t, ~x; ti, ~xi) und
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Integration über alle Orte ~xi konstruieren. Man sagt, die ÜbergangsamplitudeK(t, ~x; ti, ~xi)
propagiert die Lösung ψ(ti, ~xi) vom Raum-Zeit-Punkt (ti, ~xi) zum Raum-Zeit-Punkt
(t, ~x). Deshalb nennt man K(t, ~x; ti, ~xi) auch den (vollen) Propagator der Theorie. Die
Situation ist bildlich in Abb. 4.1 dargestellt. Hier haben wir uns auf den Fall der kausalen
Propagation, t > ti, beschränkt. Man kann natürlich auch die antikausale Propaga-
tion, t < ti, betrachten.

x

t

t

t

xxi

i

Abbildung 4.1: Propagation der Lösung ψ(ti, ~xi) zum Zeitpunkt t am Ort ~x mit Hilfe des
Propagators K(t, ~x; ti, ~xi).

Der Propagator hat eine interessante Konvolutionseigenschaft,

K(tf , ~xf ; ti, ~xi) = 〈tf , ~xf |ti, ~xi〉 =

∫
d3~x 〈tf , ~xf |t, ~x〉〈t, ~x|ti, ~xi〉

≡
∫

d3~xK(tf , ~xf ; t, ~x)K(t, ~x; ti, ~xi) . (4.16)

wobei wir die vollständige Eins (4.12) (nach entsprechender Umbenennung ti → t, ~xi → ~x)
eingeschoben haben. Physikalisch bedeutet dies, dass die Propagation von (ti, ~xi) nach
(tf , ~xf ) auch als Propagation von (ti, ~xi) nach (t, ~x) und dann von (t, ~x) nach (tf , ~xf )
betrachtet werden kann. Man beachte aber, dass man über alle möglichen Zwischenpunkte
~x zum Zeitpunkt t integrieren muss, vgl. Abb. 4.2.

Die Konvolutionseigenschaft (4.16) hilft beim Verständnis des berühmten Doppelspalt-
Experimentes für Elektronen. Wir nehmen an, dass alle Elektronen von einer Quelle bei
(ti, ~xi) mit fester Geschwindigkeit ausgesendet werden. Ferner soll der Zwischenzeitpunkt
t in Gl. (4.16) derjenige sein, an dem die Elektronen den Doppelspalt passieren. Den
Schirm erreichen sie dann zum Zeitpunkt tf , s. Abb. 4.3.

Wir nehmen an, dass beide Spalten gleich groß sind und die Fläche ∆F = ∆x∆y frei
lassen. Desweiteren habe die Blende die Dicke ∆z, so dass das von den Spalten gebildete
Volumen ∆V = ∆F∆z ist. Die Elektronen können den Doppelspalt natürlich nicht pas-
sieren, wenn sie auf der Blende des Doppelspaltes landen; sie müssen genau die beiden
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xxi

i

f

f

t

Abbildung 4.2: Veranschaulichung der Konvolutionseigenschaft (4.16).

t,x

t ,xi

A

i

Bt,x
fft ,x

Abbildung 4.3: Das Doppelspalt-Experiment.

Spalten bei ~xA und ~xB treffen. Daher reduziert sich das Volumenintegral in Gl. (4.16) auf

K(tf , ~xf ; ti, ~xi) ' ∆V [K(tf , ~xf ; t, ~xA)K(t, ~xA; ti, ~xi) +K(tf , ~xf ; t, ~xB)K(t, ~xB; ti, ~xi)] .
(4.17)

Hierbei haben wir angenommen, dass sich das Produkt K(tf , ~xf ; t, ~xA)K(t, ~xA; ti, ~xi) über
das Volumen ∆V des Spaltes bei ~xA nicht wesentlich ändert, so dass man diesen Faktor
aus dem Integral über d3~x herausziehen darf, und entsprechendes auch für den Beitrag des
Spaltes bei ~xB zum Integral. Die quantenmechanische Übergangsamplitude für Elektronen
von der Quelle am Raum-Zeit-Punkt (ti, ~xi) zu einem Punkt ~xf auf dem Schirm bei der
Zeit tf ist dann gemäß Gl. (4.15)

P (tf , ~xf ; ti, ~xi) = |K(tf , ~xf ; ti, ~xi)|2 (4.18)

= ∆V 2
{
|K(tf , ~xf ; t, ~xA)K(t, ~xA; ti, ~xi)|2 + |K(tf , ~xf ; t, ~xB)K(t, ~xB; ti, ~xi)|2

+ 2 Re [K(tf , ~xf ; t, ~xA)K(t, ~xA; ti, ~xi)K
∗(tf , ~xf ; t, ~xB)K∗(t, ~xB; ti, ~xi)]} .
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4.2 Pfadintegrale

Der letzte Term ist nicht positiv semi-definit. Er ist die Ursache für die wohlbekann-
ten quantenmechanischen Interferenzeffekte, die zu einem Beugungsmuster mit Maxima
(konstruktive Interferenz) und Minima (destruktive Interferenz) auf dem Schirm führen.

4.2 Pfadintegrale

Die Pfadintegral-Formulierung der Quantenmechanik (s. Kapitel 3 der Vorlesung
“Quantenmechanik II”) nutzt die Konvolutionseigenschaft (4.16) des Propagators bis
zum Extremen aus: es werden zunächst N Zwischenzeiten tj, j = 1, . . . , N , im Abstand
tj+1 − tj = τ eingeführt, vgl. Abb. 4.4, und dann der Limes N →∞ gebildet. Dabei soll
gleichzeitig τ → 0 gehen, so dass das Zeitintervall tf − ti ≡ (N + 1)τ konstant bleibt.

x

t

xxi f

f

t
t =t

tN−1

N

0

N+1
t     =t

t

t2

1

i

Abbildung 4.4: Zur Herleitung der Pfadintegral-Darstellung des Propagators.

N–faches Anwenden der Konvolutionseigenschaft (4.16) liefert zunächst

〈tf , ~xf |ti, ~xi〉 =

∫
d3~x1 · · · d3~xN 〈tf , ~xf |tN , ~xN〉〈tN , ~xN |tN−1, ~xN−1〉 · · · 〈t1, ~x1|ti, ~xi〉 .

(4.19)
Man beachte, dass bei jedem Zwischenzeitschritt tj über den gesamten Raum d3~xj inte-
griert wird. Das quantenmechanische Teilchen nimmt also alle möglichen Wege, um von
(ti, ~xi) nach (tf , ~xf ) zu gelangen.

Wir betrachten nun einen der Terme in Gl. (4.19), die Übergangsamplitude vom Zwi-
schenzeitschritt tj zum nächsten Zeitschritt tj+1, im Detail:

〈tj+1, ~xj+1|tj, ~xj〉 = 〈~xj+1| Û(tj+1, 0)Û(0, tj) |~xj〉 = 〈~xj+1| Û(tj+1, tj) |~xj〉 , (4.20)

wobei wir die Glgen. (4.6) und (4.9) benutzt haben. Der Zeitentwicklungsoperator kann
als Taylor–Reihe entwickelt werden,

Û(tj+1, tj) = T̂ exp

[
− i
~

∫ tj+1

tj

dt Ĥ(t)

]
= 1− i

~

∫ tj+1

tj

dt Ĥ(t) +O(τ 2) , (4.21)
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4 Pfadintegral–Formulierung der Quantenmechanik

wobei der Term n–ter Ordnung proportional zur n–ten Potenz des Zeitintervalls τ =
tj+1 − tj ist. Da wir am Ende τ → 0 gehen lassen, können wir alle Terme von höherer
Ordnung in τ im Folgenden unterdrücken. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung liefert
nun

Û(tj+1, tj) ' 1− i

~
Ĥ(t̄j) τ , (4.22)

wobei t̄j ein Zeitwert im Intervall [tj, tj+1] ist. Da wir τ → 0 gehen lassen, können wir
diesen Zeitwert o.B.d.A. auch als arithmetisches Mittel von tj und tj+1 wählen,

t̄j ≡
tj+1 + tj

2
.

Setzen wir Gl. (4.22) in Gl. (4.20) ein, so erhalten wir

〈tj+1, ~xj+1|tj, ~xj〉 ' 〈~xj+1|~xj〉 −
i

~
τ 〈~xj+1| Ĥ(t̄j) |~xj〉 . (4.23)

Die Ortsraum-Zustände sind orthogonal,

〈~xj+1|~xj〉 ≡ δ(3)(~xj+1 − ~xj) =

∫
d3~p

(2π~)3
exp

[
i

~
~p · (~xj+1 − ~xj)

]
. (4.24)

Der Hamilton–Operator ist eine Funktion von Impuls- und Ortsoperator,

Ĥ(t) ≡ H(~̂p, ~̂x, t) , (4.25)

also
Ĥ(t) |~xj〉 ≡ H(~̂p, ~̂x, t) |~xj〉 = H(~̂p, ~xj, t) |~xj〉 . (4.26)

Der Hamilton–Operator ist aber auch hermitesch, Ĥ = Ĥ†, also

〈~xj+1| Ĥ(t) = 〈~xj+1|H(~̂p, ~̂x, t) = 〈~xj+1|H(~̂p, ~xj+1, t) . (4.27)

Für das in Gl. (4.23) auftretende Matrixelement des Hamilton–Operators erhalten wir
also

〈~xj+1| Ĥ(t̄j) |~xj〉 = 〈~xj+1|H(~̂p, ~̂x, t̄j) |~xj〉
= 〈~xj+1|H(~̂p, ~xj, t̄j) |~xj〉 = 〈~xj+1|H(~̂p, ~xj+1, t̄j) |~xj〉

= 〈~xj+1|
1

2

[
H(~̂p, ~xj+1, t̄j) +H(~̂p, ~xj, t̄j)

]
|~xj〉 . (4.28)

Entwickeln wir die beiden Hamilton–Operatoren nach Taylor um das arithmetische Mittel
zwischen den Punkten ~xj und ~xj+1,

~̄xj ≡
~xj+1 + ~xj

2
,

so erhalten wir

H(~̂p, ~xj, t̄j) = H(~̂p, ~̄xj, t̄j) + ~∇H(~̂p, ~̄xj, t̄j) · (~xj − ~̄xj) +O[(~xj − ~̄xj)2] , (4.29)
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bzw.

H(~̂p, ~xj+1, t̄j) = H(~̂p, ~̄xj, t̄j) + ~∇H(~̂p, ~̄xj, t̄j) · (~xj+1 − ~̄xj) +O[(~xj+1 − ~̄xj)2] . (4.30)

Nehmen wir nun an, dass das Teilchen in einem (infinitesimalen) Zeitschritt τ keine großen
(finiten) Sprünge im Ortsraum macht, so können wir Terme von der Ordnung O(~xj − ~̄xj)
bzw. O(~xj+1 − ~̄xj) vernachlässigen und approximieren

1

2

[
H(~̂p, ~xj+1, t̄j) +H(~̂p, ~xj, t̄j)

]
' H(~̂p, ~̄xj, t̄j) . (4.31)

Nun müssen wir noch die Wirkung des Impulsoperators in H(~̂p, ~̄xj, t̄j) berücksichtigen.
Zu diesem Zweck schieben wir zwei vollständige Einsen von Impuls-Zuständen,

1 =

∫
d3~p |~p〉〈~p| , (4.32)

zwischen die Ortsraum-Zustände und dem Hamilton–Operator in Gl. (4.28) ein,

〈~xj+1|H(~̂p, ~̄xj, t̄j) |~xj〉 =

∫
d3~p ′j d3~pj 〈~xj+1|~p ′j〉〈~p ′j|H(~̂p, ~̄xj, t̄j) |~pj〉〈~pj|~xj〉 . (4.33)

Nun benutzen wir die Definition der ebenen Wellen als Überlapp zwischen Impuls- und
Ortsraum-Zuständen sowie die Orthogonalität der Impuls-Zustände,

〈~xj+1|~p ′j〉 =
1

√
2π~3 exp

(
i

~
~p ′j · ~xj+1

)
,

〈~pj|~xj〉 =
1

√
2π~3 exp

(
− i
~
~pj · ~xj

)
, (4.34)

〈~p ′j|H(~̂p, ~̄xj, t̄j) |~pj〉 = H(~pj, ~̄xj, t̄j) 〈~p ′j|~pj〉 = H(~pj, ~̄xj, t̄j) δ
(3)(~p ′j − ~pj) ,

und erhalten

〈~xj+1|H(~̂p, ~̄xj, t̄j) |~xj〉 =

∫
d3~pj

(2π~)3
H(~pj, ~̄xj, t̄j) exp

[
i

~
~pj · (~xj+1 − ~xj)

]
. (4.35)

Setzen wir dies in Gl. (4.23) ein und benutzen Gl. (4.24), so erhalten wir das bis auf Terme
der Ordnung O(τ 2) exakte Resultat

〈tj+1, ~xj+1|tj, ~xj〉 '
∫

d3~pj
(2π~)3

[
1− i

~
τ H(~pj, ~̄xj, t̄j)

]
exp

[
i

~
~pj · (~xj+1 − ~xj)

]
'

∫
d3~pj

(2π~)3
exp

{
i

~
[
~pj · (~xj+1 − ~xj)− τ H(~pj, ~̄xj, t̄j)

]}
, (4.36)

wobei wir im letzten Schritt die Taylor–Entwicklung der Exponentialfunktion bis zur
Ordnung O(τ) ausgenutzt haben. Setzen wir dieses Resultat nun in Gl. (4.19) ein, so
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erhalten wir mit ti ≡ t0 und tf ≡ tN+1

〈tf , ~xf |ti, ~xi〉 =

∫ [ N∏
j=1

d3~xj

][
N∏
j=0

d3~pj
(2π~)3

]
exp

{
i

~

N∑
j=0

[
~pj · (~xj+1 − ~xj)− τ H(~pj, ~̄xj, t̄j)

]}

=

∫ [ N∏
j=1

d3~xj

][
N∏
j=0

d3~pj
(2π~)3

]
exp

{
i

~

N∑
j=0

τ

[
~pj ·

~xj+1 − ~xj
τ

−H(~pj, ~̄xj, t̄j)

]}
N →∞
−→
τ → 0

∫
D~xD~p exp

{
i

~

∫ tf

ti

dt
[
~p · ~̇x−H(~p, ~x, t)

]}
. (4.37)

Hier haben wir die Definition der Ableitung,

lim
τ→0

~xj+1 − ~xj
τ

=
d~x

dt
≡ ~̇x ,

des Riemann–Integrals,

lim
τ→0

N∑
j=0

τ =

∫ tf

ti

dt ,

sowie die abkürzende Schreibweise

lim
N→∞

N∏
j=1

d3~xj ≡ D~x , lim
N→∞

N∏
j=0

d3~pj
(2π~)3

≡ D~p (4.38)

benutzt. Gleichung (4.37) ist die sog. Pfadintegral-Darstellung des Propagators. Man
beachte, dass über alle Pfade im Ortsraum zu integrieren ist, die vom fest vorgegebenen
Anfangspunkt ~x(ti) = ~xi zum fest vorgegebenen Endpunkt ~x(tf ) = ~xf führen. Desweiteren
integriert man ohne Einschränkung über alle Werte des Impulses. Dies erinnert an das
modifizierte Hamiltonsche Prinzip aus der analytischen Mechanik (s. Abschnitt 3.3
der Vorlesung “Theoretische Physik II: Klassische Mechanik”).

Es ist bemerkenswert, dass keine Operatoren mehr auftreten, die Impulse ~p und Orte
~x in Gl. (4.37) sind klassische Größen. Die quantenmechanische Natur des Propa-
gators verbirgt sich hinter der Tatsache, dass das Teilchen alle möglichen Wege im
Phasenraum (mit der Einschränkung, dass Anfangs- und Endpunkt im Ortsraum fest-
gelegt sind) durchlaufen kann, nicht nur den klassischen Weg. Jeder Weg trägt mit dem
komplexwertigen Gewicht bzw. Phasenfaktor

exp

{
i

~

∫ tf

ti

dt
[
~p · ~̇x−H(~p, ~x, t)

]}
zum Pfadintegral bei. Dies wiederum führt zu den wohlbekannten quantenmechanischen
Interferenzeffekten, vgl. das obige Beispiel des Doppelspalt-Experiments.

Falls die Hamilton–Funktion (wie üblich) quadratisch in den Impulsen ist,

H(~p, ~x, t) =
~p 2

2m
+ V (t, ~x) , (4.39)
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so kann man die Pfadintegral-Darstellung (4.37) durch Ausintegrieren der Impulse noch
etwas vereinfachen. Das j-te Impulsintegral über den Phasenfaktor lautet dann∫

d3~pj
(2π~)3

exp

{
i

~

[
~pj · (~xj+1 − ~xj)− τ

~p 2
j

2m
− τ V (t̄j, ~̄xj)

]}
= e−

i
~ τ V (t̄j ,~̄xj)

∫
d3~pj

(2π~)3
exp

[
− iτ

2m~
~p 2
j +

i

~
~pj · (~xj+1 − ~xj)

]
. (4.40)

Das Integral ist vom Typ eines verschobenen Gauß–Integrals,∫ ∞
−∞

dx e−ax
2−bx = eb

2/(4a)

√
π

a
. (4.41)

(NB: Dies gilt auch, wenn a und b imaginäre Zahlen sind, wie in Gl. (4.40).) Wir erhalten
also ∫

d3~pj
(2π~)3

exp

{
i

~

[
~pj · (~xj+1 − ~xj)− τ

~p 2
j

2m
− τ V (t̄j, ~̄xj)

]}
= e−

i
~ τ V (t̄j ,~̄xj)

1

(2π~)3

√
2m~ π
iτ

3

exp

[
−(~xj+1 − ~xj)2

4~2

2m~
iτ

]
=

√
m

2π~ iτ

3

exp

{
i

~
τ

[
m

2

(
~xj+1 − ~xj

τ

)2

− V (t̄j, ~̄xj)

]}
. (4.42)

Setzen wir dies in Gl. (4.37) ein, so erhalten wir

〈tf , ~xf |ti, ~xi〉 =

√
m

2π~ iτ

3(N+1) ∫ [ N∏
j=1

d3~xj

]
exp

{
i

~

N∑
j=0

τ

[
m

2

(
~xj+1 − ~xj

τ

)2

− V (t̄j, ~̄xj)

]}
N →∞
−→
τ → 0

N
∫
D~x exp

{
i

~

∫ tf

ti

dt
[m

2
~̇x 2 − V (t, ~x)

]}
≡ N

∫
D~x exp

[
i

~

∫ tf

ti

dt L(~x, ~̇x, t)

]
≡ N

∫
D~x exp

{
i

~
S[~x(t)]

}
. (4.43)

Hier haben wir die Normierungskonstante

N ≡ lim
N →∞
τ → 0

√
m

2π~ iτ

3(N+1)

(4.44)

eingeführt, sowie die Definition von Lagrange–Funktion und Wirkung benutzt.
Gleichung (4.43) ist folgendermaßen zu interpretieren: das quantenmechanische Teilchen

durchläuft jeden möglichen Pfad vom fest vorgegebenen Anfangsort ~xi zum fest vorge-
gebenen Endort ~xf . Für jeden dieser Pfade ist die Wirkung S[~x(t)] zu berechnen und in
das Argument des Phasenfaktors einzusetzen. Abschließend werden diese Phasenfaktoren
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4 Pfadintegral–Formulierung der Quantenmechanik

über alle möglichen Pfade aufsummiert (integriert). Der klassische Pfad ist bekannt-
lich derjenige, bei dem die Wirkung extremal oder stationär wird, vgl. Gl. (2.5). Diese
Bedingung führt dann auf die klassischen Bewegungsgleichungen, nämlich die Euler–
Lagrange–Gleichungen. Typischerweise ist das Extremum der Wirkung ein Minimum,
d.h. das Argument des Phasenfaktors ist klein, so dass der Phasenfaktor am geringsten
für Pfade in der Nähe des klassischen Pfades oszilliert. Die Phasenfaktoren von Pfaden
weitab vom klassischen Pfad dagegen haben große Argumente und oszillieren daher stark.
Dies führt zu destruktiver Interferenz dieser Beiträge. Im klassischen Limes, ~ → 0,
wird das Verhältnis S[~x(t)]/~ beliebig groß und es interferieren alle Pfade mit Ausnah-
me des klassischen Pfades destruktiv miteinander, so dass nur der Beitrag des letzteren
überlebt. Dann ist der Propagator einfach

lim
~→0
〈tf , ~xf |ti, ~xi〉 = N exp

{
i

~
S[~xklass.(t)]

}
. (4.45)

Durch eine Entwicklung der Wirkung um den klassischen Pfad bis zur quadratischen
Ordnung in den Ableitungen der Wirkung kann man auch explizit quantenmechanische
Korrekturen zu diesem Resultat berechnen (dies ist äquivalent zur sog. WKB-Näherung
in der Quantenmechanik).

4.3 Störungstheorie
15.1.2021

Mit Hilfe der Pfadintegral-Darstellung des Propagators erhält man eine physikalisch
sehr anschauliche Interpretation von Streuprozessen. Dazu benötigen wir die Störungs-
theorie, d.h. wir multiplizieren das Potential mit einer Zahl λ > 0 und betrachten
zunächst den Fall λ� 1. Am Schluss der Rechnung setzen wir dann λ = 1.

Zunächst entwickeln wir den Phasenfaktor in Gl. (4.43), der das Potential enthält, in
eine Taylor–Reihe,

exp

[
− i
~

∫ tf

ti

dt λ V (t, ~x)

]
= 1− i λ

~

∫ tf

ti

dt V (t, ~x)− λ2

2~2

∫ tf

ti

dt dt′ V (t, ~x)V (t′, ~x) + . . . .

(4.46)
Setzen wir dies wieder in den Propagator (4.43) ein, so erhalten wir die sog. Born–Reihe

K(tf , ~xf ; ti, ~xi) = K0(tf , ~xf ; ti, ~xi) +
∞∑
n=1

λnKn(tf , ~xf ; ti, ~xi) , (4.47)

wobei

K0(tf , ~xf ; ti, ~xi) = N
∫
D~x exp

(
i

~

∫ tf

ti

dt
m

2
~̇x 2

)
(4.48)

der freie Propagator, d.h. der Propagator im wechselwirkungsfreien Fall V (t, ~x) ≡ 0
ist. Der freie Propagator kann analytisch berechnet werden. Dazu gehen wir wieder zur
diskretisierten Version

K0(tf , ~xf ; ti, ~xi) =

√
m

2π~ iτ

3(N+1) ∫ N∏
j=1

d3~xj exp

[
i

~

N∑
j=0

τ
m

2

(
~xj+1 − ~xj

τ

)2
]

(4.49)
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über und benutzen die in Übungsaufgabe H13 (iv) zu beweisende Formel∫ ∞
−∞

N∏
j=1

dxj e
iγ[(x1−a)2+(x2−x1)2+...+(b−xN )2] =

√
iNπN

(N + 1)γN
exp

[
i γ

N + 1
(b− a)2

]
.

(4.50)
Mit γ ≡ m/(2~τ) und tf − ti = (N + 1)τ erhalten wir

K0(tf , ~xf ; ti, ~xi) =

√
m

2π~ iτ

3(N+1)
√

(2π~ iτ)N

(N + 1)mN

3

exp

[
im

2~τ(N + 1)
(~xf − ~xi)2

]
=

√
m

2π~ i(tf − ti)

3

exp

[
im (~xf − ~xi)2

2 ~ (tf − ti)

]
. (4.51)

Wenn wir uns auf kausale Propagation, tf > ti, beschränken, so können wir diesen
Ausdruck noch mit Θ(tf − ti) multiplizieren,

K0(tf , ~xf ; ti, ~xi) =

√
m

2π~ i(tf − ti)

3

exp

[
im (~xf − ~xi)2

2 ~ (tf − ti)

]
Θ(tf − ti) . (4.52)

Der Term erster Ordnung in der Born–Reihe lautet

K1(tf , ~xf ; ti, ~xi) = − i
~
N
∫
D~x exp

(
i

~

∫ tf

ti

dt
m

2
~̇x 2

)∫ tf

ti

dt V (t, ~x) , (4.53)

bzw. in diskretisierter Form

K1(tf , ~xf ; ti, ~xi)

= − i
~

√
m

2π~ iτ

3(N+1) N∑
`=0

τ

∫ N∏
j=1

d3~xj exp

[
im

2~τ

N∑
j=0

(~xj+1 − ~xj)2

]
V (t`, ~x`)

= − i
~

N∑
`=0

τ

∫
d3~x`

{√
m

2π~ iτ

3(N−`+1) ∫ N∏
j=`+1

d3~xj exp

[
im

2~τ

N∑
j=`

(~xj+1 − ~xj)2

]}

× V (t`, ~x`)

{√
m

2π~ iτ

3` ∫ `−1∏
j=1

d3~xj exp

[
im

2~τ

`−1∑
j=0

(~xj+1 − ~xj)2

]}

= − i
~

N∑
`=0

τ

∫
d3~x`K0(tf , ~xf ; t`, ~x`)V (t`, ~x`)K0(t`, ~x`; ti, ~xi)

N →∞
−→
τ → 0

− i
~

∫ tf

ti

dt

∫
d3~xK0(tf , ~xf ; t, ~x)V (t, ~x)K0(t, ~x; ti, ~xi)

= − i
~

∫ ∞
−∞

dt

∫
d3~xK0(tf , ~xf ; t, ~x)V (t, ~x)K0(t, ~x; ti, ~xi) . (4.54)

Hier haben wir im letzten Schritt die Integrationsgrenzen nach ±∞ geschoben, da die In-
tervalle (−∞, ti) und (tf ,∞) aufgrund der Kausalität des freien Propagators (4.52) nichts
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4 Pfadintegral–Formulierung der Quantenmechanik

zum Integral beitragen. Die Interpretation dieses Resultates ist folgende: das Teilchen pro-
pagiert frei vom Raum-Zeit-Punkt (ti, ~xi) zum Raum-Zeit-Punkt (t, ~x). Dort wird es vom
Potential V (t, ~x) beeinflusst. Danach propagiert es wieder frei bis zum Raum-Zeit-Punkt
(tf , ~xf ). Die Situation ist in Abb. 4.5 dargestellt. Man beachte, dass über alle Zeiten t
und alle Orte ~x integriert wird, also das Potential im Prinzip zu jedem Zeitpunkt t und
an jedem Ort ~x auf das Teilchen wirken kann, allerdings nur einmal, davor und danach
propagiert letzteres frei.

x

t

t

t

xxi

i

f

f

t

x

V(t,x)

Abbildung 4.5: Graphische Interpretation des ersten Terms der Born–Reihe.

Ganz analog leitet man auch den zweiten Term der Born–Reihe her,

K2(tf , ~xf ; ti, ~xi) =

(
− i
~

)2 ∫ ∞
−∞

dt1 dt2

∫
d3~x1 d3~x2K0(tf , ~xf ; t2, ~x2)V (t2, ~x2)

×K0(t2, ~x2; t1, ~x1)V (t1, ~x1)K0(t1, ~x1; ti, ~xi) . (4.55)

Man beachte, dass sich der Faktor 1/2, der bei der Entwicklung der Exponentialfunktion
auftritt, gegen einen Faktor 2 weghebt, der dadurch zustande kommt, dass es im Integral
über t1 und t2 zwei mögliche Anordnungen der Zwischenzeitpunkte gibt: t2 ≥ t1 und
t1 ≥ t2. Daher bekommt man einmal einen Beitrag vom Produkt V (t2, ~x2)V (t1, ~x1) für
t2 ≥ t1 und einen weiteren Beitrag V (t2, ~x2)V (t1, ~x1), wenn t1 ≥ t2. Nach Umbenennung
der Integrationsvariablen t2 ↔ t1, ~x2 ↔ ~x1 sind diese beiden Terme identisch. Der zweite
Term der Born–Reihe ist in Abb. 4.6 graphisch veranschaulicht. Das Potential wirkt nun
zweimal auf das Teilchen, bei den Raum-Zeit-Punkten (t1, ~x1) und (t2, ~x2), dazwischen
propagiert es frei. Wieder muss man über alle möglichen Positionen dieser Raum-Zeit-
Punkte integrieren. Die Kausalitätseigenschaft des freien Propagators (4.52) sorgt aber
dafür, dass ti ≤ t1 ≤ t2 ≤ tf .

Die Lösung (4.13) der Schrödinger–Gleichung lautet nun nach Einsetzen der Born–Reihe
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Abbildung 4.6: Graphische Interpretation des zweiten Terms der Born–Reihe.

(4.47) für λ = 1

ψ(tf , ~xf ) =

∫
d3~xiK(tf , ~xf ; ti, ~xi)ψ(ti, ~xi)

=

∫
d3~xiK0(tf , ~xf ; ti, ~xi)ψ(ti, ~xi)

− i

~

∫ ∞
−∞

dt

∫
d3~xK0(tf , ~xf ; t, ~x)V (t, ~x)

∫
d3~xiK0(t, ~x; ti, ~xi)ψ(ti, ~xi)

+

(
− i
~

)∫ ∞
−∞

dt

∫
d3~xK0(tf , ~xf ; t, ~x)V (t, ~x)

(
− i
~

)∫ ∞
−∞

dt1

∫
d3~x1

×K0(t, ~x; t1, ~x1)V (t1, ~x1)

∫
d3~xiK0(t1, ~x1; ti, ~xi)ψ(ti, ~xi)

+ . . .

=

∫
d3~xiK0(tf , ~xf ; ti, ~xi)ψ(ti, ~xi)

− i

~

∫ ∞
−∞

dt

∫
d3~xK0(tf , ~xf ; t, ~x)V (t, ~x)ψ(t, ~x) . (4.56)

Hier haben wir die rot markierten Terme wieder zur Lösung ψ(t, ~x) der Schrödinger–
Gleichung zusammengefasst.

4.4 Die Streumatrix

Wir betrachten nun einen Streuprozess, bei dem die Teilchen bei t = ±∞ wechsel-
wirkungsfrei sind. Für freie Teilchen können wir als Wellenfunktion Eigenzustände zum
Impuls ~p und zur Energie E, d.h. ebene Wellen ansetzen. Für den Anfangszustand, bzw.
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für das einlaufende Teilchen ist die Wellenfunktion dann

ψin(ti, ~xi) =
1

√
2π~3 exp

[
− i
~

(Eiti − ~pi · ~xi)
]
≡ 〈ti, ~xi|~pi〉in , (4.57)

wobei Ei ≡ E(~pi) die Energie des einlaufenden Teilchens ist. Der Index “in” gibt an,
dass es sich um Zustände des einlaufenden (engl. in-going) Teilchens handelt. Für den
Endzustand, d.h. das auslaufende Teilchen ist die Wellenfunktion entsprechend

ψout(tf , ~xf ) =
1

√
2π~3 exp

[
− i
~

(Ef tf − ~pf · ~xf )
]
≡ 〈tf , ~xf |~pf〉out , (4.58)

wobei nun Ef ≡ E(~pf ) die Energie des auslaufenden Teilchens ist. Der Index “out” gibt
an, dass es sich um Zustände des auslaufenden (engl. out-going) Teilchens handelt.

Wir fragen nun nach der quantenmechanischen Amplitude für die Streuung vom An-
fangszustand |~pi〉in in den Endzustand |~pf〉out, der sog. Streumatrix,

Sfi ≡ out〈~pf |~pi〉in

=

∫
d3~xf out〈~pf |tf , ~xf〉〈tf , ~xf |~pi〉in

=

∫
d3~xf d3~xi out〈~pf |tf , ~xf〉〈tf , ~xf |ti, ~xi〉〈ti, ~xi|~pi〉in

≡
∫

d3~xf d3~xi ψ
∗
out(tf , ~xf )K(tf , ~xf ; ti, ~xi)ψin(ti, ~xi)

≡
∫

d3~xf ψ
∗
out(tf , ~xf )ψ(tf , ~xf ) . (4.59)

Hier haben wir zunächst zwei vollständige Einsen von zeitentwickelten Ortsraum-Zustän-
den eingeschoben und sodann die Definition (4.14) des Propagators sowie Gl. (4.13) für die
zum Raum-Zeit-Punkt (tf , ~xf ) entwickelte einlaufende Wellenfunktion ψin(ti, ~xi) benutzt,

ψ(tf , ~xf ) =

∫
d3~xiK(tf , ~xf ; ti, ~xi)ψin(ti, ~xi) . (4.60)

Man beachte, dass wir den Index “in” bei ψ(tf , ~xf ) nun weglassen, da die im Intervall [ti, tf ]
stattfindende Wechselwirkung (die im vollen Propagator K(tf , ~xf ; ti, ~xi) berücksichtigt
ist) diese Wellenfunktion in nicht-trivialer Weise ändert. Insbesondere wird durch den in
diesem Zeitintervall stattfindenden Streuprozess der Anfangsimpuls ~pi verändert.

Das Resultat (4.59) ist der quantenmechanische Überlapp der Lösung ψ(tf , ~xf )
des vollen Streuproblems (mit dem vorgegebenen Anfangszustand ψin(ti, ~xi), in dem das
Teilchen den festen Impuls ~pi hat) mit dem auslaufenden Zustand ψout(tf , ~xf ), der Ei-
genzustand zum Impuls ~pf ist. Oder mit anderen Worten, die Streumatrix Sfi mißt den
Anteil einer ebenen Welle mit Impuls ~pf im Endzustand ψ(tf , ~xf ), wobei letzterer sich
aus dem Anfangszustand mit festem Impuls ~pi entwickelt hat.
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Setzen wir nun die Born–Reihe (4.47) für den vollen Propagator ein, so erhalten wir

Sfi =

∫
d3~xf d3~xi ψ

∗
out(tf , ~xf )K0(tf , ~xf ; ti, ~xi)ψin(ti, ~xi)

− i

~

∫
d3~xf d3~xi dt d3~xψ∗out(tf , ~xf )K0(tf , ~xf ; t, ~x)V (t, ~x)K0(t, ~x; ti, ~xi)ψin(ti, ~xi)

+ . . . , (4.61)

wobei wir nur den Term der nullten und ersten Ordnung der Born–Reihe explizit auf-
geführt haben und für letzteren Gl. (4.54) eingesetzt haben.

Eine ebene Welle, die wechselwirkungsfrei von (ti, ~xi) nach (tf , ~xf ) propagiert, ist immer
noch eine ebene Welle,∫

d3~xiK0(tf , ~xf ; ti, ~xi)ψin(ti, ~xi) ≡ ψin(tf , ~xf ) =
1

√
2π~3 exp

[
− i
~

(Eitf − ~pi · ~xf )
]
,

(4.62)
wie in Übungsaufgabe P13 gezeigt werden soll. Also ist der erste Term in Gl. (4.61)∫

d3~xf d3~xi ψ
∗
out(tf , ~xf )K0(tf , ~xf ; ti, ~xi)ψin(ti, ~xi) =

∫
d3~xf ψ

∗
out(tf , ~xf )ψin(tf , ~xf )

=
1

(2π~)3

∫
d3~xf exp

{
i

~
[(Ef − Ei) tf − (~pf − ~pi) · ~xf ]

}
= exp

[
i

~
(Ef − Ei) tf

]
δ(3)(~pf − ~pi) = δ(3)(~pf − ~pi) , (4.63)

weil aufgrund der δ–Funktion Ef = E(~pf ) = E(~pi) = Ei.
Alle Terme höherer Ordnung in Gl. (4.61) kürzen wir mit iTfi ab, wobei der Faktor i

Konvention ist und Tfi die sog. Übergangsmatrix darstellt. Während die δ–Funktion die
Amplitude dafür ist, dass keine Streuung stattfindet, also dass Anfangs- und Endimpuls
identisch sind, ~pf = ~pi, so stellt iTfi die Amplitude dafür da, dass eine Streuung stattge-
funden hat, also dass sich der Endimpuls vom Anfangsimpuls unterscheidet, ~pf 6= ~pi. Die
Streumatrix (4.61) lautet dann kompakt

Sfi = δ(3)(~pf − ~pi) + iTfi . (4.64)

4.5 Feynman–Diagramme

Es gibt eine einfache diagrammatische Notation für die Born–Reihe (4.47) des vollen
Propagators,

K(tf , ~xf ; ti, ~xi) = K0(tf , ~xf ; ti, ~xi)

− i

~

∫
dt d3~xK0(tf , ~xf ; t, ~x)V (t, ~x)K0(t, ~x; ti, ~xi) + . . . , (4.65)

s. Abb. 4.7.
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Abbildung 4.7: Diagrammatische Darstellung der Born–Reihe in Form von Feynman–
Diagrammen.

Diese Notation geht auf R.P. Feynman zurück; diese Diagramme heißen deshalb auch
Feynman–Diagramme. Mit Hilfe der Feynman–Regeln für die gleichnamigen Dia-
gramme lassen sich diese wieder in mathematische Formeln übersetzen. Die Feynman–
Regeln im Ortsraum lauten:

(i) Eine Linie zwischen zwei Raum-Zeit-Punkten (t1, ~x1) und (t2, ~x2) symbolisiert einen
freien Propagator,

K0(t2, ~x2; t1, ~x1) = t ,x t ,x1 1 2 2

(ii) Ein Vertex am Raum-Zeit-Punkt (t, ~x) symbolisiert einen Faktor

− i
~
V (t, ~x) =

t,x

Eine Integration über alle möglichen Werte (t, ~x) ist impliziert.

Man kann die Feynman–Regeln auch im Impulsraum formulieren. Dazu müssen alle
Objekte Fourier–transformiert werden. Der freie Propagator lautet in Fourier–Darstellung

K̃0(E2, ~p2;E1, ~p1) = (2π~)4δ(4)(P2 − P1)
i~

E2 − ~p 2
2

2m
+ iε

, (4.66)

wie in Übungsaufgabe H12.1 (i) zu zeigen ist. Ohne die genaue Form des Potentials V (t, ~x)
zu kennen, können wir nur die Definition des Fourier–transformierten Vertexes angeben,

Ṽ (ω, ~q) =

∫
dt d3~x V (t, ~x) exp

[
i

~
(ωt− ~q · ~x)

]
. (4.67)

Setzen wir dies in die Born–Reihe (4.65) ein und identifizieren die Fourier–Koeffizienten
auf der linken und rechten Seite der Gleichung, so erhalten wir folgende Feynman–
Regeln im Impulsraum:

(i) Eine Linie symbolisiert einen Faktor

1

(2π~)4

i~
E − ~p 2

2m
+ iε

=
E,p

also im wesentlichen den freien Propagator (4.66) im Impulsraum.
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(ii) Ein Vertex symbolisiert einen Faktor

− i
~

(2π~)4Ṽ (ω, ~q) =
E ,p1 21 E ,p2

An jedem Vertex gilt Energie-Impuls-Erhaltung, d.h. die Summe der einlaufenden
Energien und Impulse sind identisch mit denen der auslaufenden, ω = E2 − E1,
~q = ~p2 − ~p1.

Der Beweis dieser Regeln erfolgt in Übungsaufgabe H12.2.

4.6 Green–Funktionen 20.1.2021

In diesem Abschnitt erläutern wir den Zusammenhang zwischen Propagator und Green–
Funktionen. Es wird sich herausstellen, dass der freie Propagator bis auf einen Faktor
identisch ist mit der Green–Funktion der freien Schrödinger–Gleichung. Um dies zu
sehen, erinnern wir uns, wie wir die volle Schrödinger–Gleichung mit Hilfe der Methode
der Green–Funktionen lösen würden. Dazu müssen wir zunächst beachten, dass diese
Methode für inhomogene Differentialgleichungen geeignet ist, die Schrödinger–Gleichung
aber zunächst eine homogene Differentialgleichung ist. Wir können aber den Potential-
Term auf die andere Seite bringen,(

i~
∂

∂t
+

~2

2m
∆

)
ψ(t, ~x) = V (t, ~x)ψ(t, ~x) ≡ j(t, ~x) . (4.68)

Dies sieht formal aus wie eine lineare partielle Differentialgleichung mit der “Inhomoge-
nität” j(t, ~x). Streng genommen hängt diese natürlich gemäß ihrer Definition selbst von
der Lösung ψ(t, ~x) der Differentialgleichung ab. Wir ignorieren dies aber für den Mo-
ment und überlegen uns, wie wir diese Differentialgleichung lösen können. Die allgemei-
ne Lösung einer inhomogenen Differentialgleichung ist bekanntlich eine Superposition der
allgemeinen Lösung der homogenen Differentialgleichung und einer speziellen Lösung
der inhomogenen Differentialgleichung. Die homogene Differentialgleichung lautet(

i~
∂

∂t
+

~2

2m
∆

)
ψ0(t, ~x) = 0 . (4.69)

Ihre allgemeine Lösung ist eine Superposition ebener Wellen,

ψ0(t, ~x) =

∫
d3~p

(2π~)3
ψ̃0(~p) exp

[
− i
~

(Et− ~p · ~x)

]
, (4.70)

wobei die Energie die nichtrelativistische Energie-Impuls-Beziehung E = ~p 2

2m
erfüllt. Die

Fourier–Koeffizienten müssen noch an Anfangs- und Randbedingungen angepasst werden.
Man beachte, dass die Wahl

ψ̃0(~p) ≡
√

2π~
3
δ(3)(~pi − ~p) (4.71)
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genau die einlaufende ebene Welle (4.57) mit Impuls ~pi und Energie Ei = E(~pi) in der
Diskussion der Streumatrix in Abschnitt 4.4 ergibt.

Eine spezielle Lösung der inhomogenen Differentialgleichung erhält man mit Hilfe
der Methode der Green–Funktionen. Die Green–Funktion G0(t, ~x; t′, ~x ′) der homogenen
Schrödinger–Gleichung (4.69) ist definiert als Lösung der Differentialgleichung(

i~
∂

∂t
+

~2

2m
∆

)
G0(t, ~x; t′, ~x ′) = δ(t− t′) δ(3)(~x− ~x ′) , (4.72)

erfüllt also die inhomogene Schrödinger–Gleichung (4.68) mit einer (vierdimensionalen)
δ–Funktion als Inhomogenität. Eine spezielle Lösung der inhomogenen Schrödinger–
Gleichung (4.68) ist dann gegeben durch

ψS(t, ~x) =

∫
dt′ d3~x ′G0(t, ~x; t′, ~x ′) j(t′, ~x ′) , (4.73)

denn(
i~

∂

∂t
+

~2

2m
∆x

)
ψS(t, ~x) =

∫
dt′ d3~x ′

(
i~

∂

∂t
+

~2

2m
∆x

)
G0(t, ~x; t′, ~x ′) j(t′, ~x ′)

=

∫
dt′ d3~x ′ δ(t− t′) δ(3)(~x− ~x ′) j(t′, ~x ′)

≡ j(t, ~x) , q.e.d. (4.74)

Die allgemeine Lösung der inhomogenen Schrödinger–Gleichung (4.68) ist dann

ψ(tf , ~xf ) = ψ0(tf , ~xf ) + ψS(tf , ~xf )

= ψ0(tf , ~xf ) +

∫
dt d3~xG0(tf , ~xf ; t, ~x)V (t, ~x)ψ(t, ~x) . (4.75)

Man vergleiche dieses Ergebnis mit Gl. (4.56). Falls dort ψ(ti, ~xi) eine Superposition von
ebenen Wellen ist, analog zur allgemeinen Lösung (4.70) der homogenen Schrödinger-
Gleichung, so wird nach Gl. (4.62) diese Superposition durch Konvolution mit dem freien
Propagator K0(tf , ~xf ; ti, ~xi) einfach zum Raum-Zeit-Punkt (tf , ~xf ) transportiert, bleibt
aber nach wie vor eine Superposition ebener Wellen. Wir können also den ersten Term
in Gl. (4.56) mit dem ersten Term ψ0(tf , ~xf ) in Gl. (4.75) identifizieren. Dann muss aber
auch der zweite Term in Gl. (4.56) mit dem zweiten in Gl. (4.75) übereinstimmen. Dies
bedeutet wiederum, dass

K0(t, ~x; t′, ~x ′) ≡ i~G0(t, ~x; t′, ~x ′) , (4.76)

d.h. bis auf einen Faktor i~ sind Propagator und Green–Funktion identisch.

4.7 Das erzeugende Funktional für
Korrelationsfunktionen

Wir betrachten die Übergangsamplitude

〈T ′, ~Q ′|T, ~Q〉J = N
∫
D~q exp

{
i

~

∫ T ′

T

dτ
[
L(~q, ~̇q, τ) + ~ ~J(τ) · ~q(τ)

]}
, (4.77)
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d.h. die schon bekannte Übergangsamplitude (4.43), nun aber modifiziert durch Anwe-

senheit einer externen Quelle ~J(τ), die an die Koordinaten ~q(τ) koppelt. Wir nehmen

o.B.d.A. an, dass die Quelle ~J(τ) nur in einem Zeitintervall [t, t′] von null verschieden ist,
wobei T < t und t′ < T ′, d.h. [t, t′] ⊂ [T, T ′]. Wir werden später T → −∞ und T ′ → +∞
gehen lassen.

Wir schieben nun auf der linken Seite von Gl. (4.77) zwei vollständige Einsen von
zeitentwickelten Ortsraum-Zuständen ein,

〈T ′, ~Q ′|T, ~Q〉J =

∫
d3~q ′ d3~q 〈T ′, ~Q ′|t′, ~q ′〉〈t′, ~q ′|t, ~q 〉J〈t, ~q |T, ~Q〉 . (4.78)

Hier haben wir das Superskript “J” am ersten und dritten Skalarprodukt weggelassen,
da die Quelle ~J(t) in den Intervallen [T, t] und [t′, T ′] verschwindet.

Nun ist

〈T ′, ~Q ′|t′, ~q ′〉 = 〈 ~Q ′| Û(T ′, 0) Û(0, t′) |~q ′〉 = 〈 ~Q ′| Û(T ′, t′) |~q ′〉 . (4.79)

Nehmen wir zusätzlich noch an, dass das System im Zeitintervall [t′, T ′] statisch ist, d.h.
der Hamilton–Operator nicht explizit zeitabhängig ist, so gilt

Û(T ′, t′) = e−
i
~ Ĥ(T ′−t′)

und, nach Einschieben eines vollständigen Satzes von Eigenfunktionen zum Hamilton–
Operator,

1 =

∫∑
m

|m〉〈m| , Ĥ |m〉 = Em |m〉 , (4.80)

folgt aus Gl. (4.79)

〈T ′, ~Q ′|t′, ~q ′〉 =

∫∑
m

〈 ~Q ′| e−
i
~ Ĥ(T ′−t′) |m〉〈m|~q ′〉 =

∫∑
m

〈 ~Q ′|m〉〈m|~q ′〉 e−
i
~ Em(T ′−t′)

≡
∫∑
m

φm( ~Q ′)φ∗m(~q ′) e−
i
~ Em(T ′−t′) . (4.81)

Ganz analog folgt

〈t, ~q |T, ~Q〉 =

∫∑
n

φn(~q)φ∗n( ~Q) e−
i
~ En(t−T ) . (4.82)

Setzen wir die Glgen. (4.81) und (4.82) in Gl. (4.78) ein, so erhalten wir

〈T ′, ~Q ′|T, ~Q〉J (4.83)

=

∫∑
m,n

∫
d3~q ′ d3~q φm( ~Q ′)φ∗m(~q ′) 〈t′, ~q ′|t, ~q 〉Jφn(~q)φ∗n( ~Q) e

i
~ [Em(t′−T ′)+En(T−t)] .

Nun “rotieren” wir die Zeitachse um einen kleinen Winkel −δ, δ > 0, in der komplexen
Zeitebene, s. Abb. 4.8. Dies bedeutet, dass alle Zeiten in der obigen Formel mit einem
Phasenfaktor e−iδ multipliziert werden, d.h.

t′ − T ′ −→ (t′ − T ′)e−iδ , T − t −→ (T − t)e−iδ .
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Re t

Im t
t

t

t’ T’

T

0
δ

J = 0

Abbildung 4.8: Rotation der Zeitachse in der komplexen Zeitebene. O.B.d.A. haben wir
angenommen, dass der Nullpunkt der reellen Zeitachse im Intervall [t, t′]
liegt.

Dann ist aber

Re
i

~
Em(t′ − T ′) −→ Re

i

~
Em(t′ − T ′)e−iδ =

Em
~

(t′ − T ′) sin δ
T ′→+∞' −Em

~
T ′ sin δ < 0 ,

(4.84)
wenn wir zusätzlich noch annehmen, dass Em > 0 ∀ m. Ganz analog folgt

Re
i

~
En(T − t) −→ Re

i

~
En(T − t)e−iδ =

En
~

(T − t) sin δ
T→−∞' En

~
T sin δ < 0 . (4.85)

Dies bedeutet aber, dass im Limes T → −∞, T ′ → +∞ alle Terme in Gl. (4.83) ex-
ponentiell gedämpft sind. Der dominante Term ist der, der am wenigsten gedämpft
ist, d.h. der mit dem kleinsten Argument der Exponentialfunktion. Dies ist der Term für
m = n = 0, also der Grundzustand,

lim
T ′ → +∞
T → −∞

〈T ′, ~Q ′|T, ~Q〉J ' φ0( ~Q ′)φ∗0( ~Q) e−
i
~E0(T ′−T )

∫
d3~q ′ d3~q φ∗0(t′, ~q ′) 〈t′, ~q ′|t, ~q 〉Jφ0(t, ~q) ,

(4.86)
wobei wir

e−
i
~E0t φ0(~q) = e−

i
~E0t 〈~q |0〉 = 〈~q | e−

i
~ Ĥt |0〉 = 〈~q |Û(t, 0)|0〉 ≡ 〈t, ~q |0〉 ≡ φ0(t, ~q) , (4.87)

und entsprechend

φ∗0(~q ′) e
i
~E0t′ = 〈0|t′, ~q ′〉 = φ∗0(t′, ~q ′) (4.88)

benutzt haben (hierbei voraussetzend, dass Ĥ nicht explizit zeitabhängig ist). Gleichung
(4.86) läßt sich noch etwas umstellen,

lim
T ′ → +∞
T → −∞

〈T ′, ~Q ′|T, ~Q〉J

φ0( ~Q ′)φ∗0( ~Q) e−
i
~E0(T ′−T )

=

∫
d3~q ′ d3~q φ∗0(t′, ~q ′) 〈t′, ~q ′|t, ~q 〉Jφ0(t, ~q)

=

∫
d3~q ′ d3~q 〈0|t′, ~q ′〉 〈t′, ~q ′|t, ~q 〉J〈t, ~q |0〉 ≡ 〈0; t′|0; t〉J . (4.89)
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Das Bra 〈0; t′| ist der Grund- oder Vakuumzustand zur Zeit t′ und das Ket |0; t〉
der Vakuumzustand zur Zeit t. Das Skalarprodukt auf der rechten Seite ist also die
Übergangsamplitude vom Grundzustand oder Vakuum bei t zum Vakuum bei t′. Man
nennt dies auch die Vakuum-zu-Vakuum-Übergangsamplitude. Da man t′ so groß
machen kann, wie man möchte (solange t′ < T ′) und t so klein wie man möchte (solange
T < t), können wir für Gl. (4.89) auch schreiben

〈0; +∞|0;−∞〉J ∼ lim
T ′ → +∞
T → −∞

〈T ′, ~Q ′|T, ~Q〉J . (4.90)

Den Nenner auf der linken Seite in Gl. (4.89) haben wir weggelassen, da es sich lediglich
um einen numerischen Faktor handelt. Letztendlich benutzen wir noch die Pfadintegral-
Darstellung (4.77) der Übergangsamplitude auf der rechten Seite und erhalten (nach Um-
benennung der Integrationsvariablen τ → t)

〈0; +∞|0;−∞〉J ∼
∫
D~q exp

{
i

~

∫ ∞
−∞

dt
[
L(~q, ~̇q, t) + ~ ~J(t) · ~q(t)

]}
≡ Z[ ~J ] . (4.91)

Die rechte Seite ist offenbar ein Funktional der Quelle ~J(t). Man nennt Z[ ~J ] das erzeu-
gende Funktional für Korrelationsfunktionen. Dies bedeutet, dass man Korrelati-
onsfunktionen durch funktionales Differenzieren von Z[ ~J ] nach der Quelle ~J erzeugen
kann. Wir werden dies im folgenden genauer erläutern.

Zunächst aber müssen wir uns den Begriff des Funktionals, und wie man es differenziert,
in Erinnerung rufen. Betrachten wir zunächst eine gewöhnliche Funktion

f : M −→ N , M,N ⊂ R ,

x 7−→ f(x) , x ∈M , f(x) ∈ N . (4.92)

Wir bezeichnen den Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen f auf der Man-
nigfaltigkeit M ⊂ R mit C∞(M). Ein Funktional

F : C∞(M) −→ R ,

f 7−→ F [f ] , (4.93)

ordnet ein Element f ∈ C∞(M) einer reellen Zahl F [f ] ∈ R zu.
Die Funktionalableitung von F [f ] nach der Funktion f (genommen an der Stelle y)

ist definiert als
δF [f(x)]

δf(y)
= lim

ε→0

F [f(x) + ε δ(x− y)]− F [f(x)]

ε
. (4.94)

In Worten berechnet man das Funktional F für eine Funktion, die sich von der Funkti-
on f nur durch eine δ–Funktion an der Stelle y, multipliziert mit ε, unterscheidet, und
subtrahiert davon das Funktional F [f ]. Anschließend dividiert man durch ε und läßt ε
gegen null gehen. Diese Definition der Funktionalableitung hat große Ähnlichkeit mit der
Definition der gewöhnlichen Ableitung von Funktionen.

Um uns im Ableiten von Funktionalen zu üben, betrachten wir einige Beispiele:
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(i) F [f ] =
∫∞
−∞ dx f(x).

=⇒ δF [f(x)]

δf(y)
= lim

ε→0

1

ε

{∫ ∞
−∞

dx [f(x) + ε δ(x− y)]−
∫ ∞
−∞

dx f(x)

}
=

∫ ∞
−∞

dx δ(x− y) ≡ 1 . (4.95)

(ii) Fx[f ] =
∫∞
−∞ dy G(x, y) f(y). Dieses Funktional hängt außer von der Funktion f auch

noch von der Variablen x ab. Es ist also ein Funktional von f und eine Funktion
von x.

=⇒ δFx[f(y)]

δf(z)
= lim

ε→0

1

ε

{∫ ∞
−∞

dy G(x, y) [f(y) + ε δ(y − z)]−
∫ ∞
−∞

dy G(x, y) f(y)

}
=

∫ ∞
−∞

dy G(x, y) δ(y − z) ≡ G(x, z) . (4.96)

(iii) Für die spezielle Wahl G(x, y) ≡ δ(x − y) im vorangehenden Beispiel erhalten wir
Fx[f ] =

∫∞
−∞ dy δ(x− y) f(y) ≡ f(x).

=⇒ δFx[f(y)]

δf(z)
≡ δf(x)

δf(z)
≡ δ(x− z) . (4.97)

Man kann also durchaus auch eine gewöhnliche Funktion f(x) funktional nach f(z)
ableiten. Das Ergebnis ist eine δ–Funktion mit Träger bei x = z. Dieses Ergebnis
verallgemeinert das Resultat der gewöhnlichen Ableitung der i–ten nach der j–ten
Koordinate, dxi/dxj ≡ δij. Die δ–Funktion spielt also für Funktionen (Variablen
mit “kontinuierlichem” Index) die Rolle, die das Kronecker–Delta für Variablen mit
diskretem Index innehat.

Nun betrachten wir

δZ[ ~J ]

δJk(t1)
= lim

ε→0

1

ε

[∫
D~q exp

(
i

~

∫ ∞
−∞

dt
{
L(~q, ~̇q, t) + ~ [Jj(t) + ε δkj δ(t− t1)] qj(t)

})
−
∫
D~q exp

(
i

~

∫ ∞
−∞

dt
{
L(~q, ~̇q, t) + ~ Jj(t)qj(t)

})]
= lim

ε→0

1

ε

{
∞∑
n=0

(i ε)n

n!

∫
D~q

[∫ ∞
−∞

dt qk(t) δ(t− t1)

]n
e
i
~
∫∞
−∞ dt[L(~q,~̇q,t)+~ ~J(t)·~q(t)]

−
∫
D~q e

i
~
∫∞
−∞ dt[L(~q,~̇q,t)+~ ~J(t)·~q(t)]

}
= i

∫
D~q qk(t1) e

i
~
∫∞
−∞ dt[L(~q,~̇q,t)+~ ~J(t)·~q(t)] . (4.98)

Hier haben wir vom ersten zum zweiten Gleichheitszeichen den Anteil der Exponenti-
alfunktion im ersten Pfadintegral, welcher proportional zu ε ist, in eine Taylor–Reihe
entwickelt. Der n = 0–Term dieser Reihe hebt sich gegen das zweite Pfadintegral weg.
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In der dann verbleibenden Reihe ist der Term der Ordnung n proportional zu εn−1 (nach
Division durch den Faktor ε im Nenner), und somit überlebt im Limes ε→ 0 lediglich der
Term n = 1 der Taylor–Reihe.

Ganz ähnlich zeigt man

δnZ[ ~J ]

δJk1(t1) · · · δJkn(tn)
= in

∫
D~q qk1(t1) · · · qkn(tn) e

i
~
∫∞
−∞ dt[L(~q,~̇q,t)+~ ~J(t)·~q(t)] , (4.99)

wobei die Indizes k1, . . . , kn = x, y, oder z sind.
Betrachten wir nun die Übergangsamplitude

〈tf , ~qf | q̂k(tj) |ti, ~qi〉 , ti < tj < tf , k = x, y oder z . (4.100)

Wir wiederholen nun die Schritte, die wir in Abschnitt 4.2 durchgeführt haben, um Gl.
(4.37) abzuleiten. Zunächst partitionieren wir wieder das Zeitintervall [ti, tf ] in N + 1
gleiche Stücke der Länge τ und schieben vollständige Sätze von zeitentwickelten Ortsraum-
Zuständen ein,

〈tf , ~qf | q̂k(tj) |ti, ~qi〉 =

∫ N∏
n=1

d3~qn〈tf , ~qf |tN , ~qN〉〈tq, ~qN |tN−1, ~qN−1〉 · · · (4.101)

×〈tj+1, ~qj+1| q̂k(tj) |tj, ~qj〉〈tj, ~qj|tj−1, ~qj−1〉 · · · 〈t1, ~q1|ti, ~qi〉 .

Der Satz

1 =

∫
d3~qj |tj, ~qj〉〈tj, ~qj| ,

ist derjenige, der aus Eigenzuständen zum Operator q̂k(tj) besteht,

q̂k(tj) |tj, ~qj〉 = qk(tj) |tj, ~qj〉 . (4.102)

Dieser Satz wird in Gl. (4.101) direkt hinter den Operator q̂k(tj) eingeschoben, so dass
der Operator einfach durch seinen Eigenwert ersetzt werden kann. Damit taucht lediglich
dieser Eigenwert als zusätzlicher Faktor auf, aber die weiteren Schritte sind völlig analog
zur Herleitung von Gl. (4.37). Wir erhalten als Endergebnis

〈tf , ~qf | q̂k(tj) |ti, ~qi〉 =

∫
D~qD~p qk(tj) e

i
~
∫ tf
ti

dt [~p·~̇q−H(~p,~q,t)] . (4.103)

Das Objekt auf der linken Seite bezeichnet man als Ein-Punkt-Korrelationsfunktion.
Völlig analog leitet man für ti < t1 < t2 < tf her, dass

〈tf , ~qf | q̂k2(t2) q̂k1(t1) |ti, ~qi〉 =

∫
D~qD~p qk1(t1) qk2(t2) e

i
~
∫ tf
ti

dt [~p·~̇q−H(~p,~q,t)] . (4.104)

Hierbei ist zu beachten, dass der Operator q̂k2(t2), der zum späteren Zeitpunkt t2 gehört,
links vom Operator q̂k1(t1) steht, der zum früheren Zeitpunkt t1 gehört. Das sukzessi-
ve Einschieben von vollständigen Sätzen von zeitentwickelten Ortsraum-Zuständen stößt
daher auf keine Probleme. Dies würde aber nicht so ohne weiteres funktionieren, wenn
t2 < t1 wäre, weil dann der Satz, der zum früheren Zeitpunkt gehört, links von dem
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zum späteren Zeitpunkt eingeschoben werden müsste. Wo dieses Problem dagegen nicht
auftritt, ist die folgende Amplitude für ti < t2 < t1 < tf ,

〈tf , ~qf | q̂k1(t1) q̂k2(t2) |ti, ~qi〉 =

∫
D~qD~p qk1(t1) qk2(t2) e

i
~
∫ tf
ti

dt [~p·~̇q−H(~p,~q,t)] . (4.105)

Offensichtlich spielt die Reihenfolge der Faktoren qk1(t1) und qk2(t2) unter dem Pfadinte-
gral auf der rechten Seite keine Rolle, daher sind die Glgen. (4.104) und (4.105) identisch.
Um die linken Seiten dieser Gleichungen zusammenfassen zu können, benutzen wir den
Zeitordnungsoperator,

T̂ [q̂k1(t1) q̂k2(t2)] =

{
q̂k1(t1) q̂k2(t2) für t1 > t2 ,
q̂k2(t2) q̂k1(t1) für t2 > t1 ,

(4.106)

so dass wir die Glgen. (4.104) und (4.105) kompakt schreiben können als

〈tf , ~qf | T̂ [q̂k1(t1) q̂k2(t2)] |ti, ~qi〉 =

∫
D~qD~p qk1(t1) qk2(t2) e

i
~
∫ tf
ti

dt [~p·~̇q−H(~p,~q,t)] . (4.107)

Dies ist eine Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion. Dieses Ergebnis läßt sich für n Zeiten
tj, j = 1, . . . , n, verallgemeinern,

〈tf , ~qf | T̂ [q̂k1(t1) · · · q̂kn(tn)] |ti, ~qi〉 =

∫
D~qD~p qk1(t1) · · · qkn(tn) e

i
~
∫ tf
ti

dt [~p·~̇q−H(~p,~q,t)] .

(4.108)
Dies ist eine n–Punkt-Korrelationsfunktion. Für Hamilton–Funktionen, die quadra-
tisch in den Impulsen sind, s. Gl. (4.39), kann man das Pfadintegral über die Impulse
wieder explizit ausführen und erhält

〈tf , ~qf | T̂ [q̂k1(t1) · · · q̂kn(tn)] |ti, ~qi〉 = N
∫
D~q qk1(t1) · · · qkn(tn) e

i
~
∫ tf
ti

dt L(~q,~̇q,t) . (4.109)

Lassen wir nun noch ti → −∞ und tf → +∞ gehen, so können wir analog zur Herleitung
von Gl. (4.90) zeigen, dass

lim
tf → +∞
ti → −∞

〈tf , ~qf | T̂ [q̂k1(t1) · · · q̂kn(tn)] |ti, ~qi〉 = N
∫
D~q qk1(t1) · · · qkn(tn) e

i
~
∫∞
−∞ dt L(~q,~̇q,t)

∼ 〈0; +∞| T̂ [q̂k1(t1) · · · q̂kn(tn)] |0;−∞〉 . (4.110)

Vergleichen wir dies mit Gl. (4.99), so sehen wir, dass Z[ ~J ] das erzeugende Funktional
für n–Punkt-Korrelationsfunktionen im Grundzustand ist,

δnZ[ ~J ]

δJk1(t1) · · · δJkn(tn)

∣∣∣∣∣
~J=0

∼ in〈0; +∞| T̂ [q̂k1(t1) · · · q̂kn(tn)] |0;−∞〉 , (4.111)

d.h. durch funktionales Ableiten von Z[ ~J ] nach der Quelle ~J (die dann anschließend auf
null gesetzt wird) erzeugen wir die besagten n–Punkt- Korrelationsfunktionen.
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5.1 Das erzeugende Funktional für skalare Felder

In diesem Kapitel leiten wir das quantenfeldtheoretische Analogon zur quantenmecha-
nischen Vakuum-zu-Vakuum-Übergangsamplitude, bzw. zum erzeugenden Funktional für
Korrelationsfunktionen, her, das wir in Abschnitt 4.7 besprochen haben. Wir betrachten
dabei zunächst generische skalare Felder.

In der Tat müssen wir in der Herleitung des erzeugenden Funktionals gegenüber dem
quantenmechanischen Fall nur das Offensichtliche ändern:

(i) Koordinaten ~x(t) werden zu Feldern φ(t, ~x).

(ii) Impulse ~p(t) werden zu kanonisch konjugierten Feldern π(t, ~x) ≡ ∂L/∂[∂0φ(t, ~x)].

(iii) Ortsraum-Zustände |~x〉 werden zu Feld-Zuständen |φ(~x)〉. Diese sind Eigenzustände
zum Schrödinger–Bild-Feldoperator φ̂(~x) zum Zeitpunkt t = 0,

φ̂(~x) |φ(~x)〉 = φ(~x) |φ(~x)〉 . (5.1)

Auch diese Zustände sind vollständig,

1 =

∫ ∏
~x

dφ(~x) |φ(~x)〉〈φ(~x)| . (5.2)

Hier ist das Integrationsmaß
∏

~x dφ(~x) symbolisch zu verstehen. Wenn wir nämlich
den Raum so diskretisieren, wie in Abb. 3.2 gezeigt, ist die Menge aller Punkte ~x
abzählbar unendlich (und in einem endlichen Volumen V <∞ sogar abzählbar end-
lich). Dann ist das Integrationsmaß wohldefiniert: wir müssen an jedem (diskreten)
Punkt ~x im Raum über alle Werte von φ(~x) integrieren. Nun bilden wir den Kon-
tinuumslimes, d.h. wir lassen den Gitterabstand gegen null gehen. Der Einfachheit
halber verwenden wir aber dasselbe Symbol für das Integrationsmaß.

Die Feld-Zustände sind auch orthonormiert,

〈φa(~x)|φb(~x)〉 =
∏
~x

δ(φa(~x)− φb(~x)) ≡ δ [φa − φb] . (5.3)

Die δ–Funktion mit den eckigen Klammern ist eine funktionale δ–Funktion, d.h.
die Funktionen φa(~x) und φb(~x) müssen an allen Orten ~x gleich sein.
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5 Funktionalintegral–Formulierung der Quantenfeldtheorie

(iv) Impuls-Zustände |~p〉 werden zu kanonisch konjugierten Feld-Zuständen |π(~x)〉, wel-
che Eigenzustände zum Schrödinger–Bild-Feldoperator π̂(~x) zum Zeitpunkt
t = 0 sind,

π̂(~x) |π(~x)〉 = π(~x) |π(~x)〉 . (5.4)

Auch diese Zustände sind vollständig,

1 =

∫ ∏
~x

dπ(~x)

2π
|π(~x)〉〈π(~x)| , (5.5)

und orthonormal,

〈πa(~x)|πb(~x)〉 =
∏
~x

δ(πa(~x)− πb(~x)) ≡ δ [πa − πb] . (5.6)

Der Faktor 2π im Nenner des Integrationsmaßes in Gl. (5.5) ist dabei Konvention.

(v) Die Verallgemeinerung des Überlapps (4.34) ist

〈φ(~x)|π(~x)〉 =
∏
~x

exp [iπ(~x)φ(~x)] = exp

[
i

∫
d3~x π(~x)φ(~x)

]
. (5.7)

Wir entwickeln nun den Schrödinger–Bild-Zustand |φ(~x)〉 vom Zeitpunkt t = 0 zu einer
späteren Zeit t. In Analogie zu Gl. (4.9) erhalten wir

Û(0, t) |φ(~x)〉 = |t, φ(~x)〉 ≡ |φ(t, ~x)〉 . (5.8)

Auch diese zeitentwickelten Zustände sind vollständig,

1 = Û(0, tj) Û(tj, 0) = Û(0, tj)

∫ ∏
~x

dφj(~x) |φj(~x)〉〈φj(~x)| Û(tj, 0)

=

∫ ∏
~x

dφj(~x) Û(0, tj) |φj(~x)〉〈φj(~x)| Û(tj, 0)

=

∫ ∏
~x

dφj(~x) |tj, φj(~x)〉〈tj, φj(~x)| ≡
∫ ∏

~x

dφj(~x) |φj(tj, ~x)〉〈φj(tj, ~x)| . (5.9)

Wir betrachten nun die quantenfeldtheoretische Übergangsamplitude

〈tf , φf (~x)|ti, φi(~x)〉 ≡ 〈φf (tf , ~x)|φi(ti, ~x)〉 , (5.10)

und partitionieren das Zeitintervall [ti, tf ] wieder in N + 1 gleich große Stücke der Länge
τ . Wir schieben dann N vollständige Sätze (5.9) von Feld-Zuständen ein, jeweils einen für
den Zeitpunkt tj = ti + jτ , j = 1, . . . , N ,

〈φf (tf , ~x)|φi(ti, ~x)〉 =

∫ N∏
j=1

∏
~x

dφj(~x) 〈φf (tf , ~x)|φN(tN , ~x)〉

×〈φN(tN , ~x)|φN−1(tN−1, ~x)〉 · · · 〈φ1(t1, ~x)|φi(ti, ~x)〉 (5.11)
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Nun betrachten wir den Faktor

〈φj+1(tj+1, ~x)|φj(tj, ~x)〉 = 〈φj+1(~x)| Û(tj+1, 0) Û(0, tj) |φj(~x)〉
= 〈φj+1(~x)| Û(tj+1, tj) |φj(~x)〉 . (5.12)

Hier ist

Û(tj+1, tj) = T̂ exp

[
−i
∫ tj+1

tj

dt Ĥ(t)

]
≡ T̂ exp

[
−i
∫ tj+1

tj

dt

∫
d3~x Ĥ(t, ~x)

]
(5.13)

der Zeitentwicklungsoperator für das quantenfeldtheoretische System, mit dem Hamil-
ton–Dichte-Operator Ĥ(t, ~x). Dieser Operator hängt von Feldoperatoren und kanonisch
konjugierten Feldoperatoren (und u.U. explizit von Raum und Zeit) ab,

Ĥ(t, ~x) ≡ H(π̂(~x), φ̂(~x), t, ~x) . (5.14)

Um die Abhängigkeit von operatorwertigen Größen loszuwerden, empfiehlt es sich, auch
vollständige Sätze (5.5) von kanonisch konjugierten Feld-Zuständen einzuschieben. Ana-
loge Schritte wie die, die zu Gl. (4.37) geführt haben, liefern dann

〈φf (tf , ~x)|φi(ti, ~x)〉 =

∫ [ N∏
j=1

∏
~x

dφj(~x)

][
N∏
j=0

∏
~x

dπj(~x)

2π

]

× exp

{
i
N∑
j=0

τ

∫
d3~x

[
πj(~x)

φj+1(~x)− φj(~x)

τ
−H(πj(~x), φj(~x), tj, ~x)

]}
. (5.15)

Wir bezeichnen nun φj(~x) ≡ φ(tj, ~x), πj(~x) ≡ π(tj, ~x). Im Limes N →∞, τ → 0 erhalten
wir als Endergebnis

〈φf (tf , ~x)|φi(ti, ~x)〉 (5.16)

=

∫
Dφ(t, ~x)Dπ(t, ~x) exp

{
i

∫ tf

ti

dt

∫
d3~x [π(t, ~x) ∂0φ(t, ~x)−H(π, φ, t, ~x)]

}
.

Für neutrale skalare Bosonen ist π = ∂L/∂(∂0φ) ≡ ∂0φ. Die Hamilton–Dichte für neutrale
skalare Bosonen hatten wir schon in Gl. (3.50) benutzt,

H(π, φ) =
1

2

(
π2 + ~∇φ · ~∇φ+m2φ2

)
. (5.17)

Also ist

π∂0φ−H = −1

2
(π − ∂0φ)2 +

1

2

[
(∂0φ)2 − ~∇φ · ~∇φ−m2φ2

]
= −1

2
(π − ∂0φ)2 +L . (5.18)

Das Funktionalintegral über die kanonisch konjugierten Felder in Gl. (5.16) ist nun einfach
ein verschobenes Gauß–Integral und kann sofort ausgeführt werden. Das Resultat ist eine
simple Normierungskonstante, so dass Gl. (5.16) lautet

〈φf (tf , ~x)|φi(ti, ~x)〉 = N
∫
Dφ(t, ~x) exp

[
i

∫ tf

ti

dt

∫
d3~xL(φ, ∂0φ, t, ~x)

]
. (5.19)
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5 Funktionalintegral–Formulierung der Quantenfeldtheorie

Dieselben Überlegungen, die auf Gl. (4.91) geführt haben, erlauben nun, das erzeugende
Funktional für n–Punkt-Korrelationsfunktionen für neutrale skalare Felder anzu-
geben,

Z[J ] =

∫
Dφ(X) exp

{
i

∫
d4X [L(φ, ∂µφ,X) + J(X)φ(X)]

}
∼ 〈0; +∞|0;−∞〉J . (5.20)

Hier haben wir gleich die relativistisch kovariante Notation benutzt. Das Zeitintegral läuft
von −∞ bis +∞.

5.2 Das neutrale skalare Feld

Wir berechnen nun das erzeugende Funktional für ein nichtwechselwirkendes, neu-
trales skalares Feld. Dies geht analytisch, da die wechselwirkungsfreie Lagrange–Dichte

L0 =
1

2

(
∂µφ∂

µφ−m2φ2
)

(5.21)

eine quadratische Funktion der Felder ist, das Funktionalintegral über die Felder in
Gl. (5.20) mithin einfach ein (verschobenes) Gauß–Integral ist. Wir setzen zunächst Gl.
(5.21) in Gl. (5.20) ein,

Z0[J ] =

∫
Dφ(X) exp

{
i

∫
d4X

[
1

2

(
∂µφ∂

µφ−m2φ2
)

+ Jφ

]}
, (5.22)

und integrieren den kinetischen Term partiell,∫
d4X ∂µφ∂

µφ = −
∫

d4X φ�φ + Oberflächenterme .

Die Oberflächenterme verschwinden, wenn wir annehmen, dass das Feld im Unendlichen
null ist. Dies ergibt

Z0[J ] =

∫
Dφ(X) exp

{
−i
∫

d4X

[
1

2
φ
(
� +m2

)
φ− Jφ

]}
. (5.23)

Wie bereits erwähnt, ist dies ein verschobenes Gauß–Integral und kann analytisch ange-
geben werden.

In Übungsaufgabe H13 (ii) haben wir eine nützliche Formel für verschobene Gauß–
Integrale in N Dimensionen bewiesen. Sei A eine symmetrische, positiv-definite, nicht-
singuläre (N ×N)–Matrix und ~x, ~b seien N–dimensionale Vektoren. Dann gilt∫

dN~x exp

(
−1

2
~xTA ~x+~bT~x

)
= (2π)N/2(detA)−1/2 exp

(
1

2
~bTA−1~b

)
. (5.24)

Hier bedeuten ~xTA ~x =
∑N

i,j=1 xiAij xj und ~bT~x =
∑N

i=1 bi xi. Wir wenden diese Formel
nun auf Gl. (5.23) an. Dabei ist zum einen zu beachten, dass wir uns die Raum-Zeit
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zunächst endlich und diskretisiert vorstellen müssen, so dass wir eine abzählbar endli-
che Anzahl von Raum-Zeit-Punkten Xi, i = 1, . . . , N , erhalten. Die Integrationsvariablen
φ(Xi) an diesen Raum-Zeit-Punkten entsprechen dann den Komponenten des Vektors ~x
in Gl. (5.24). Am Ende der Rechnung lassen wir das Raum-Zeit-Volumen gegen unendlich
und den Gitterabstand zwischen den Raum-Zeit-Punkten gegen null gehen.

Zum anderen ist zu beachten, dass das Argument der Exponentialfunktion in Gl. (5.23)
rein imaginär ist. Die Konvergenz des Integranden für beliebig große Werte der Felder
φ(X) ist also nicht ohne weiteres gegeben. Dieses Problem werden wir dadurch lösen, dass
wir die Zeitvariable t der Minkowski–Raum-Zeit analytisch zur Euklidschen Raum-
Zeit fortsetzen.

Wir bringen zunächst durch Einfügen einer δ–Funktion das Argument der Exponen-
tialfunktion in Gl. (5.23) in die Form

Z0[J ] =

∫
Dφ(X) exp

[
− i

2

∫
d4X d4Y φ(X)

(
�x +m2

)
δ(4)(X − Y )φ(Y )

+ i

∫
d4X J(X)φ(X)

]
(5.25)

≡
∫
Dφ(X) exp

[
1

2

∫
d4X d4Y φ(X)A(X, Y )φ(Y ) + i

∫
d4X J(X)φ(X)

]
,

mit
A(X, Y ) ≡ −i

(
�x +m2

)
δ(4)(X − Y ) . (5.26)

Nun führen die sog. Euklidsche Zeit τ ein, indem wir die Minkowski–Zeit analytisch
fortsetzen,

t −→ −iτ , it −→ τ . (5.27)

Der Euklidsche Raum-Zeit-Vektor ist

(X̄µ) = (τ, ~x) . (5.28)

Man beachte, dass wir keinen Unterschied zwischen ko- und kontravarianten Vektoren
(bzw. Spalten- oder Zeilenvektoren) machen müssen, da die Metrik des vierdimensionalen
Euklidschen Raumes einfach

ḡµν =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (5.29)

ist. Das 4-Skalarprodukt des 4-Vektors im Minkowski–Raum wird gemäß Gl. (5.27) ana-
lytisch fortgesetzt zu

X2 = XµXµ = t2 − ~x 2 −→ −τ 2 − ~x 2 = −X̄µḡµνX̄
ν = −X̄µX̄µ = −X̄2 . (5.30)

Das infinitesimale 4-Volumenelement wird zu

i d4X = i dt d3~x −→ dτ d3~x = d4X̄ , (5.31)
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woraus folgt
d4X d4Y −→ −d4X̄ d4Ȳ . (5.32)

Der Euklidsche 4-Gradient lautet(
∂

∂X̄µ

)
=

(
∂

∂X̄µ

)
=

(
∂

∂τ
, ~∇
)
. (5.33)

Die analytische Fortsetzung des d’Alembert–Operators ist also

�x =
∂2

∂t2
−∆x −→ − ∂2

∂τ 2
−∆x ≡ −�x ≡ −

∂

∂X̄µ

∂

∂X̄µ
. (5.34)

Die analytische Fortsetzung der δ–Funktion in der Zeit ist

−i δ(tx − ty) = −i
∫

dk0

2π
e−ik0(tx−ty) =

∫
d(−ik0)

2π
e−i(−ik0)(itx−ity)

−→
∫

dκ

2π
e−iκ(τx−τy) ≡ δ(τx − τy) . (5.35)

Hier haben wir auch die Energie-Variable k0 analytisch fortgesetzt,

k0 −→ iκ , −ik0 −→ κ . (5.36)

Man beachte, dass die analytische Fortsetzung in der Energie das umgekehrte Vorzeichen
erfordert wie die der Zeit, vgl. Gl. (5.27). Aus Gl. (5.35) folgt nun

− i δ(4)(X − Y ) −→ δ(4)(X̄ − Ȳ ) . (5.37)

Nun können wir auch die Matrix (5.26) analytisch fortsetzen. Mit den Glgen. (5.34) und
(5.35) lautet diese

A(X, Y ) −→ A(X̄, Ȳ ) = (−�x +m2) δ(4)(X̄ − Ȳ ) =

∫
d4K̄

(2π)4
e−iK̄·(X̄−Ȳ ) (K̄2 +m2) .

(5.38)
Hier haben wir den Euklidschen 4-Impulsvektor,

(K̄µ) = (κ,~k) , (5.39)

mit der Euklidschen Energie-Variablen κ, und die Fourier–Darstellung der vierdimensio-
nalen Euklidschen δ–Funktion,

δ(4)(X̄ − Ȳ ) =

∫
d4K̄

(2π)4
e−iK̄·(X̄−Ȳ ) =

∫
dκ d3~k

(2π)4
e−iκ(τx−τy)−i~k·(~x−~y) , (5.40)

benutzt.
Da κ ∈ R, ist K̄2 = κ2 +~k 2 ≥ 0 und die Fourier–Transformierte der Matrix A(X̄, Ȳ ) ist

positiv definit, Ã(K̄) = K̄2+m2 > 0 (fürm > 0). Damit ist auchA(X̄, Ȳ ) positiv definit.
Ferner ist A(X̄, Ȳ ) symmetrisch, A(X̄, Ȳ ) = A(Ȳ , X̄), wie man an Gl. (5.38) sofort
erkennt (substituiere K̄µ → −K̄µ). Außerdem ist A(X̄, Ȳ ) nicht-singulär, zumindest in
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diskretisierter Raum-Zeit (in der δ(4)(X̄ − Ȳ ) → a−4δ
(4)

X̄,Ȳ
, mit dem Gitterabstand a und

dem vierdimensionalen Kronecker–Delta). Es sind also alle Voraussetzungen gegeben, um
die Formel (5.24), zumindest in diskretisierter Raum-Zeit, anwenden zu können. Mit der
Identifikation

xi −→ φ(X̄) , Aij −→ A(X̄, Ȳ ) , bi −→ J(X̄) , (5.41)

wird Gl. (5.25) unter Verwendung der Glgen. (5.31) und (5.32) zu

Z0[J ] =

∫
Dφ(X̄) exp

[
−1

2

∫
d4X̄ d4Ȳ φ(X̄)A(X̄, Ȳ )φ(Ȳ ) +

∫
d4X̄ J(X̄)φ(X̄)

]
= N (detA)−1/2 exp

[
1

2

∫
d4X̄ d4Ȳ J(X̄)A−1(X̄, Ȳ ) J(Ȳ )

]
. (5.42)

Wir bestimmen nun A−1(X̄, Ȳ ). Es gilt mit Gl. (5.38)

δ(4)(X̄ − Z̄) =

∫
d4Ȳ A(X̄, Ȳ )A−1(Ȳ , Z̄)

=

∫
d4Ȳ (−�x +m2) δ(4)(X̄ − Ȳ )A−1(Ȳ , Z̄)

= (−�x +m2)A−1(X̄, Z̄) , (5.43)

d.h. A−1(X̄, Z̄) ist die Green–Funktion der freien Klein–Gordon–Gleichung (in Euklid-
scher Raum-Zeit)!

Die Fourier–Transformation von A−1(X̄, Z̄) lautet

A−1(X̄, Z̄) =

∫
d4K̄ d4Q̄

(2π)8
e−iK̄·X̄ Ã−1(K̄, Q̄) eiQ̄·Z̄ . (5.44)

Dass wir die Fourier–Transformation bezüglich des zweiten Arguments mit einem ande-
ren Vorzeichen im Argument der Exponentialfunktion durchführen, ist reine Konvention.
Setzen wir Gl. (5.44) in Gl. (5.43) ein, so erhalten wir∫

d4K̄ d4Q̄

(2π)8
e−iK̄·X̄ (K̄2 +m2) Ã−1(K̄, Q̄) eiQ̄·Z̄ =

∫
d4Q̄

(2π)4
e−iQ̄·(X̄−Z̄) . (5.45)

Diese Gleichung wird erfüllt, wenn

Ã−1(K̄, Q̄) = (2π)4 δ(4)(K̄ − Q̄)
1

K̄2 +m2
. (5.46)

Eingesetzt in Gl. (5.44) erhalten wir

A−1(X̄, Z̄) =

∫
d4K̄

(2π)4
e−iK̄·(X̄−Z̄) 1

K̄2 +m2
. (5.47)

Nun können wir die analytische Fortsetzung rückgängig machen. Mit den Glgen. (5.27)

und (5.36), sowie K̄2 = κ2 + ~k 2 −→ −k2
0 + ~k 2 ≡ −K2 erhalten wir

A−1(X̄, Ȳ ) −→ A−1(X, Y ) = −i
∫

d4K

(2π)4
e−i(−ik0)(itx−ity)−i~k·(~x−~y) 1

−K2 +m2

= i

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y ) 1

K2 −m2

≡ i∆(X − Y ) . (5.48)
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Man beachte, dass für das so definierte A−1(X, Y ) mit den Glgen. (5.26) und (5.48) gilt∫
d4Y A(X, Y )A−1(Y, Z) =

=

∫
d4Y (−i)

(
�x +m2

)
δ(4)(X − Y )

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(Y−Z) i

K2 −m2

=
(
�x +m2

) ∫ d4K

(2π)4
e−iK·(X−Z) 1

K2 −m2
≡ −δ(4)(X − Z) , (5.49)

also mit einem anderen Vorzeichen als die entsprechende Relation (5.43) im Euklidschen.
Das erzeugende Funktional (5.42) lautet mit Gl. (5.48)

Z0[J ] = N ′(det∆)1/2 exp

[
− i

2

∫
d4X d4Y J(X) ∆(X − Y ) J(Y )

]
, (5.50)

wobei wir wieder Gl. (5.32) benutzt haben und Faktoren i in der Normierungskonstante
(jetzt mit N ′ bezeichnet) absorbiert haben.

Wir hatten gesehen, dass A−1(X, Y ) ≡ i∆(X − Y ) die Green–Funktion der freien
Klein–Gordon–Gleichung ist. Die Fourier–Transformierte

∆̃(K) =
1

K2 −m2
(5.51)

der Green–Funktion ∆(X − Y ) hat Pole auf der reellen k0–Achse bei

k0 = ±
√
~k 2 +m2 = ±Ek . (5.52)

Wie bei jeder Green–Funktion üblich muss man eine Vorschrift angeben, wie man diese
Pole in der komplexen k0–Ebene umgeht. Wir wählen die sog. Feynman–Vorschrift:

∆̃F (K) =
1

K2 −m2 + iη
. (5.53)

Die Pole werden dadurch in die komplexe k0–Ebene verschoben, so dass Integrale entlang
der rellen k0–Achse wohldefiniert werden. Die Pole liegen nun bei

k2
0 = E2

k − iη =⇒ k0 = ±
√
E2
k − iη ' ±Ek ∓ i

η

2Ek
≡ ±Ek ∓ iδ , (5.54)

s. Abb. 5.1.
Wir hatten uns in Abschnitt 4.6 klar gemacht, dass Green–Funktionen (bis auf kon-

stante Faktoren) identisch mit Propagatoren sind. Daher nennt man

∆F (X − Y ) =

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y ) 1

K2 −m2 + iη
(5.55)

den sog. Feynman–Propagator für neutrale skalare Bosonen.
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Im k

Re k

k
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δ

δ

0k

0

Abbildung 5.1: Feynman–Vorschrift zur Verschiebung der Pole in der komplexen k0–
Ebene.

27.1.2021

Nun berechnen wir aus dem erzeugenden Funktional (5.50) Korrelationsfunktionen.
Zunächst wählen wir die Normierungskonstante N ′ so, dass

Z0[0] = 1 , (5.56)

d.h.

Z0[J ] = exp

[
− i

2

∫
d4X d4Y J(X) ∆F (X − Y ) J(Y )

]
. (5.57)

Aus Gl. (5.20) folgt andererseits, dass

Z0[J ] ∼ 〈0; +∞|0;−∞〉J . (5.58)

Wir zeigen nun, dass die Wahl (5.56) dafür sorgt, dass sogar

Z0[J ] ≡ 〈0; +∞|0;−∞〉J (5.59)

gilt. Zunächst gilt offensichtlich aufgrund von Gl. (5.58), dass

Z0[J ] = N 〈0; +∞|0;−∞〉J , (5.60)

mit einer noch zu bestimmenden Normierungskonstanten N . In Abwesenheit äußerer
Quellen, J(X) = 0, lautet diese Gleichung

Z0[0] = N 〈0; +∞|0;−∞〉 . (5.61)

Aber ohne äußere Quellen und im wechselwirkungsfreien Fall geschieht nichts und das
einlaufende Vakuum ist identisch mit dem auslaufenden Vakuum,

|0;−∞〉 ≡ |0; +∞〉 ≡ |0〉 =⇒ 〈0; +∞|0;−∞〉 ≡ 〈0|0〉 = 1 , (5.62)
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also

Z0[0] = N . (5.63)

Aber wir hatten vereinbart, dass Z0[0] = 1, s. Gl. (5.56), also N ≡ 1. Dies beweist Gl.
(5.59), q.e.d.

Gemäß Gl. (4.111) ist die Ein-Punkt-Korrelationsfunktion

〈0; +∞| φ̂(X) |0;−∞〉 = −i δZ0[J ]

δJ(X)

∣∣∣∣
J=0

= −i δ

δJ(X)
e−(i/2)

∫
d4U d4V J(U) ∆F (U−V ) J(V )

∣∣∣∣
J=0

= −i
[
− i

2

∫
d4U d4V

δJ(U)

δJ(X)
∆F (U − V ) J(V )

− i
2

∫
d4U d4V J(U) ∆F (U − V )

δJ(V )

δJ(X)

]
Z0[J ]

∣∣∣∣
J=0

= −i
[
− i

2

∫
d4V ∆F (X − V ) J(V )− i

2

∫
d4U J(U) ∆F (U −X)

]
Z0[J ]

∣∣∣∣
J=0

= (−i)2

∫
d4V ∆F (X − V ) J(V ) Z0[J ]

∣∣∣∣
J=0

= 0 . (5.64)

Hier haben wir von der vierdimensionalen Verallgemeinerung von Gl. (4.97),

δJ(U)

δJ(X)
= δ(4)(U −X) , (5.65)

und von der Symmetrie des Feynman-Propagators, ∆F (X − Y ) ≡ ∆F (Y −X), Gebrauch
gemacht.

Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion lautet gemäß Gl. (4.111)

〈0; +∞| T̂
[
φ̂(X) φ̂(Y )

]
|0;−∞〉 = (−i)2 δ2Z0[J ]

δJ(X) δJ(Y )

∣∣∣∣
J=0

= −i δ

δJ(X)
(−i)2

∫
d4V ∆F (Y − V ) J(V ) Z0[J ]

∣∣∣∣
J=0

= (−i)3

[
∆F (Y −X)− i

∫
d4V ∆F (Y − V ) J(V )

∫
d4U ∆F (X − U) J(U)

]
Z0[J ]

∣∣∣∣
J=0

= i∆F (X − Y ) = Y X , (5.66)

wobei wir von der ersten zur zweiten und von der zweiten zur dritten Zeile vom Zwischen-
resultat in der vorletzten Zeile von Gl. (5.64), sowie wiederholt von der Symmetrie des
Feynman-Propagators Gebrauch gemacht haben. Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunk-
tion ist also offenbar identisch mit der Green–Funktion der freien Klein–Gordon–
Gleichung, bzw. (bis auf einen Faktor i) mit dem Feynman–Propagator!

132



5.2 Das neutrale skalare Feld

Die Drei-Punkt-Korrelationsfunktion ist

〈0; +∞| T̂
[
φ̂(X) φ̂(Y ) φ̂(Z)

]
|0;−∞〉 = (−i)3 δ3Z0[J ]

δJ(X) δJ(Y ) δJ(Z)

∣∣∣∣
J=0

= −i δ

δJ(X)
(−i)3

[
∆F (Z − Y )

− i

∫
d4V ∆F (Z − V ) J(V )

∫
d4U ∆F (Y − U) J(U)

]
Z0[J ]

∣∣∣∣
J=0

= (−i)4

[
−i∆F (Z − Y )

∫
d4V ∆F (X − V ) J(V )

−i∆F (Z −X)

∫
d4U ∆F (Y − U) J(U)

−i∆F (Y −X)

∫
d4V ∆F (Z − V ) J(V )

+(−i)2

∫
d4V ∆F (Z − V ) J(V )

∫
d4U ∆F (Y − U) J(U)

×
∫

d4W ∆F (X −W ) J(W )

]
Z0[J ]

∣∣∣∣
J=0

= 0 . (5.67)

Wir benötigen offensichtlich eine gerade Anzahl von Funktionalableitungen, um zumin-
dest bei einigen Termen alle Faktoren J zu eliminieren. Bei n-Punkt-Korrelationsfunk-
tionen mit ungeradem n bleibt also bei allen Termen immer mindestens ein Faktor J
übrig, der die Korrelationsfunktion zum Verschwinden bringt.

Die Vier-Punkt-Korrelationsfunktion lautet

〈0; +∞| T̂
[
φ̂(X) φ̂(Y ) φ̂(Z) φ̂(U)

]
|0;−∞〉 = (−i)4 δ4Z0[J ]

δJ(X) δJ(Y ) δJ(Z) δJ(U)

∣∣∣∣
J=0

= −i δ

δJ(X)
(−i)4

[
−i∆F (U − Z)

∫
d4V ∆F (Y − V ) J(V )

−i∆F (U − Y )

∫
d4W ∆F (Z −W ) J(W )

−i∆F (Z − Y )

∫
d4V ∆F (U − V ) J(V )

+(−i)2

∫
d4V ∆F (U − V ) J(V )

∫
d4R∆F (Z −R) J(R)

×
∫

d4W ∆F (Y −W ) J(W )

]
Z0[J ]

∣∣∣∣
J=0

= i∆F (X − Y ) i∆F (Z − U) + i∆F (X − Z) i∆F (Y − U)

+ i∆F (X − U) i∆F (Y − Z)

(5.68)
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=

XY XYX

U Z Z ZU U

Y

+ + . (5.69)

Offenbar werden die vier Punkte X, Y, Z und U auf alle möglichen Weisen mit freien Pro-
pagatoren miteinander verbunden. Man beachte, dass sich die Propagatoren im letzten
Diagramm nicht kreuzen, d.h. es existiert kein Vertex, da es solche nur bei wechsel-
wirkenden Theorien gibt.

Das Ergebnis (5.69) wird im sog. Wickschen Theorem auf n-Punkt-Korrelationsfunk-
tionen beliebiger Ordnung verallgemeinert,

〈0; +∞| T̂
[
φ̂(X1) · · · φ̂(X2N)

]
|0;−∞〉

=
1

2NN !

∑
P

i∆F (XP1 −XP2) i∆F (XP3 −XP4) · · · i∆F (XP2N−1
−XP2N

) .(5.70)

Hier läuft die Summe über die Menge P aller Permutationen (P1, . . . P2N) des Satzes
(1, . . . 2N). Der Normierungsfaktor berücksichtigt, dass (a) das Paar (Pi, Pj) identisch mit
dem Paar (Pj, Pi) ist, da der Propagator eine gerade Funktion von XPi − XPj ist (dies
ergibt den Faktor 2N), und (b), dass die Reihenfolge, in der die Paare (Pi, Pj), d.h. also
die Propagatoren, angeordnet werden, keine Rolle spielt (dies ergibt den Faktor N !).

Zum Schluss dieses Abschnitts geben wir noch die physikalische Interpretation des
freien Propagators an. Wir bemerken zunächst, dass im wechselwirkungsfreien Fall ohne
äußere Quellen das einlaufende Vakuum gleich dem auslaufenden ist, s. Gl. (5.62). Also
ist

i∆F (X − Y ) = 〈0; +∞| T̂
[
φ̂(X) φ̂(Y )

]
|0;−∞〉 ≡ 〈0| T̂

[
φ̂(X) φ̂(Y )

]
|0〉

= 〈0| φ̂(X) φ̂(Y ) Θ(x0 − y0) + φ̂(Y ) φ̂(X) Θ(y0 − x0) |0〉 (5.71)

= Θ(x0 − y0) 〈0| φ̂(+)(X) φ̂(−)(Y ) |0〉+ Θ(y0 − x0) 〈0| φ̂(+)(Y ) φ̂(−)(X) |0〉 ,

wobei wir die Zerlegung φ̂(X) ≡ φ̂(+)(X) + φ̂(−)(X) mit

φ̂(+)(X) =

∫
d3~k√

(2π)32Ek
fk(X) â(~k) ,

φ̂(−)(X) =

∫
d3~k√

(2π)32Ek
f ∗k (X) â†(~k) , (5.72)

benutzt haben. Die physikalische Interpretation von Gl. (5.71) ist nun folgende: Falls
y0 < x0, so trägt nur der erste Term bei. Hier wird ein Teilchen bei Y erzeugt und bei
X wieder vernichtet. Falls x0 < y0, so ist nur der zweite Term von null verschieden, bei
dem ein Teilchen bei X erzeugt und bei Y wieder vernichtet wird. In jedem Fall geschieht
die Erzeugung zum früheren und die Vernichtung zum späteren Zeitpunkt. Dazwischen
propagiert das Teilchen wechselwirkungsfrei.
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5.3 Das geladene skalare Feld

Die Lagrange–Dichte für das nichtwechselwirkende, geladene skalare Feld lautet

L0 = (∂µΦ)∗ ∂µΦ−m2Φ∗Φ . (5.73)

Aber wir erinnern uns daran, dass das komplexe Feld Φ zwei reellen Feldern φ1 und φ2

entspricht, s. Gl. (2.78), also

L0 =
1

2

(
∂µφ1∂

µφ1 −m2φ2
1

)
+

1

2

(
∂µφ2∂

µφ2 −m2φ2
2

)
. (5.74)

Das nichtwechselwirkende, geladene skalare Feld Φ ist also mathematisch äquivalent zu
zwei nichtwechselwirkenden, neutralen skalaren Feldern φ1,2. Das erzeugende Funktional
für Korrelationsfunktionen kann daher sofort hingeschrieben werden,

Z0[J1, J2] (5.75)

=

∫
Dφ1Dφ2 exp

{
−i
∫

d4X

[
1

2
φ1(� +m2)φ1 − J1φ1 +

1

2
φ2(� +m2)φ2 − J2φ2

]}
.

Hier wurde sowohl für φ1 als auch für φ2 Feld eine separate (reellwertige) Quelle eingeführt.
Alternativ könnte man auch eine komplexwertige Quelle

J =
1√
2

(J1 + iJ2) , J∗ =
1√
2

(J1 − iJ2) (5.76)

einführen. Mit Gl. (2.78) berechnen wir dann

J1φ1 + J2φ2 = J1
1√
2

(Φ + Φ∗) + J2
−i√

2
(Φ− Φ∗)

=
1√
2

(J1 − iJ2) Φ + Φ∗
1√
2

(J1 + iJ2)

≡ J∗Φ + Φ∗ J . (5.77)

Die Jacobi–Determinante der Variablentransformation (φ1, φ2)→ (Φ,Φ∗) berechnet man
mit Hilfe von Gl. (2.78),∣∣∣∣∂(φ1, φ2)

∂(Φ,Φ∗)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1√

2
−i√

2
1√
2

i√
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ i2 +
i

2

∣∣∣∣ = |i| = 1 . (5.78)

Also kann man das erzeugende Funktional (5.75) auch durch das komplexe Feld Φ und
sein komplex Konjugiertes ausdrücken,

Z0[J, J∗] =

∫
DΦ∗DΦ exp

{
−i
∫

d4X
[
Φ∗(� +m2)Φ− J∗Φ− Φ∗J

]}
. (5.79)

Weil es sich um ein wechselwirkungsfreies Feld handelt, faktorisieren die Funktional-
integrale über φ1 und φ2 in Gl. (5.75), und wir können das erzeugende Funktional mit
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dem Resultat (5.50) aus dem vorangegangenen Abschnitt sofort analytisch angeben,

Z0[J1, J2] = Z0[J1]Z0[J2]

= N det∆F exp

{
− i

2

∫
d4X d4Y [J1(X) ∆F (X − Y ) J1(Y )

+ J2(X) ∆F (X − Y ) J2(Y )
]}

(5.80)

≡ exp

{
− i

2

∫
d4X d4Y [J1(X) ∆F (X − Y ) J1(Y ) + J2(X) ∆F (X − Y ) J2(Y )]

}
,

wobei wir im letzten Schritt die Normierungskonstante N wieder so gewählt haben, dass

Z0[0, 0] ≡ 1 . (5.81)

Machen wir nun die Transformation (5.76) rückgängig,

J1 =
1√
2

(J + J∗) , J2 =
−i√

2
(J − J∗) , (5.82)

und setzen dies in Gl. (5.80) ein, so erhalten wir

Z0[J, J∗] = exp

(
− i

4

∫
d4X d4Y {[J(X) + J∗(X)] ∆F (X − Y ) [J(Y ) + J∗(Y )] (5.83)

− [J(X)− J∗(X)] ∆F (X − Y ) [J(Y )− J∗(Y )]
})

= exp

{
− i

2

∫
d4X d4Y [J(X) ∆F (X − Y ) J∗(Y ) + J∗(X) ∆F (X − Y ) J(Y )]

}
.

5.4 Funktionalintegrale für fermionische Felder

29.1.2021

Wir erinnern uns daran, dass fermionische Feldoperatoren Anti-Vertauschungsrela-
tionen erfüllen, s. Glgen. (3.134) und (3.135). Aber im Funktionalintegral-Formalismus
werden alle Operatoren durch Zahlen (die Eigenwerte der entsprechenden Operatoren) er-
setzt. Um die Anti-Vertauschungseigenschaft zu erhalten, und damit letztendlich auch das
Pauli–Prinzip zu garantieren, benötigen wir daher auch antivertauschende Zahlen.
Diese Zahlen existieren tatsächlich. Sie wurden 1855 von Hermann Graßmann eingeführt,
dem zu Ehren man sie als Graßmann–Zahlen bezeichnet.

Die Generatoren C1, . . . , CN einer 2N–dimensionalen Graßmann–Algebra erfüllen
die Relation

{Ci, Cj} ≡ CiCj + CjCi = 0 , i, j = 1, . . . , N . (5.84)

Daraus folgt
C2
i = 0 , i = 1, . . . , N . (5.85)

Die Dimensionalität der Graßmann–Algebra kann man wie folgt verstehen. Für N Ge-
neratoren kann man nichttriviale Operatoren konstruieren, indem man die Generatoren
miteinander multipliziert. In diesen Produkten darf jeder Generator wegen Gl. (5.85) ent-
weder keinmal oder höchstens einmal vorkommen. Die Anzahl der möglichen Operatoren
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ist somit 2N (für jeden der N Generatoren Ci gibt es zwei Möglichkeiten: entweder Ci
kommt im Produkt vor oder nicht).

Eine wichtige Folgerung aus Gl. (5.84) ist, dass ein Produkt C1C2 · · ·C2n aus einer
geraden Anzahl 2n von Graßmann–Zahlen sich unter Vertauschung wie eine gewöhnliche
Zahl verhält. Es genügt, dies für n = 1 zu zeigen. Sei Ck eine beliebige Graßmann–Zahl.
Dann gilt wegen Gl. (5.84) ∀k ∈ N

C1C2Ck = −C1CkC2 = CkC1C2 , q.e.d. (5.86)

Ganz analog zeigt man, dass ein Produkt aus einer ungeraden Anzahl von Graßmann–
Zahlen sich unter Vertauschung wie eine Graßmann–Zahl verhält.

Sei f eine in eine Taylor–Reihe entwickelbare Funktion der Graßmann–Variablen C. Da
wegen Gl. (5.85) alle Potenzen Cn mit n ≥ 2 verschwinden, bricht die Taylor–Reihe nach
dem zweiten Term ab,

f(C) = a0 + a1C , (5.87)

wobei a0, a1 gewöhnliche (d.h. vertauschende, i.a. komplexe) Zahlen sind. Entsprechend
erhält man für eine in eine Taylor–Reihe entwickelbare Funktion zweier Graßmann–
Variablen C1, C2,

f(C1, C2) = a0 + a1C1 + a2C2 + a3C1C2 = a0 + a1C1 + a2C2 − a3C2C1 . (5.88)

Hier sind a0, . . . , a3 gewöhnliche (i.a. komplexe) Zahlen und für das letzte Gleichheitszei-
chen haben wir Gl. (5.84) benutzt.

Funktionen von Graßmann–Zahlen sind auch differenzierbar. Man unterscheidet Links-
Differentiation, bzw. die linksseitige Ableitung,

∂L

∂C1

f(C1, C2) = a1 + a3C2 ,

∂L

∂C2

f(C1, C2) = a2 − a3C1 , (5.89)

und Rechts-Differentiation, bzw. die rechtsseitige Ableitung,

∂R

∂C1

f(C1, C2) = a1 − a3C2 ,

∂R

∂C2

f(C1, C2) = a2 + a3C1 . (5.90)

Im folgenden benutzen wir ausschließlich die Links-Differentiation und lassen dementspre-
chend das Superskript ”L”weg.

Multiplizieren wir die erste Gl. (5.89) mit C1, so erhalten wir

C1
∂

∂C1

f(C1, C2) = a1C1 + a3C1C2 . (5.91)

Andererseits ist
C1 f(C1C2) = a0C1 + a2C1C2 ,
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und daher
∂

∂C1

[C1 f(C1, C2)] = a0 + a2C2 . (5.92)

Addieren wir die Glgen. (5.91) und (5.92), so erhalten wir(
C1

∂

∂C1

+
∂

∂C1

C1

)
f(C1, C2) = a1C1 + a3C1C2 + a0 + a2C2 ≡ f(C1, C2) , (5.93)

und da die Funktion f(C1, C2) beliebig war, muss gelten

C1
∂

∂C1

+
∂

∂C1

C1 =

{
C1,

∂

∂C1

}
= 1 . (5.94)

Völlig analog zeigt man, dass{
Ci,

∂

∂Cj

}
= δij , i, j = 1, . . . , N . (5.95)

Leiten wir die zweite Gl. (5.89) nach C1 und die erste nach C2 ab, so erhalten wir(
∂

∂C1

∂

∂C2

+
∂

∂C2

∂

∂C1

)
f(C1, C2) = −a3 + a3 = 0 . (5.96)

Da wegen Gl. (5.85) niemals zweite Potenzen der Graßmann–Zahlen C1 und C2 auftreten
können, kann man dieses Resultat sofort zu{

∂

∂Ci
,
∂

∂Cj

}
= 0 , i, j = 1, . . . , N , (5.97)

verallgemeinern. Die Ableitungen nach Graßmann–Zahlen verhalten sich also selbst wie
Graßmann–Zahlen, vgl. Gl. (5.84).

Wenn man Graßmann–wertige Funktionen differenzieren kann, so sollte man sie auch
integrieren können. Dazu führen wir zunächst das “Differential” dCi der Graßmann–Zahl
Ci ein. Da dieses ebenfalls Graßmann–wertig ist, muss nach Gl. (5.84) gelten

{Ci, dCj} = {dCi, dCj} = 0 , i, j = 1, . . . , N . (5.98)

Für die Funktion (5.87) einer Graßmann–Variablen C ist dann∫
dC f(C) = a0

∫
dC + a1

∫
dC C . (5.99)

Da aufgrund von Gl. (5.85) niemals höhere Potenzen von C auftreten können, müssen wir
lediglich die Integrale

∫
dC und

∫
dC C bestimmen. Der Wert des ersten Integrals folgt aus

folgender Überlegung. Es ist (nach geeigneter Umbenennung der Integrationsvariablen)(∫
dC

)2

=

∫
dC1

∫
dC2 ≡

∫
dC1 dC2 = −

∫
dC2 dC1 ≡ −

∫
dC2

∫
dC1

= −
(∫

dC

)2

. (5.100)
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Hier haben wir beim dritten Gleichheitszeichen Gl. (5.98) benutzt. Diese Gleichung ist
erfüllt, wenn wir festlegen, dass∫

dCi ≡ 0 , i = 1, . . . , N . (5.101)

Aber was ist nun der Wert von
∫

dC C? Hier haben wir eine gewisse Wahlfreiheit. Es
sollte nur nicht ebenfalls null sein, denn dann wäre das Integral (5.99) der Funktion f(C)
identisch null, was keinen Sinn ergäbe, denn warum sollte die Ableitung der Funktion
einen nicht-trivialen Wert ergeben (nämlich df(C)/dC = a1), aber ihr Integral trivial
verschwinden? Da das Produkt von zwei Graßmann–Zahlen dCiCi sich unter Vertau-
schung wie eine gewöhnliche (i.a. komplexe) Zahl verhält, können wir nach geeigneter
Normierung (d.h. per Definition) festlegen, dass∫

dCiCi ≡ 1 , i = 1, . . . , N . (5.102)

Dies führt dann auf das interessante Resultat∫
dC1 f(C1, C2) =

∫
dC1(a0 + a1C1 + a2C2 + a3C1C2) = a1 + a3C2 ≡

∂

∂C1

f(C1, C2) ,

(5.103)
vgl. Gl. (5.89). Ableiten und Integrieren sind also identische Operationen für Graßmann–
wertige Funktionen!

Wir betrachten nun zwei Graßmann–Zahlen η und η̄, d.h.

η2 = η̄2 = 0 , ηη̄ = −η̄η ,
∫

dη =

∫
dη̄ = 0 ,

∫
dη η =

∫
dη̄ η̄ = 1 . (5.104)

Da Terme von der Ordnung (η̄η)n mit n ≥ 2 durch Vertauschen der Graßmann–Zahlen
immer in eine Form ∼ η̄nηn gebracht werden können, bricht die Taylor–Entwicklung der
Funktion e−η̄η wegen Gl. (5.85) nach dem zweiten Term ab,

e−η̄η = 1− η̄η . (5.105)

Also ist ∫
dη̄ dη e−η̄η =

∫
dη̄ dη (1− η̄η) = −

∫
dη̄ dη η̄η =

∫
dη̄ dη ηη̄

=

∫
dη̄

(∫
dη η

)
η̄ =

∫
dη̄ η̄ = 1 . (5.106)

Dies verallgemeinern wir nun auf zweidimensionale Vektoren von Graßmann–Zahlen,

η̄ = (η̄1, η̄2) , η =

(
η1

η2

)
, (5.107)

so dass

η̄η = η̄1η1 + η̄2η2 ,

(η̄η)2 = (η̄1η1 + η̄2η2)(η̄1η1 + η̄2η2) = η̄1η1η̄2η2 + η̄2η2η̄1η1 ≡ 2η̄1η1η̄2η2 ,

(η̄η)n = 0 ∀ n > 2 . (5.108)
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Dann gilt

e−η̄η = 1− η̄η +
1

2
(η̄η)2 = 1− η̄1η1 − η̄2η2 + η̄1η1η̄2η2 , (5.109)

und ∫
dη̄ dη e−η̄η =

∫
dη̄2 dη̄1 dη1dη2 (1− η̄1η1 − η̄2η2 + η̄1η1η̄2η2)

=

∫
dη̄2 dη̄1 dη1dη2 η̄1η1η̄2η2

=

∫
dη̄2 dη̄1 dη1

(∫
dη2 η2

)
(−1)3η̄1η1η̄2

=

∫
dη̄2 dη̄1

(∫
dη1 η1

)
(−1)4η̄1η̄2

=

∫
dη̄2

(∫
dη̄1 η̄1

)
η̄2 ≡ 1 , (5.110)

genau wie im eindimensionalen Fall. Dabei ist die Reihenfolge der einzelnen Integrati-
onsvariablen nach dem ersten Gleichheitszeichen Konvention. Mit einer anderen Reihen-
folge müssen wir durch Vertauschen von Graßmann–Variablen entstehende Faktoren −1
entsprechend berücksichtigen. Die Verallgemeinerung von Gl. (5.110) auf mehr als zwei
Dimensionen ist ohne Probleme machbar.

Nun transformieren wir mit Hilfe von zwei (aus gewöhnlichen Zahlen bestehenden)
(2× 2)–Matrizen M und N zu neuen Graßmann–Variablen α und ᾱ,(

η1

η2

)
= η = Mα =

(
M11 M12

M21 M22

)(
α1

α2

)
,

(η̄1, η̄2) = η̄ = ᾱN = (ᾱ1, ᾱ2)

(
N11 N12

N21 N22

)
. (5.111)

Es gilt offensichtlich

η1η2 = (M11α1 +M12α2)(M21α1 +M22α2) = (M11M22 −M12M21)α1α2 ≡ detM α1α2 .
(5.112)

Daher ist∫
dα1 dα2 α1α2 = −1 =

∫
dη1 dη2 η1η2 =

∫
dη1 dη2 detM α1α2 , (5.113)

also
dη1 dη2 = (detM)−1dα1 dα2 . (5.114)

Ganz analog zeigt man
dη̄2 dη̄1 = (detN)−1dᾱ2 dᾱ1 , (5.115)

und daher (mit detN detM = det (NM))

1 =

∫
dη̄ dη e−η̄η =

∫
dᾱ dα (det (NM))−1 e−ᾱNMα . (5.116)
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Bezeichnen wir noch A ≡ NM , so erhalten wir das Ergebnis∫
dᾱ dα e−ᾱAα = detA . (5.117)

Dies läßt sich auf ein Kontinuum von Graßmann–Variablen verallgemeinern. Wir führen
dazu ein Graßmann–wertiges Feld C(X) ein, das an jedem Raum-Zeit-Punkt Xµ

existiert. Für dieses Feld gilt in Verallgemeinerung der Gleichungen (5.84), (5.95), (5.101)
und (5.102)

{C(X), C(Y )} = 0 , (5.118){
C(X),

δ

δC(Y )

}
= δ(4)(X − Y ) , (5.119)∫

dC(X) = 0 , (5.120)∫
dC(X)C(X) = 1 , (5.121)

und Gl. (5.117) wird zum Funktionalintegral über Graßmann–wertige Funktionen C̄(X)
und C(X),∫

DC̄ DC exp

[
−
∫

d4X d4Y C̄(X)A(X, Y )C(Y )

]
= detA . (5.122)

Man beachte, dass es außer der Tatsache, dass A = NM , und dass N und M Matrizen
sind, die eine Variablentransformation bewirken, keinerlei Einschränkungen an die Form
von A gibt. Die einzige Forderung, die wir im folgenden stellen werden, ist, dass detA 6= 0,
d.h. dass A invertierbar ist.

Wir beschließen diesen Abschnitt mit einer Diskussion des Analogons der Produktre-
gel für Funktionalableitungen nach Graßmann–wertigen Funktionen. Betrachten wir das
Funktional F [C] der Graßmann–wertigen Funktion C(X). Wir nehmen an, dass

F [C] = F+[C] + F−[C] , (5.123)

wobei F+[C] sich wie eine gewöhnliche Zahl unter Vertauschung mit der Graßmann–
Funktion C(X) verhält, während F−[C] sich wie eine Graßmann–Zahl verhält,

C(X)F±[C] = ±F±[C]C(X) . (5.124)

Zumindest für Funktionale F [C], die sich in eine Taylor–Reihe entwickeln lassen, ist Gl.
(5.123) offensichtlich: F+[C] enthält alle geraden Potenzen von Raum-Zeit-Integralen von
C(X), während F−[C] alle ungeraden Potenzen enthält. Daraus folgt, dass δF+[C]/δC(Y )
∼ GY,−[C], wobei GY,−[C] eine Graßmann–wertige Zahl ist, während δF−[C]/δC(Y ) ∼
GY,+[C], mit einer gewöhnlichen Zahl GY,+[C]. Weil F+[C] mit C(X) vertauscht, gilt nach
der gewöhnlichen Produktregel

δ

δC(Y )
(C(X)F+[C]) =

δC(X)

δC(Y )
F+[C] +

δF+[C]

δC(Y )
C(X) =

δC(X)

δC(Y )
F+[C]− C(X)

δF+[C]

δC(Y )
,

(5.125)
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5 Funktionalintegral–Formulierung der Quantenfeldtheorie

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass die beiden Graßmann–wertigen Zahlen
C(X) und δF+[C]/δC(Y ) antivertauschen. Andererseits gilt

δ

δC(Y )
(C(X)F−[C]) = − δ

δC(Y )
(F−[C]C(X)) , (5.126)

so dass

δ

δC(Y )
(C(X)F−[C]) =

δC(X)

δC(Y )
F−[C]− δF−[C]

δC(Y )
C(X) =

δC(X)

δC(Y )
F−[C]− C(X)

δF−[C]

δC(Y )
,

(5.127)
wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass sich δF−[C]/δC(Y ) wie eine gewöhn-
liche Zahl verhält, also mit C(X) vertauscht werden darf. Kombinieren wir die Glgen.
(5.123), (5.125) und (5.127), so erhalten wir die allgemeine Produktregel für Graßmann–
wertige Zahlen

δ

δC(Y )
(C(X)F [C]) =

δC(X)

δC(Y )
F [C]− C(X)

δF [C]

δC(Y )
. (5.128)

Daraus folgt [
C(X)

δ

δC(Y )
+

δ

δC(Y )
C(X)

]
F [C] =

δC(X)

δC(Y )
F [C] (5.129)

und der Vergleich mit Gl. (5.119) ergibt die Relation

δC(X)

δC(Y )
= δ(4)(X − Y ) , (5.130)

genau wie im Fall gewöhnlicher Funktionen, s. Gl. (5.65).

5.5 Das Dirac–Feld
3.2.2021

Wir wenden nun die Ergebnisse des vorangegangenen Abschnitts auf das Dirac–Feld
an. Die Lagrange–Dichte für das nichtwechselwirkende Dirac–Feld war in Gl. (2.111)
gegeben,

L0 = ψ̄(i/∂ −m)ψ . (5.131)

Hier interpretieren wir ψ und ψ̄ aber als Graßmann–wertige Felder. Das erzeugende
Funktional für n–Punkt-Korrelationsfunktionen lautet

Z0[η̄, η] = N
∫
Dψ̄Dψ exp

{
i

∫
d4X

[
L0 + η̄(X)ψ(X) + ψ̄(X)η(X)

]}
. (5.132)

Hier haben wir zwei Graßmann–wertige Quellfelder, η̄(X) und η(X), eingeführt.
Funktionales Ableiten nach η̄(X) erzeugt Korrelationsfunktionen für ψ(X), solches nach
η(X) erzeugt Korrelationsfunktionen für ψ̄(X). Wie im wechselwirkungsfreien skalaren
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5.5 Das Dirac–Feld

Fall ist das erzeugende Funktional (5.132) analytisch berechenbar. Dazu bringen wir Gl.
(5.132) in eine Form, in der wir Gl. (5.122) anwenden können,

Z0[η̄, η] = N
∫
Dψ̄Dψ exp

{
i

∫
d4X d4Y ψ̄(X)(i/∂x −m)δ(4)(X − Y )ψ(Y )

+ i

∫
d4X

[
η̄(X)ψ(X) + ψ̄(X)η(X)

]}
= N

∫
Dψ̄Dψ exp

{
−
∫

d4X d4Y ψ̄(X)A(X, Y )ψ(Y )

+ i

∫
d4X

[
η̄(X)ψ(X) + ψ̄(X)η(X)

]}
, (5.133)

mit

A(X, Y ) = −i(i/∂x −m)δ(4)(X − Y ) . (5.134)

Wir wählen die Normierungskonstante N nun so, dass

1 = Z0[0, 0] = N
∫
Dψ̄Dψ exp

[
−
∫

d4X d4Y ψ̄(X)A(X, Y )ψ(Y )

]
≡ N detA ,

(5.135)
wobei wir im letzten Schritt Gl. (5.122) benutzt haben. Dies bedeutet

N = (detA)−1 . (5.136)

Nun substituieren wir ψ̄(X) und ψ(Y ) im Exponenten in Gl. (5.133) durch neue Graßmann–
wertige Felder

α(X) = ψ(X)− i
∫

d4Y A−1(X, Y ) η(Y ) ,

ᾱ(X) = ψ̄(X)− i
∫

d4Y η̄(Y )A−1(Y,X) , (5.137)

was zur Folge hat, dass

−
∫

d4X d4Y ψ̄(X)A(X, Y )ψ(Y ) + i

∫
d4X

[
η̄(X)ψ(X) + ψ̄(X)η(X)

]
= −

∫
d4X d4Y

[
ᾱ(X) + i

∫
d4Z η̄(Z)A−1(Z,X)

]
A(X, Y )

×
[
α(Y ) + i

∫
d4U A−1(Y, U) η(U)

]
+ i

∫
d4X η̄(X)

[
α(X) + i

∫
d4Y A−1(X, Y ) η(Y )

]
+ i

∫
d4X

[
ᾱ(X) + i

∫
d4Y η̄(Y )A−1(Y,X)

]
η(X)
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5 Funktionalintegral–Formulierung der Quantenfeldtheorie

= −
∫

d4X d4Y ᾱ(X)A(X, Y )α(Y )− i
∫

d4X [ᾱ(X) η(X) + η̄(X)α(X)]

+

∫
d4X d4Y η̄(X)A−1(X, Y ) η(Y )

+ i

∫
d4X η̄(X)α(X)−

∫
d4X d4Y η̄(X)A−1(X, Y ) η(Y )

+ i

∫
d4X ᾱ(X) η(X)−

∫
d4X d4Y η̄(X)A−1(X, Y ) η(Y )

= −
∫

d4X d4Y
[
ᾱ(X)A(X, Y )α(Y ) + η̄(X)A−1(X, Y ) η(Y )

]
. (5.138)

Hier haben wir des öfteren von der Identität∫
d4Z A(X,Z)A−1(Z, Y ) =

∫
d4Z A−1(X,Z)A(Z, Y ) = δ(4)(X − Y ) (5.139)

Gebrauch gemacht. Setzen wir Gl. (5.138) mit Gl. (5.136) in Gl. (5.133) ein, so erhalten
wir (die Jacobi–Determinante der Variablensubstitution (5.137) ist eins)

Z0[η̄, η] = (detA)−1

∫
DᾱDα exp

[
−
∫

d4X d4Y ᾱ(X)A(X, Y )α(Y )

]
× exp

[
−
∫

d4X d4Y η̄(X)A−1(X, Y ) η(Y )

]
= (detA)−1detA exp

[
−
∫

d4X d4Y η̄(X)A−1(X, Y ) η(Y )

]
≡ exp

[
−
∫

d4X d4Y η̄(X)A−1(X, Y ) η(Y )

]
, (5.140)

wobei wir zum zweiten Gleichheitszeichen Gl. (5.122) benutzt haben.
Nun bestimmen wir A−1(X, Y ). Mit der Definition (5.134) gilt

δ(4)(X − Y ) =

∫
d4Z A(X,Z)A−1(Z, Y ) = −i

∫
d4Z (i/∂x −m) δ(4)(X − Z)A−1(Z, Y )

= −i(i/∂x −m)A−1(X, Y ) ≡ (i/∂x −m)S(X, Y ) , (5.141)

wobei
S(X, Y ) = −iA−1(X, Y ) (5.142)

offensichtlich die Green–Funktion der freien Dirac–Gleichung ist. Wir werden nun
zeigen, dass

S(X, Y ) ≡ S(X − Y ) = (i/∂x +m) ∆(X − Y ) , (5.143)

mit der in Gl. (5.48) definierten Funktion ∆(X − Y ). Wir wissen bereits, dass diese
Funktion bis auf ein Vorzeichen identisch ist mit der Green–Funktion der freien Klein–
Gordon–Gleichung,

−(�x +m2)∆(X − Y ) =

∫
d4K

(2π)4
(K2 −m2) e−iK·(X−Y ) 1

K2 −m2

=

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y ) ≡ δ(4)(X − Y ) . (5.144)
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5.5 Das Dirac–Feld

Nun gilt aber

(i/∂ −m)(i/∂ +m) = −γµγν∂µ∂ν −m2 = −1

2
{γµ, γν} ∂µ∂ν −m2 = −gµν∂µ∂ν −m2

= −(� +m2) , (5.145)

wobei wir die Relation

{γµ, γν} = 2 gµν 14 (5.146)

benutzt haben. Gleichung (5.144) können wir also umschreiben in

δ(4)(X − Y ) = (i/∂x −m)(i/∂x +m) ∆(X − Y )

=

∫
d4Z (i/∂x −m) δ(4)(X − Z) (i/∂z +m) ∆(Z − Y ) . (5.147)

Invertieren wir Gl. (5.142) und setzen die Definition (5.134) ein, so erkennen wir, dass

S−1(X, Y ) = iA(X, Y ) = (i/∂x −m) δ(4)(X − Y ) . (5.148)

Damit wird aus Gl. (5.147)∫
d4Z S−1(X,Z) (i/∂z +m) ∆(Z − Y ) = δ(4)(X − Y ) . (5.149)

Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit S(U,X), integrieren über d4X und be-
nutzen ∫

d4X S(U,X)S−1(X,Z) = δ(4)(U − Z) ,

so folgt daraus

(i/∂u +m) ∆(U − Y ) =

∫
d4X S(U,X) δ(4)(X − Y ) = S(U, Y ) , (5.150)

also (nach Umbenennung U → X) Gl. (5.143). Dass S(X, Y ) lediglich von der Differenz
X − Y abhängt, folgt daraus, dass auch ∆(X − Y ) nur von dieser Differenz abhängt.

Wie die Funktion ∆(X−Y ) hat auch die Fourier–Transformierte der Funktion S(X−Y )
Pole auf der reellen k0–Achse, die man in geeigneter Weise in die komplexe k0–Ebene
verschieben muss. Wir wählen wieder die Feynman–Vorschrift,

SF (X − Y ) = (i/∂x +m)∆F (X − Y ) =

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y ) /K +m

K2 −m2 + iη
. (5.151)

Mit Gl. (5.142) lautet Gl. (5.140) dann

Z0[η̄, η] = exp

[
−i
∫

d4X d4Y η̄(X)SF (X − Y ) η(Y )

]
. (5.152)
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5 Funktionalintegral–Formulierung der Quantenfeldtheorie

Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion (mit explizit ausgeschriebenen Dirac–Spinor-
Indizes) ist

〈0| T̂
[

ˆ̄ψβ(Y ) ψ̂α(X)
]
|0〉 = N

∫
Dψ̄Dψ ψ̄β(Y )ψα(X) ei

∫
d4Z L0

= N
∫
Dψ̄Dψ ψ̄β(Y ) (−i) δ

δη̄α(X)
ei

∫
d4Z[L0+η̄(Z)ψ(Z)]

∣∣∣∣
η̄=0

(5.153)

= −(−i) δ

δη̄α(X)
N
∫
Dψ̄Dψ (−1)(−i) δ

δηβ(Y )
ei

∫
d4Z[L0+η̄(Z)ψ(Z)+ψ̄(Z)η(Z)]

∣∣∣∣
η̄=η=0

.

Hier kommt das negative Vorzeichen vor dem Funktionalintegral dadurch zustande, dass
man die Funktionalableitung nach η̄α(X), die eine Graßmann–wertige Variable ist, mit der
Graßmann–Variable ψ̄β(Y ) vertauschen muss, bevor man sie vor das Funktionalintegral
ziehen darf (die Vertauschung mit Dψ̄Dψ liefert kein zusätzliches Minus-Zeichen, da
man hier mit einer geraden Anzahl von Graßmann–Variablen vertauscht). Das negative
Vorzeichen unter dem Funktionalintegral kommt dadurch zustande, dass man, bevor man
die Funktionalableitung nach ηβ(Y ) auf η(Z) im Exponenten wirken lassen kann, noch
mit ψ̄(Z) vertauschen muss.

Wir ziehen nun auch die Funktionalableitung nach ηβ(Y ) vor das Funktionalintegral
und erkennen, dass das Objekt, das abgeleitet wird, genau das erzeugende Funktional
(5.132) ist,

〈0| T̂
[

ˆ̄ψβ(Y ) ψ̂α(X)
]
|0〉 = (−i)2 δ2

δη̄α(X) δηβ(Y )
Z0[η̄, η]|η̄=η=0

= (−i)2 δ2

δη̄α(X) δηβ(Y )
e−i

∫
d4U d4V η̄(U)SF (U−V ) η(V )

∣∣∣
η̄=η=0

= (−i)2 δ

δη̄α(X)
(−1)(−i)

∫
d4U η̄γ(U)SF,γβ(U − Y )Z0[η̄, η]

∣∣∣∣
η̄=η=0

= (−i)3(−1)SF,αβ(X − Y ) = −i SF,αβ(X − Y ) , (5.154)

bzw.

〈0| T̂
[
ψ̂α(X) ˆ̄ψβ(Y )

]
|0〉 = i SF,αβ(X − Y ) = Y X . (5.155)

Dies entspricht der Propagation eines Fermions vom Raum-Zeit-Punkt Y nach X. Da
Fermionen in der Regel eine Ladung tragen (elektrische Ladung, Flavor, Farbe, etc.), und
der Transport dieser Ladung eine Richtung festlegt, wird dies mit einem zusätzlichen Pfeil
am Propagator angedeutet.

Wenn wir die Feldoperatoren noch nach Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zer-

146



5.6 Funktionalintegrale für Eichfelder – das Photon–Feld

legen, also

ψ̂(+)(X) =

∫
d3~k

(2π)32Ek

∑
s=±1/2

d̂†s(
~k) v(~k, s) eiK·X ,

ψ̂(−)(X) =

∫
d3~k

(2π)32Ek

∑
s=±1/2

b̂s(~k)u(~k, s) e−iK·X

ˆ̄ψ(+)(X) =

∫
d3~k

(2π)32Ek

∑
s=±1/2

b̂†s(
~k) ū(~k, s) eiK·X ,

ˆ̄ψ(−)(X) =

∫
d3~k

(2π)32Ek

∑
s=±1/2

d̂s(~k) v̄(~k, s) e−iK·X , (5.156)

so lautet die linke Seite von Gl. (5.155) explizit

〈0| T̂
[
ψ̂α(X) ˆ̄ψβ(Y )

]
|0〉

= 〈0| ψ̂(−)
α (X) ˆ̄ψ

(+)
β (Y ) |0〉Θ(x0 − y0)− 〈0| ˆ̄ψ

(−)
β (Y ) ψ̂(+)

α (X) |0〉Θ(y0 − x0)

= Y X X Y . (5.157)

Im ersten Term wird ein Teilchen bei Y aus dem Vakuum erzeugt und bei X wieder ver-
nichtet (denn die Feldoperatoren enthalten b̂†s(

~k) und b̂s(~k)). Beim zweiten Term dagegen
wird ein Anti-Teilchen bei X erzeugt und bei Y vernichtet (denn die Feldoperatoren ent-

halten d̂†s(
~k) und d̂s(~k)). Das negative Vorzeichen vor diesem Term ergibt sich aus dem

Zeitordungsoperator für Fermionen, wo bei Vertauschung der Operatoren gegenüber der
ursprünglichen Reihenfolge ein zusätzliches Minus-Zeichen auftritt. In der letzten Zeile
von Gl. (5.157) haben wir diese Situation in Form von Feynman–Diagrammen darge-
stellt. Dabei ist zu beachten, dass die Zeit in beiden Diagrammen von links nach rechts
verläuft. Da Anti-Teilchen umgekehrte Ladung wie Teilchen tragen, zeigt der Pfeil am
Propagator nun in die negative Zeitrichtung. Man könnte dies so interpretieren, dass
Anti-Teilchen “rückwärts” in der Zeit laufen, aber dies ist nicht richtig, auch sie laufen
gemäß der Θ–Funktion vorwärts in der Zeit (von x0 nach y0 > x0). Lediglich der La-
dungstransport scheint rückwärts in der Zeit zu laufen, aber es handelt sich eigentlich um
Anti-Ladungstransport, der vorwärts in der Zeit läuft.

5.6 Funktionalintegrale für Eichfelder – das Photon–Feld
5.2.2021

Beim erzeugenden Funktional für Korrelationsfunktionen von Eichfeldern wie dem Pho-
tonfeld sehen wir uns mit einigen Problemen konfrontiert. Naiv würden wir dafür in
Analogie zum neutralen skalaren Feld, s. Gl. (5.22), folgenden Ausdruck hinschreiben,

Z0,naiv[J ] =

∫
DAµ exp

[
i

∫
d4X (L0 + JµA

µ)

]
, (5.158)
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mit

L0 = −1

4
FµνF

µν = −1

2
(∂µAν − ∂νAµ) ∂µAν . (5.159)

Wir sehen nun sofort, dass der Exponent in Gl. (5.158) nur in quadratischer Ordnung
vom Eichfeld abhängt. Dies liegt nahe, dass es sich wieder um ein verschobenes Gauß–
Integral handelt, das wir mit der Formel (5.24) explizit lösen können. Zunächst führen wir
im Exponenten eine partielle Integration im Term mit der freien Lagrange–Dichte durch,

i

∫
d4X L0 = − i

2

∫
d4X (∂µAν − ∂νAµ) ∂µAν

= +
i

2

∫
d4X (Aν �Aν − Aµ∂ν∂µAν) + Oberflächenterme

=
i

2

∫
d4X Aµ (� gµν − ∂µ∂ν)Aν . (5.160)

Hier haben wir wie gehabt die Oberflächenterme vernachlässigt, da das Feld und seine
Ableitungen im Unendlichen verschwinden sollen. Nun führen wir eine spuriose Integration
über eine weitere Raum-Zeit-Variable Y ein,

i

∫
d4X L0 =

i

2

∫
d4X d4Y Aµ(X) (�x g

µν − ∂µx∂νx) δ(4)(X − Y )Aν(Y )

≡ 1

2

∫
d4X d4Y Aµ(X)Bµν(X, Y )Aν(Y ) , (5.161)

mit der Matrix
Bµν(X, Y ) = i (�x g

µν − ∂µx∂νx) δ(4)(X − Y ) . (5.162)

Diese Matrix ist symmetrisch in den Lorentz–Indizes und in den Raum-Zeit-Variablen X
und Y . Sofern sie auch noch positiv definit und nicht-singulär ist, können wir in der Tat
(nach analytischer Fortsetzung zu imaginärer Zeit) Gl. (5.24) anwenden und das Resultat
für das erzeugende Funktional (5.158) wäre

Z0,naiv[J ] = N ′ exp

[
−1

2

∫
d4X d4Y Jµ(X)B−1

µν (X, Y ) Jν(Y )

]
. (5.163)

Nun müssen wir B−1
µν (X, Y ) bestimmen. Dazu berechnen wir zunächst die Fourier–Trans-

formierte von Bµν(X, Y ),

Bµν(X, Y ) = i (�x g
µν − ∂µx∂νx)

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y )

= i

∫
d4K

(2π)4

(
−K2 gµν +KµKν

)
e−iK·(X−Y )

≡ i

∫
d4K

(2π)4
B̃µν(K) e−iK·(X−Y ) , (5.164)

mit
B̃µν(K) ≡ −K2 gµν +KµKν (5.165)
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Wenn die Inverse B−1
µν (X, Y ) existiert, so muss auch B̃−1

µν (K) existieren. Dazu ist es erfor-
derlich, dass

det B̃µν(K) 6= 0 . (5.166)

Um die Determinante von B̃µν(K) zu berechnen, bedienen wir uns des folgenden Tricks.
Wir führen zunächst einen Projektor auf den eindimensionalen Raum parallel zu Kµ

ein,

Eµν ≡ KµKν

K2
. (5.167)

Dieser Projektor hat die Eigenschaften

EµνKν =
KµKν

K2
Kν = Kµ ,

Eµ
µ =

KµKµ

K2
= 1 ,

EµλE ν
λ =

KµKλ

K2

KλK
ν

K2
=
KµKν

K2
= Eµν (Idempotenz) . (5.168)

Der Projektor auf den dreidimensionalen Raum orthogonal zu Kµ ist dann

P µν = gµν − Eµν = gµν − KµKν

K2
. (5.169)

Dieser hat die Eigenschaften

P µνKν = gµνKν − EµνKν = Kµ −Kµ = 0 ,

P µ
µ = gµµ − Eµ

µ = 4− 1 = 3 ,

P µλP ν
λ = (gµλ − Eµλ)(g ν

λ − E ν
λ ) = gµν − 2Eµν + EµλE ν

λ

= gµν − Eµν ≡ P µν (Idempotenz) . (5.170)

Die beiden Projektoren P µν und Eµν sind orthogonal,

P µλE ν
λ = gµλE ν

λ − EµλE ν
λ = Eµν − Eµν = 0 , (5.171)

und vollständig,
P µν + Eµν = gµν . (5.172)

Vergleichen wir Gl. (5.165) mit der Definition (5.169) des Projektors P µν , so ist sofort
offensichtlich, dass

B̃µν(K) = −K2

(
gµν − KµKν

K2

)
= −K2 P µν , (5.173)

d.h. B̃µν(K) ist orthogonal zu Kµ,

B̃µν(K)Kν = −K2 P µνKν = 0 . (5.174)

Man sagt, B̃µν(K) ist 4–transversal zu Kµ.
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Wir berechnen nun zunächst ganz allgemein die Determinante einer Matrix Aµν(K),
die vom 4–Impulsvektor Kµ abhängt. Weil die Projektoren P µν und Eµν vollständig sind,
Gl. (5.172), kann man Aµν(K) als Tensorzerlegung in der Form

Aµν(K) = A(K)P µν +B(K)Eµν (5.175)

schreiben, mit Lorentz–skalaren Koeffizienten A(K), B(K), die als Lorentz–Skalare ledig-
lich vom 4–Betragsquadrat K2 abhängen können. Diese Koeffizienten kann man durch
geeignete Projektion aus Aµν(K) berechnen,

1

3
P µνAµν(K) =

1

3
[A(K)P µνPµν +B(K)EµνPµν ] =

1

3
A(K)P µ

µ = A(K) ,

EµνAµν(K) = A(K)EµνPµν +B(K)EµνEµν = B(K)Eµ
µ = B(K) , (5.176)

wobei wir von den Eigenschaften (5.168) und (5.170) Gebrauch gemacht haben. Nun ist

Aµν(K) = Aµλ(K) gλν , (5.177)

also
detAµν(K) = detAµλ(K) det gλν = −detAµλ(K) . (5.178)

Weiterhin ist (für A(K) 6= 0)

ln detAµλ(K) = Tr lnAµλ(K) = Tr ln [A(K)P µ
λ +B(K)Eµ

λ]

= Tr ln

{
A(K) gµρ

[
P ρ
λ +

B(K)

A(K)
Eρ

λ

]}
= Tr

(
ln
[
A(K) gµρ

]
+ ln

{
gρλ −

[
1− B(K)

A(K)

]
Eρ

λ

})
= −

∞∑
n=1

(−1)n

n
[A(K)− 1]n Trgµρ −

∞∑
n=1

1

n

[
1− B(K)

A(K)

]n
TrEµ

ρ

= 4 lnA(K) + ln
B(K)

A(K)
= ln

[
A(K)3B(K)

]
. (5.179)

Hier haben wir die Reihenentwicklungen

ln (x1) = −
∞∑
n=1

(−1)n

n
(x− 1)n1 , ln (1 − xA) = −

∞∑
n=1

xn

n
An , (5.180)

mit einer Matrix A, sowie die Idempotenz des metrischen Tensors und des Projektors Eµν

benutzt. Eingesetzt in Gl. (5.178) erhalten wir also

detAµν(K) = −A(K)3B(K) . (5.181)

Es ist also klar, dass die Eigenwerte von Aµν(K) (bis auf das Vorzeichen) identisch mit
A(K) (dreifach entartet) und B(K) sind. Die Inverse von Aµν(K) ist also

A−1
µν (K) =

1

A(K)
Pµν +

1

B(K)
Eµν . (5.182)
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Wir prüfen dies nach,

A−1
µλ(K)Aλν(K) =

[
1

A(K)
Pµλ +

1

B(K)
Eµλ

] [
A(K)P λν +B(K)Eλν

]
= PµλP

λν +
B(K)

A(K)
PµλE

λν +
A(K)

B(K)
EµλP

λν + EµλE
λν

= P ν
µ + E ν

µ ≡ g ν
µ , (5.183)

wobei wir im letzten Schritt Gl. (5.172) benutzt haben. In der Tat ist also die in Gl.
(5.182) angegebene Matrix das Inverse von Aµν(K).

Nun wenden wir das Resultat (5.181) auf den Fall Aµν(K) ≡ B̃µν(K) an. Durch Ver-
gleich von Gl. (5.173) mit Gl. (5.175) lesen wir sofort ab, dass

A(K) ≡ −K2 , B(K) ≡ 0 .

Also ist
det B̃µν(K) = −(K2)3 · 0 ≡ 0 , (5.184)

d.h. die Inverse B̃−1
µν (K) existiert nicht! Dies ist das erste Problem mit dem naiven

Ausdruck (5.158) für das erzeugende Funktional.
Das zweite Problem ergibt sich aus folgender Überlegung. Die Lagrange–Dichte (5.159)

ist eichinvariant, d.h. zwei i.a. unterschiedliche Eichfelder Aµ∗ und A′µ∗ = Aµ∗+ 1
e
∂µΛ 6=

Aµ∗ sind eich-äquivalent, d.h. sie beschreiben dieselbe Physik. Im Ausdruck (5.158) wird
jedoch über alle Eichfeld-Konfigurationen Aµ integriert, also auch über Aµ∗ und A′µ∗ . Es
wird also eigentlich über redundante Information integriert.

Um dieses Problem zu lösen, müßte man das Integrationsmaß DAµ zerlegen in

DAµ = DĀµDΛ , (5.185)

wobei Āµ die eich-inäquivalenten Eichfeld-Konfigurationen sind und Λ die Eichtrans-
formationen, die zwischen den eich-äquivalenten Konfigurationen vermitteln. Idealerweise
würde sich dieser letzte Beitrag dann faktorisieren lassen und könnte in der Normierungs-
konstante des erzeugenden Funktionals absorbiert werden.

Wir werden sehen, dass das Problem der Nicht-Invertierbarkeit von Bµν(X, Y ) und die
Redundanz bei der Integration über eich-äquivalente Eichfeld-Konfigurationen miteinan-
der zusammenhängen und sich gleichzeitig lösen lassen.

Um das korrekte erzeugende Funktional herzuleiten, können wir zwei verschiedene
Wege verfolgen, einen nicht-kovarianten, ähnlich zur Strahlungseichung bei der ka-
nonischen Quantisierung, und einen kovarianten, analog zur Lorenz–Eichung bei der
kanonischen Quantisierung.

5.6.1 Erzeugendes Funktional in vollständig fixierter Eichung

10.2.2021

Wir wählen die axiale Eichung

Az(X) = 0 , (5.186)
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also Gl. (3.147) mit nµ = (0, 0, 0, 1)T . Das kanonisch konjugierte Feld ist

πµ =
∂L0

∂(∂0Aµ)
= (0, Fx0, Fy0, Fz0) = (0, ~∇A0 + ∂0

~A) = (0,− ~E) . (5.187)

Dies zeigt, dass A0 kein dynamisches Feld ist, da das kanonisch konjugierte Feld ver-
schwindet, π0 = 0. Außerdem ist in axialer Eichung, Gl. (5.186),

πz = −Ez = −πz = ∂zA
0 + ∂0A

z ≡ ∂zA
0 . (5.188)

Dies ist einfach die z–Komponente des Gradientenfeldes des nicht-dynamischen Feldes A0.
Da in axialer Eichung Az = 0 ist, erwarten wir auch nicht, dass das kanonisch konjugierte
Feld πz unabhängige dynamische Information über das System liefert.

Die einzigen unabhängigen, dynamischen Freiheitsgrade sind daher Ax und Ay, mit
den zugehörigen kanonisch konjugierten Feldern

πx ≡ −πx = ∂xA
0 + ∂0A

x = −Ex ,

πy ≡ −πy = ∂yA
0 + ∂0A

y = −Ey . (5.189)

Diese Freiheitsgrade entsprechen den physikalischen, transversalen Polarisationsfrei-
heitsgraden des elektromagnetischen Feldes. Die unphysikalischen Freiheitsgrade sind
das longitudinale Eichfeld Az, welches aber in axialer Eichung (5.186) gleich null gesetzt
wird, sowie das zeitartige Eichfeld A0 und das zum longitudinalen Eichfeld kanonisch
konjugierte Feld πz = −Ez. Wir zeigen nun, dass wir diese beiden Größen mit Hilfe des
Gaußschen Gesetzes (der ersten inhomogenen Maxwell–Gleichung)

~∇ · ~E = ~∇ · ~π = 0 (5.190)

als Funktional der unabhängigen Freiheitsgrade πx, πy ausdrücken können (in Abwe-
senheit äußerer Quellen ist die rechte Seite der inhomogenen Maxwell–Gleichung null).
Gleichung (5.190) läßt sich nach ∂zE

z auflösen,

∂zE
z = −∂xEx − ∂yEy , (5.191)

und formal integrieren,

Ez(t, x, y, z) = −
∫ z

z0

dz′ [∂xE
x(t, x, y, z′) + ∂yE

y(t, x, y, z′)] + CE(t, x, y)

=

∫ z

z0

dz′ [∂xπx(t, x, y, z
′) + ∂yπy(t, x, y, z

′)] + CE(t, x, y)

≡ Ez[πx, πy] . (5.192)

Damit ist Ez, wie behauptet, ein Funktional der kanonisch konjugierten Felder πx und
πy. Formale Integration von Gl. (5.188) liefert dann

A0(t, x, y, z) = −
∫ z

z0

dz′′Ez(t, x, y, z′′) + CA(t, x, y)

= −
∫ z

z0

dz′′
∫ z′′

z0

dz′ [∂xπx(t, x, y, z
′) + ∂yπy(t, x, y, z

′)]− (z − z0)CE(t, x, y) + CA(t, x, y)

≡ A0[πx, πy] . (5.193)
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Die Tatsache, dass zwei “Integrationskonstanten” CE(t, x, y) und CA(t, x, y) auftreten,
zeigt, dass die Eichung noch nicht vollständig fixiert ist. Durch Wahl von Ez und A0 auf
der durch z = z0 definierten Raum-Zeit-Fläche,

Ez(t, x, y, z0) ≡ CE(t, x, y) , A0(t, x, y, z0) ≡ CA(t, x, y) , (5.194)

wird die Eichung jedoch vollständig festgelegt.
Nun berechnen wir die Hamilton–Dichte durch Legendre–Transformation der Lagrange–

Dichte

L0 = −1

4
FµνF

µν = −1

2
EiE

i − 1

4
εijmε

ijnBmB
n =

1

2
~E 2 − 1

2
δmnB

mBn =
1

2

(
~E 2 − ~B 2

)
,

(5.195)
wobei wir die Glgen. (2.135), (2.136) und die Relation εijmεijn = 2δmn benutzt haben. Bei
der Legendre–Transformation müssen die Zeitableitungen der physikalischen Freiheits-
grade Ax, Ay durch die entsprechenden kanonisch konjugierten Felder gemäß Gl. (5.189)
ersetzt werden. Außerdem ist Ex = −πx, Ey = −πy, Ez = Ez[πx, πy]. Wir erhalten also

H0 = πx∂0A
x + πy∂0A

y − L0

∣∣∣ ∂0Ax = πx − ∂xA0

∂0Ay = πy − ∂yA0

= πx(πx − ∂xA0) + πy(πy − ∂yA0)− 1

2

[
π2
x + π2

y + (Ez)2 − ~B 2
]

=
1

2

[
π2
x + π2

y + (Ez)2 + ~B 2
]
− πx∂xA0 − πy∂yA0 − (Ez)2 . (5.196)

Die letzten drei Terme werden unter Benutzung von Gl. (5.188) wie folgt umgeformt

πx∂xA
0 + πy∂yA

0 + (Ez)2 = πx∂xA
0 + πy∂yA

0 + πz∂zA
0 ≡ −~π · ~∇A0

= −~∇ · (~πA0) + A0 ~∇ · ~π . (5.197)

Der erste Term liefert bei Integration über den gesamten Raum d3~x einen Oberflächenterm,
den wir vernachlässigen können, wenn die Felder im Unendlichen verschwinden. Der zweite
Term ist aufgrund des Gaußschen Gesetzes (5.190) null. Also ist für Feldkonfigurationen,
die das Gaußsche Gesetz erfüllen (und bis auf Terme, die Oberflächenterme generieren)

H0 =
1

2

[
π2
x + π2

y + (Ez)2 + ~B 2
]
. (5.198)

Nun können wir das erzeugende Funktional für n–Punkt-Korrelationsfunktionen
in vollständig fixierter Eichung hinschreiben. Dieses ist natürlich identisch mit der
Vakuum-zu-Vakuum-Übergangsamplitude. Setzen wir die Quellenfelder Jx, Jy für
die physikalischen Eichfelder zunächst gleich null, so lautet diese

Z0[0] = N
∫
DπxDπy DAxDAy exp

[
i

∫
d4X (πx∂0A

x + πy∂0A
y −H0)

]
. (5.199)

Hierbei ist zu beachten, dass ausschließlich über die physikalischen Freiheitsgrade
Ax, Ay und die zugehörigen kanonisch konjugierten Felder πx, πy funktional integriert wird.
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Dies kommt daher, dass wir bei der Herleitung des Funktionalintegrals nur vollständige
Sätze von physikalischen Zuständen einschieben können, also solche, die als Eigenwerte
die (unabhängigen) Felder Ax, Ay, πx und πy haben.

Zur weiteren Berechnung von Z0[0] könnten wir nun aufgrund der Form von H0, Gl.
(5.198), argumentieren, dass die Funktionalintegrale über πx und πy wieder verschobene
Gauß–Integrale sind, sich also analytisch lösen lassen sollten. Dies ist aber bei näherer
Betrachtung nicht der Fall: Ez in H0 ist ein (kompliziertes) Funktional von πx, πy, vgl. Gl.
(5.192). Die kanonisch konjugierten Felder lassen sich also nicht einfach ausintegrieren.
Wir können aber durch einen Trick Ez durch eine unabhängige Integrationsvariable
ersetzen, indem wir im Funktionalintegral in Gl. (5.199) eine Eins einfügen,

1 =

∫
Dπz δ [πz + Ez[πx, πy]] . (5.200)

Die funktionale δ–Funktion erlaubt, überall im Integranden −Ez durch die unabhängige
Integrationsvariable πz zu ersetzen,

Z0[0] = N
∫
DπxDπy Dπz DAxDAy δ [πz + Ez[πx, πy]]

× exp

{
i

∫
d4X

[
πx∂0A

x + πy∂0A
y − 1

2

(
~π 2 + ~B 2

)]}
. (5.201)

Allerdings ist eine direkte Integration über πx, πy immer noch nicht möglich, da diese Va-
riablen nun im Argument der zusätzlich auftretenden δ–Funktion auftauchen. Wir formen
die δ–Funktion nun mit Hilfe der bekannten Relation

δ(f(x)) =
1

|f ′(x0)|
δ(x− x0) für f(x0) = 0 (5.202)

um. Wir müssen diese Relation allerdings zunächst für funktionale δ–Funktionen verallge-
meinern. Die Rolle von der Variablen x wird dabei von der Funktion πz(X) übernommen.
Die Rolle der Funktion f(x) spielt zunächst ein beliebiges Funktional FX [πz] der Funktion
πz, das aber gleichzeitig noch eine Funktion des Raum-Zeit-Vektors Xµ sein soll (vgl.
Gl. (4.97))

δ [FX [πz]] =
1∣∣∣det δFX [πz ]

δπz(Y )

∣∣∣
πz=πz,0

δ[πz − πz,0] für FX [πz,0] = 0 . (5.203)

Nur dadurch, dass FX [πz] auch eine Funktion von Xµ ist, tritt auf der linken Seite
ebenfalls eine funktionale δ–Funktion auf (ansonsten hätten wir, da Funktionale einfa-
che Zahlenwerte haben, eine gewöhnliche δ–Funktion). Zu beachten ist ferner, dass die
gewöhnliche Ableitung der Funktion f(x) im Nenner von Gl. (5.202) durch die Funktio-
nal-Ableitung von FX [πz] nach πz(Y ) ersetzt wird. Weil aber FX [πz] auch eine Funktion
von Xµ ist und nach πz(Y ) abgeleitet wird, haben wir bei der funktionalen Ableitung zwei
Raum-Zeit-Indizes (X und Y ), und die gewöhnliche funktionale Ableitung ist durch die
Jacobi–Determinante der funktionalen Ableitungen zu ersetzen.
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Nun suchen wir ein Funktional FX [πz], welches an der Stelle πz = πz,0 den Wert null
annimmt. Offensichtlich ist dies für

FX [πz] ≡
∫

d4Y δ(4)(X − Y ) ~∇y · ~π(Y ) ≡ ~∇x · ~π(X) ≡ ~∇ · ~π(X) (5.204)

für die Funktion
πz,0 = −Ez[πx, πy] (5.205)

der Fall, denn wir hatten ja gerade das Gaußsche Gesetz (5.190) benutzt, um Ez als
Funktional von πx, πy zu bestimmen. Bringen wir die Jacobi–Determinante auf die linke
Seite, so nimmt Gleichung (5.203) mit den Glgen. (5.204) und (5.205) die Form∣∣∣∣∣det

δ ~∇ · ~π(X)

δπz(Y )

∣∣∣∣∣ δ[~∇ · ~π] = δ [πz + Ez[πx, πy]] (5.206)

an. An welcher Stelle die Jacobi–Determinante auszuwerten ist, muss nun nicht mehr
angegeben werden; die δ–Funktion auf der linken Seite der Gleichung sorgt automatisch
dafür, dass nur die Funktion πz = −Ez[πx, πy] dafür in Frage kommt. Wir können nun
die δ–Funktion in Gl. (5.201) durch Gl. (5.206) ersetzen,

Z0[0] = N ′
∫
D~πDAxDAy δ

[
~∇ · ~π

]
det

δ ~∇ · ~π(X)

δπz(Y )

× exp

{
i

∫
d4X

[
πx∂0A

x + πy∂0A
y − 1

2

(
~π 2 + ~B 2

)]}
. (5.207)

Hierbei haben wir noch diverse Vorzeichen (z.B. das der Jacobi–Determinante) in die neue
Normierungskonstante N ′ absorbiert. Das Interessante an diesem Ausdruck ist, dass die
funktionale δ–Funktion dafür sorgt, dass lediglich Feldkonfigurationen zum Funktionalin-
tegral beitragen, die das Gaußsche Gesetz (5.190) erfüllen.

Um den Ausdruck etwas symmetrischer in Feldern und kanonisch konjugierten Feldern
zu gestalten, fügen wir eine weitere spuriose Funktionalintegration ein,

1 =

∫
DAz δ[Az] . (5.208)

Diese funktionale δ–Funktion erzwingt interessanterweise, dass die Feldkonfigurationen
die axiale Eichbedingung (5.186) erfüllen. Weil mit Az = 0 auch ∂0A

z = 0 gilt, kann man
im Exponenten einen Term πz∂zA

0 dazuaddieren und Gl. (5.207) nun in der Form

Z0[0] = N ′
∫
D~πD ~A δ[Az] δ

[
~∇ · ~π

]
det

δ ~∇ · ~π(X)

δπz(Y )

× exp

{
i

∫
d4X

[
−~π · ∂0

~A− 1

2

(
~π 2 + ~B 2

)]}
(5.209)

schreiben.
Nun benutzen wir die Fourier–Darstellung der funktionalen δ–Funktion,

δ
[
~∇ · ~π

]
∼
∫
DA0 exp

(
i

∫
d4X A0 ~∇ · ~π

)
. (5.210)
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Eventuell auftretende konstante Faktoren sind dabei unerheblich, sie können in die Nor-
mierungskonstante N ′ absorbiert werden. Zu diesem Zeitpunkt ist A0 einfach nur eine
Integrationsvariable. Jedoch ist die Bezeichnung nicht zufällig gewählt, wir werden sehen,
dass sie die Rolle der Zeitkomponente des Eichfeldes Aµ übernehmen wird. Desweiteren
benutzen wir

δ ~∇ · ~π(X)

δπz(Y )
= − δ

δπz(Y )
[∂1πx(X) + ∂2πy(X) + ∂3πz(X)] = −∂3 δ

(4)(X − Y ) . (5.211)

Hier haben wir die räumlichen Komponenten des 4–Vektors Xµ mit xi, i = 1, 2, 3, ab-
gekürzt (und entsprechend die Ableitung nach diesen Komponenten mit ∂i ≡ ∂/∂xi), um
sie von den Komponenten des 4–Vektors Y µ zu unterscheiden. Außerdem haben wir die
Relation δπz(X)/δπz(Y ) = δ(4)(X − Y ) benutzt, s. Gl. (4.97). Damit wird Gl. (5.209) zu

Z0[0] = N ′′
∫
D~πDAµ δ[Az] det [−∂3 δ

(4)(X − Y )]

× exp

{
i

∫
d4X

[
A0 ~∇ · ~π − ~π · ∂0

~A− 1

2

(
~π 2 + ~B 2

)]}
= N ′′

∫
D~πDAµ δ[Az] det [−∂3 δ

(4)(X − Y )]

× exp

{
i

∫
d4X

[
~π · (−~∇A0 − ∂0

~A)− 1

2

(
~π 2 + ~B 2

)]}
, (5.212)

wobei zusätzliche Konstanten (z.B. aus Gl. (5.210)) in der neuen Normierungskonstanten

N ′′ absorbiert wurden. Im letzten Schritt haben wir auch noch den Term A0 ~∇·~π partiell
integriert und Oberflächenterme vernachlässigt.

An dieser Stelle ist es nun möglich, die Integration über die kanonisch konjugierten
Felder als verschobenes Gauß–Integral durchzuführen, da

− 1

2
~π 2 + ~π · (−~∇A0 − ∂0

~A) = −1

2

(
~π + ~∇A0 + ∂0

~A
)2

+
1

2

(
−~∇A0 − ∂0

~A
)2

. (5.213)

Die Integration über die verschobenen kanonisch konjugierten Felder ~π ′ ≡ ~π+ ~∇A0 +∂0
~A

ergibt nur eine irrelevante Konstante, die man in N ′′ absorbieren kann. Bezeichnen wir

− ~∇A0 − ∂0
~A ≡ ~E , (5.214)

was konsistent mit Gl. (5.187) ist, so erhalten wir mit Gl. (5.195)

Z0[0] = N ′′′
∫
DAµ δ[Az] det [−∂3 δ

(4)(X − Y )] exp

(
i

∫
d4X L0

)
, (5.215)

Zum Schluss fügen wir noch ein Quellenfeld Jµ für das Eichfeld Aµ ein, so dass

Z0[Jµ] = N ′′′
∫
DAµ δ[Az] det [−∂3 δ

(4)(X − Y )] exp

[
i

∫
d4X (L0 + JµA

µ)

]
, (5.216)
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Dies ist der korrekte Ausdruck für das erzeugende Funktional in axialer Eichung. Die funk-
tionale δ–Funktion und die Determinante sorgen dafür, dass man nur über physikalische
Freiheitsgrade und eich-inäquivalente Feldkonfigurationen integriert. Da

det [−∂3 δ
(4)(X − Y )] = const. , (5.217)

könnte man im Prinzip die Determinante noch aus dem Funktionalintegral herausziehen
und in N ′′′ absorbieren. Um dieses Resultat auf andere Eichungen zu verallgemeinern (bei
denen dies u.U. nicht möglich ist), lassen wir das Resultat in der Form (5.216) stehen.

Wir können nun eine Vermutung anstellen, wie Gl. (5.216) auf andere Eichungen ver-
allgemeinerbar ist. Dazu schreiben wir die Eichbedingung ganz allgemein in der Form

FX [Aµ] = 0 . (5.218)

In einer beliebigen axialen Eichung

FX [Aµ] =

∫
d4Y nµA

µ(Y ) δ(4)(X − Y ) ≡ nµA
µ(X) = 0 , (5.219)

und für nµ = (0, 0, 0, 1)T erhalten wir wieder Gl. (5.186), also

FX [Aµ] = Az(X) = 0 . (5.220)

Ein beliebiges Eichfeld A′µ in axiale Eichung zu bringen bedeutet, dass man eine
Eichtransformation durchführen kann,

Aµ(X) = A′µ(X) +
1

e
∂µΛ(X) , (5.221)

so dass die z–Komponente des neuen Feldes Aµ verschwindet,

FX [Aµ] = Az(X) = A′ z(X)− 1

e
∂zΛ(X) = 0 . (5.222)

Offensichtlich ist

δFX [Aµ]

δΛ(Y )
= −1

e
∂z
δΛ(X)

δΛ(Y )
= −1

e
∂3 δ

(4)(X − Y ) . (5.223)

Zur besseren Unterscheidung haben wir im letzten Schritt die Ableitung nach der z–
Komponente von Xµ wieder mit ∂3 bezeichnet. Abgesehen von irrelevanten Konstanten,
die man in N ′′′ absorbieren kann, können wir Gl. (5.216) mit den Glgen. (5.220) und
(5.223) nun umschreiben in

Z0[Jµ] = N ′′′′
∫
DAµ δ[FX [Aµ]] det

δFX [Aµ]

δΛ(Y )
exp

[
i

∫
d4X (L0 + JµA

µ)

]
, (5.224)

Dies ist der korrekte Ausdruck für das erzeugende Funktional in beliebiger Eichung
(5.218). Wir werden diesen Ausdruck im nächsten Abschnitt noch einmal auf eine andere
Weise herleiten.
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5.6.2 Erzeugendes Funktional in kovarianter Eichung

12.2.2021

Allgemein kann man Eichtransformationen in der Form (2.210) schreiben. Für das Pho-
tonfeld muss man die Ersetzungen Aµ → Aµ und g → −e machen, so dass diese Gleichung
lautet

Aµ −→ AµU = UAµU † +
i

e
(∂µU)U † , (5.225)

wobei wir das eichtransformierte Feld nun mit AµU bezeichnet haben. In der Tat folgt für
eine U(1)–Transformation

U = e−iΛ , ∂µU = −i (∂µΛ)U , (5.226)

für diese Gleichung

Aµ −→ AµU = e−iΛAµeiΛ +
i

e
(−i) (∂µΛ) e−iΛeiΛ = Aµ +

1

e
∂µΛ , (5.227)

also der bekannte Ausdruck (2.97).
Wir schreiben nun eine beliebige Eichbedingung als

FX
[
AµU∗

]
= 0 , (5.228)

was bedeutet, dass das eichtransformierte Eichfeld AµU∗ die Eichbedingung erfüllt. Zu
diesem Zeitpunkt kann dies noch jede beliebige Eichung sein, z.B. die axiale Eichung

FX
[
AµU∗

]
= AzU∗(X) = 0 , (5.229)

oder die Lorenz–Eichung
FX
[
AµU∗

]
= ∂µA

µ
U∗

(X) = 0 . (5.230)

Die spezielle Eichtransformation
U∗ = e−iΛ∗ (5.231)

sorgt dafür, dass AµU∗ die Eichbedingung erfüllt.
Wir betrachten nun das Funktionalintegral

∆−1 [Aµ] ≡
∫
DU δ [FX [AµU ]] . (5.232)

Hier wird funktional über alle Eichtransformationen U integriert. Aufgrund der funk-
tionalen δ–Funktion trägt aber nur die spezielle Eichtransformation U∗ zum Integral bei,
da diese gerade Gl. (5.228) erfüllt. Dass das Funktionalintegral selbst ein Funktional des
(untransformierten) Eichfelds Aµ ist, folgt aus Gl. (5.227).

Wir zeigen nun, dass das Funktionalintegral (5.232) eichinvariant ist. Dazu betrachten
wir eine spezielle Eichtransformation U ′. Für das entsprechend eichtransformierte Eichfeld
AµU ′ lautet Gl. (5.232) dann

∆−1 [AµU ′ ] =

∫
DU δ [FX [AµUU ′ ]] . (5.233)
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Setzen wir nun UU ′ ≡ U ′′ und benutzen die Tatsache, dass (zumindest für kompakte
Gruppen) das Integrationsmaß invariant ist [20],

DU ≡ DU ′′ , (5.234)

so folgt

∆−1 [AµU ′ ] =

∫
DU ′′ δ [FX [AµU ′′ ]] ≡

∫
DU δ [FX [AµU ]] ≡ ∆−1 [Aµ] , q.e.d. . (5.235)

Hier haben wir im zweiten Schritt die Integrationsvariable U ′′ → U substitutiert.
Wir fügen nun

1 = ∆ [Aµ]

∫
DU δ [FX [AµU ]] (5.236)

in das naive erzeugende Funktional (5.158) ein, wobei wir das Quellenfeld Jµ zunächst
null setzen,

Z0[0] =

∫
DAµ ∆ [Aµ]

∫
DU δ [FX [AµU ]] eiS[Aµ] , (5.237)

wobei wir die Wirkung

S[Aµ] ≡
∫

d4X L0 = −1

4

∫
d4X FµνF

µν = −1

2

∫
d4X (∂µAν − ∂νAµ) ∂µAν (5.238)

eingeführt haben, um die Notation möglichst kompakt zu halten. Wir können nun das
Funktionalintegral über U mit dem über die Eichfelder vertauschen. Das Integrationsmaß
DAµ ist eichinvariant,

DAµ = DAµU , (5.239)

da man über alle Eichfeldkonfigurationen integriert, es also keine Rolle spielt, ob man sie
eichtransformiert hat oder nicht. Mit der Eichinvarianz von ∆[Aµ] ≡ ∆[AµU ] erhalten wir

Z0[0] =

∫
DU

∫
DAµU ∆ [AµU ] δ [FX [AµU ]] eiS[Aµ] , (5.240)

wobei wir die Substitution Aµ → AµU im Integrationsmaß und im Funktional ∆[Aµ] vor-
genommen haben. Desweiteren ist, wie wir wissen, auch die Wirkung eichinvariant,

S[Aµ] ≡ S[AµU ] . (5.241)

Damit können wir Gl. (5.240) schreiben als

Z0[0] =

∫
DU

∫
DAµU ∆ [AµU ] δ [FX [AµU ]] eiS[AµU ]

≡
∫
DU

∫
DAµ ∆ [Aµ] δ [FX [Aµ]] eiS[Aµ] , (5.242)

wobei wir im letzten Schritt die Integrationsvariablen wieder in AµU → Aµ umbenannt
haben.
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Obwohl es so aussieht, als hätten wir gar nichts erreicht, weil wir lediglich das naive
erzeugende Funktional (5.158) durch Einfügen einer Eins, Gl. (5.236), umgeformt haben,
sind wir doch einen gewaltigen Schritt weitergekommen: wir haben das Funktionalintegral
über die Eichtransformationen,

∫
DU , vom Funktionalintegral über die Eichfeldkonfigu-

rationen absepariert, ähnlich wie wir dies im Zusammenhang mit Gl. (5.185) diskutiert
hatten. Es ist jetzt nämlich nicht mehr so, dass wir im Funktionalintegral über Aµ über
alle Eichfeldkonfigurationen, also auch über eich-äquivalente, integrieren: die funktionale
δ–Funktion mit der Eichbedingung im Argument sorgt dafür, dass nur die Eichfeldkonfi-
gurationen in der speziellen Eichung U∗ beitragen!

Der letzte Schritt besteht in der Berechnung von ∆[Aµ]. Da diese Größe eichinvariant
ist, können wir eine Eichfeldkonfiguration Aµ wählen, welche sich nur infinitesimal von
AµU∗ , d.h. der Nullstelle der funktionalen δ–Funktion in der Definition (5.232) von ∆−1[Aµ],
unterscheidet. Dann tragen aber nur infinitesimale Eichtransformationen U in der Nähe
von U∗, U = U∗e

−iΛ ' U∗(1 − iΛ), |Λ| � 1, zum Integranden bei, d.h. wir dürfen das
Integrationsmaß DU durch DΛ ersetzen,

∆−1[Aµ] =

∫
DU δ [FX [AµU ]] = N

∫
DΛ δ

[
FX

[
Aµ +

1

e
∂µΛ

]]
, (5.243)

wobei wir konstante Faktoren bei der Substitution U → Λ in eine Normierungskonstante
N absorbiert haben. Eine weitere Substitution der Integrationsvariablen

Λ(X) −→ FX

[
Aµ +

1

e
∂µΛ

]
≡ F (X) (5.244)

liefert

∆−1[Aµ] = N
∫
DΛ δ

[
FX

[
Aµ +

1

e
∂µΛ

]]
= N

∫
DF det

δΛ(Y )

δF (X)
δ [F ]

≡ N det
δΛ(Y )

δF (X)

∣∣∣∣
F (X)=0

, (5.245)

bzw. nach Invertieren

∆[Aµ] = N−1 det
δF (X)

δΛ(Y )

∣∣∣∣
F (X)=0

≡ N−1 det
δFX [Aµ]

δΛ(Y )

∣∣∣∣
FX [Aµ]=0

. (5.246)

Setzen wir dies in Gl. (5.242) ein und absorbieren
∫
DU und N−1 in eine neue Normie-

rungskonstante N ′′′′, so erhalten wir

Z0[0] = N ′′′′
∫
DAµ det

δFX [Aµ]

δΛ(Y )
δ [FX [Aµ]] eiS[Aµ] , (5.247)

wobei die funktionale δ–Funktion dafür sorgt, dass die Determinante an der richtigen
Stelle (FX [Aµ] = 0) ausgewertet wird. Die funktionale Ableitung von FX [Aµ] nach Λ(Y )
ist wie in Gl. (5.223) zu berechnen, d.h. man ersetzt in der Eichbedingung FX [Aµ] = 0
das Eichfeld Aµ durch

Aµ(X) = A′µ(X) +
1

e
∂µΛ(X) , (5.248)
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und leitet dann funktional nach Λ(Y ) ab. In Lorenz–Eichung,

FX [Aµ] ≡ ∂µA
µ(X) , (5.249)

würde diese Operation beispielsweise lauten

δFX [Aµ]

δΛ(Y )
=

δ

δΛ(Y )
∂µ

[
A′µ(X) +

1

e
∂µΛ(X)

]
=

1

e
∂µ∂

µ δΛ(X)

δΛ(Y )
=

1

e
�x δ

(4)(X − Y ) .

(5.250)
Fügen wir jetzt noch im Exponenten in Gl. (5.247) einen Quellenterm i

∫
d4XJµA

µ ein,
so erhalten wir wieder Gl. (5.224).

Wir schreiben nun die Determinante der Matrix der Funktionalableitungen in ein Funk-
tionalintegral über Graßmann–wertige Felder um. Wir bezeichnen

δFX [Aµ]

δΛ(Y )
≡M(X, Y ) , (5.251)

und schreiben

det [iM(X, Y )] ≡
∫
Dη̄Dη exp

[
−i
∫

d4X d4Y η̄(X)M(X, Y ) η(Y )

]
, (5.252)

vgl. Gl. (5.122). Die Graßmann–wertigen Felder η̄(X), η(X) entsprechen keinen physi-
kalischen Teilchen. Man bezeichnet sie daher als Geistfelder oder präziser, nach ihren
Erfindern, als Faddeev–Popov–Geistfelder. Die Determinante

det
δFX [Aµ]

δΛ(Y )
= detM(X, Y ) (5.253)

heißt dementsprechend Faddeev–Popov–Determinante. Man beachte, dass die Fadde-
ev–Popov–Geistfelder zwar aus antivertauschenden Zahlen bestehen, aber ihrer Natur
nach Bosonen mit Spin null darstellen. Gleichung (5.247) nimmt jetzt (inkl. Quellterm)
die Form

Z0[Jµ] = N ′′′′′
∫
DAµDη̄Dη δ [FX [Aµ]]

× exp

[
−i
∫

d4X d4Y η̄(X)M(X, Y ) η(Y ) + i

∫
d4X (L0 + JµA

µ)

]
(5.254)

an, wobei wir weitere konstante Normierungsfaktoren (genauer, Faktoren −i aus der Er-
setzung det M→ det[iM]) in N ′′′′′ absorbiert haben.

17.2.2021

Zum Schluss legen wir noch die Eichbedingung fest. Wir schreiben

FX [Aµ] = ∂ · A(X)− C(X) , (5.255)

wobei C(X) ein beliebiges, fest vorgegebenes Feld ist. In Lorenz–Eichung wäre C(X) = 0
zu wählen. Man beachte, dass das Feld C(X) keine Auswirkungen auf die Faddeev–
Popov–Matrix M hat, da diese aus den Ableitungen der Eichbedingung nach Λ be-
steht. Das erzeugende Funktional (5.254) ist nun eigentlich ein Funktional der Quelle
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Jµ(X) und des Feldes C(X), Z0[Jµ, C]. Nun multiplizieren wir dieses mit einem Faktor
exp

[
−i λ/2

∫
d4X C2(X)

]
und bilden das Funktionalintegral über alle Funktionen C(X),

Z0(λ)[Jµ] ≡
∫
DC exp

[
−i λ

2

∫
d4X C2(X)

]
Z0[Jµ, C] . (5.256)

Die funktionale Abhängigkeit von C(X) wurde nun in eine parametrische Abhängigkeit
von λ überführt. Man fragt sich, ob man auch ohne den exponentiellen Gewichtsfaktor
über alle Felder C(X) hätte integrieren können. Dieses Funktionalintegral ist aber nicht
wohldefiniert. Führt man eine analytische Fortsetzung in die Euklidsche Raum-Zeit durch,
so erkennt man, dass dieser Faktor das Funktionalintegral (5.256) zu einem Gauß–Integral
macht, also eine konvergenzerzeugende Wirkung hat (wobei wir λ > 0 voraussetzen).

Setzen wir Gl. (5.254) in Gl. (5.256) ein, so erhalten wir (nach Umbenennung des
Normierungsfaktors N ′′′′′ in N )

Z0(λ)[Jµ] = N
∫
DAµDη̄DηDC δ [∂ · A− C]

× exp

[
−i
∫

d4X d4Y η̄(X)M(X, Y ) η(Y ) + i

∫
d4X

(
L0 + JµA

µ − λ

2
C2

)]
= N

∫
DAµDη̄DηDC δ [∂ · A− C]

× exp

{
−i
∫

d4X d4Y η̄(X)M(X, Y ) η(Y ) + i

∫
d4X

[
L0 + JµA

µ − λ

2
(∂ · A)2

]}
= N

∫
DAµDη̄Dη (5.257)

× exp

{
−i
∫

d4X d4Y η̄(X)M(X, Y ) η(Y ) + i

∫
d4X

[
L0 −

λ

2
(∂ · A)2 + JµA

µ

]}
,

wobei wir im vorletzten Schritt ausgenutzt haben, dass die δ–Funktion C(X) = ∂ ·A(X)
erzwingt, und im letzten Schritt die Relation∫

DC δ [∂ · A− C] = 1 (5.258)

benutzt haben.
In Lorenz–Eichung ist

M(X, Y ) =
1

e
�x δ

(4)(X − Y ) , (5.259)

s. Gl. (5.250), wobei der Faktor 1/e üblicherweise auch in der Normierungskonstanten
N absorbiert und daher weggelassen wird. Die Faddeev–Popov–Determinante hängt also
nicht von den Eichfeldern Aµ ab und entkoppelt daher vom Funktionalintegral über die
Eichfelder. Sie liefert nur einen konstanten Beitrag zum erzeugenden Funktional, kann also
ebenfalls in N absorbiert werden. Dies war auch schon in der Diskussion in vollständig
fixierter Eichung (Abschnitt 5.6.1) der Fall. Dass die Geistfelder von den Eichfeldern
entkoppeln, ist eine generelle Eigenschaft Abelscher Eichtheorien. Wir werden in Abschnitt
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5.7 sehen, dass dies für nicht-Abelsche Theorien, wie der für das Yang–Mills–Feld, nicht
mehr gilt. Wir können also Gl. (5.257) vereinfachen,

Z0(λ)[Jµ] = N ′
∫
DAµ exp

{
i

∫
d4X

[
L0 −

λ

2
(∂ · A)2 + JµA

µ

]}
. (5.260)

Vergleichen wir den Exponenten in Gl. (5.260) mit Gl. (3.179), so sehen wir, dass unsere
Manipulationen uns genau auf einen zusätzlichen eichfixierenden Term−λ

2
(∂·A)2 in der

Lagrange–Dichte geführt haben! Dieser eichfixierende Term sorgt dafür, dass die Matrix
Bµν(X, Y ) aus Gl. (5.162) nun einen 4–longitudinalen Anteil bekommt, so dass sie
invertierbar wird. Die entsprechenden Schritte, die uns auf Gl. (5.161) geführt haben,
lauten nun

i

∫
d4X

[
L0 −

λ

2
(∂ · A)2

]
=

i

2

∫
d4X d4Y Aµ(X)

[
�x g

µν − (1− λ)∂µx∂
ν
x

]
δ(4)(X − Y )Aν(Y )

≡ 1

2

∫
d4X d4Y Aµ(X)Bµν

(λ)(X, Y )Aν(Y ) , (5.261)

mit der Matrix

Bµν
(λ)(X, Y ) = i

[
�x g

µν − (1− λ)∂µx∂
ν
x

]
δ(4)(X − Y ) . (5.262)

Fourier–Transformation liefert nun

Bµν
(λ)(X, Y ) = i

[
�x g

µν − (1− λ)∂µx∂
ν
x

] ∫ d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y )

= i

∫
d4K

(2π)4

[
−K2 gµν + (1− λ)KµKν

]
e−iK·(X−Y )

≡ i

∫
d4K

(2π)4
B̃µν

(λ)(K) e−iK·(X−Y ) , (5.263)

mit

B̃µν
(λ)(K) ≡ −K2 gµν + (1− λ)KµKν ≡ −K2 P µν − λK2Eµν , (5.264)

wobei wir die Projektoren (5.167) und (5.169) benutzt haben. Für λ 6= 0 besitzt die
Matrix B̃µν

(λ)(K) sowohl einen nichttrivialen 4–longitudinalen wie einen 4–transversalen
Anteil, womit sie nach der Diskussion vor Abschnitt 5.6.1 nun klarerweise invertierbar ist,

B̃−1
(λ)µν(K) =

1

K2
Pµν +

1

λK2
Eµν =

1

K2

[
gµν −

(
1− 1

λ

)
KµKν

K2

]
. (5.265)

Die Pole dieser Funktion erfüllen die Energie-Impuls-Relation für Lichtwellen,

k0 = ±|~k| ≡ ±k . (5.266)
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Wir haben auf der rechten Seite von Gl. (5.265) ein zusätzliches Minus-Zeichen eingefügt,
weil analog zu Gl. (5.49) im Minkowski-Raum die Gleichung∫

d4Y Bµρ
(λ)(X, Y )B−1

(λ)ρν(Y, Z) = −gµν δ(4)(X − Z) , (5.267)

also mit einem zusätzlichen Minus-Zeichen auf der rechten Seite, erfüllt sein soll.
Setzen wir Gl. (5.261) in Gl. (5.260) ein, so erhalten wir für das erzeugende Funktional

Z0(λ)[Jµ] = N ′
∫
DAµ

× exp

[
1

2

∫
d4X d4Y Aµ(X)Bµν

(λ)(X, Y )Aν(Y ) + i

∫
d4X Jµ(X)Aµ(X)

]
.(5.268)

Dies ist nun ein verschobenes Gauß–Integral, welches in der Tat analytisch berechnet wer-
den kann, weil Bµν

(λ)(X, Y ) nun invertierbar ist. Wir werden dies nun explizit vorführen,
wobei wir wieder analytisch zur Euklidschen Raum-Zeit fortsetzen. Neben der Eu-
klidschen Zeit it → τ benötigen wir nun noch Euklidsche Zeitkomponenten für das
Eichfeld und das Quellenfeld,

A0 −→ iĀ0 , J0 −→ iJ̄0 , (5.269)

so dass

JµA
µ = J0A0 − ~J · ~A −→ (iJ̄0)(iĀ0)− ~J · ~A = −(J̄0Ā0 + ~J · ~A) ≡ −J̄µĀµ , (5.270)

mit den Euklidschen 4–Vektoren

(J̄µ) = (J̄0, ~J ) , (Āµ) = (Ā0, ~A ) . (5.271)

Desweiteren berechnen wir mit den Glgen. (5.34), (5.37), (5.264), der analytischen Fort-
setzung ∂/∂t→ i∂/∂τ , sowie der Bezeichnung

(∂̄µx ) ≡
(

∂

∂X̄µ

)
≡
(

∂

∂X̄µ

)
=

(
∂

∂τ
, ~∇
)

für den 4–Nabla-Operator im Euklidschen die analytische Fortsetzung des Ausdrucks

Aµ(X)Bµν
(λ)(X, Y )Aν(Y ) = A0(X)B00

(λ)(X, Y )A0(Y )− A0(X)B0i
(λ)(X, Y )Ai(Y )

− Ai(X)Bi0
(λ)(X, Y )A0(Y ) + Ai(X)Bij

(λ)(X, Y )Aj(Y )

−→ iĀ0(X̄) i
[
−�x − (1− λ) i∂̄0

x i∂̄
0
x

]
iδ(4)(X̄ − Ȳ ) iĀ0(Ȳ )

− iĀ0(X̄) i
[
−(1− λ) i∂̄0

x ∂̄
i
x

]
iδ(4)(X̄ − Ȳ )Ai(Ȳ )

− Ai(X̄) i
[
−(1− λ) ∂̄ix i∂̄

0
x

]
iδ(4)(X̄ − Ȳ ) iĀ0(Ȳ )

+ Ai(X̄) i
[
�x δ

ij − (1− λ) ∂̄ix ∂̄
j
x

]
iδ(4)(X̄ − Ȳ )Aj(Ȳ )

= Ā0(X̄)
[
−�x + (1− λ) ∂̄0

x ∂̄
0
x

]
δ(4)(X̄ − Ȳ ) Ā0(Ȳ )

+ Ā0(X̄)
[
(1− λ) ∂̄0

x ∂̄
i
x

]
δ(4)(X̄ − Ȳ )Ai(Ȳ )

+ Ai(X̄)
[
(1− λ) ∂̄ix ∂̄

0
x

]
δ(4)(X̄ − Ȳ ) Ā0(Ȳ )

+ Ai(X̄)
[
−�x δ

ij + (1− λ) ∂̄ix ∂̄
j
x

]
δ(4)(X̄ − Ȳ )Aj(Ȳ )

≡ Āµ(X̄) B̄µν
(λ)(X̄, Ȳ ) Āν(

¯̄Y ) , (5.272)
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mit
B̄µν

(λ)(X̄, Ȳ ) ≡
[
−�x δ

µν + (1− λ) ∂̄µx ∂̄
ν
x

]
δ(4)(X̄ − Ȳ ) . (5.273)

Die Fourier–Transformierte lautet

˜̄Bµν
(λ)(K̄) = K̄2 δµν − (1− λ)K̄µK̄ν , (5.274)

mit dem Euklidschen 4–Impulsvektor (5.39). Die Tensorzerlegung lautet

˜̄Bµν
(λ)(K̄) = K̄2 P̄ µν + λ K̄2 Ēµν , (5.275)

mit den Euklidschen Projektionsoperatoren

P̄ µν = δµν − K̄µK̄ν

K̄2
, Ēµν =

K̄µK̄ν

K̄2
. (5.276)

Aus Gl. (5.275) lesen wir sofort die Eigenwerte von ˜̄Bµν
(λ)(K̄) ab: (i) K̄2 (dreifach entartet)

und (ii) λ K̄2 (einfach entartet). Mit Ausnahme der Nullmode (K̄µ) = (κ,~k) = (0,~0) und

für λ > 0 ist ˜̄Bµν
(λ)(K̄) also eine positiv definite Matrix. Die Nullmode müssen wir im

folgenden ausschließen, aber das ist natürlich, da es kein Photon mit verschwindender

Energie und Impuls gibt. Ferner ist ˜̄Bµν
(λ)(K̄) symmetrisch. Beides muss dann auch für

die Fourier–Transformierte B̄µν(X̄, Ȳ ) gelten. Damit ist (i) B̄µν(X̄, Ȳ ) invertierbar, und
(ii) wir können zur Berechnung des erzeugenden Funktionals (im Euklidschen Raum)
Gl. (5.24) anwenden. Unter Benutzung der Glgen. (5.31) und (5.32) erhalten wir für das
analytisch fortgesetzte erzeugende Funktional

Z0(λ)[J̄µ] = N ′
∫
DĀµ

× exp

[
−1

2

∫
d4X̄ d4Ȳ Āµ(X̄) B̄µν

(λ)(X̄, Ȳ ) Āν(Ȳ )−
∫

d4X̄ J̄µ(X̄)Āµ(X̄)

]
= N ′′

(
det B̄(λ)

)−1/2
exp

[
1

2

∫
d4X̄ d4Ȳ J̄µ(X̄) B̄−1

(λ)µν(X̄, Ȳ ) J̄ν(Ȳ )

]
, (5.277)

bzw., nachdem wir die analytische Fortsetzung rückgängig gemacht haben, für das erzeu-
gende Funktional in der gewöhnlichen Minkowski–Raum-Zeit

Z0(λ)[Jµ] = N ′′
(
det B(λ)

)−1/2
exp

[
− i

2

∫
d4X d4Y Jµ(X) ∆µν

(λ)(X − Y ) Jν(Y )

]
, (5.278)

mit dem (eichfixierten) Photon-Propagator

∆µν
(λ)(X − Y ) ≡ −i B−1µν

(λ) (X, Y ) . (5.279)

Wählen wir für diesen, wie üblich, die Feynman–Vorschrift zur Umgehung der Pole (5.266),
so erhalten wir mit Gl. (5.265)

∆µν
F (λ)(X − Y ) = (−i)2

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y ) B̃−1µν

F (λ) (K)

=

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y ) 1

K2 + iη

[
−gµν +

(
1− 1

λ

)
KµKν

K2

]
.(5.280)
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Der zusätzliche Faktor −i stammt aus der Definition der Fourier–Transformation (5.263).
Dort tauchte für Bµν

(λ)(X, Y ) ein Faktor i auf, dementsprechend benötigen wir für die

Inverse B−1
(λ)µν(X, Y ) einen Faktor −i, wenn wir Gl. (5.265) benutzen wollen.

Zwei spezielle Eichungen sind von besonderem Interesse:

(i) Feynman–Eichung: λ = 1,

∆µν
F (1)(X − Y ) =

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y )∆̃µν

F (1)(K) , ∆̃µν
F (1)(K) = − gµν

K2 + iη
. (5.281)

(ii) Landau–Eichung: λ→∞,

∆µν
F (∞)(X − Y ) =

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y ) ∆̃µν

F (∞)(K) , ∆̃µν
F (∞)(K) = − P µν

K2 + iη
.

(5.282)

Zum Schluss normieren wir das erzeugende Funktional (5.278) noch so, dass

Z0(λ)[0] = 1 . (5.283)

Dies liefert mit Gl. (5.278) das transparente Resultat

Z0(λ)[Jµ] = exp

[
− i

2

∫
d4X d4Y Jµ(X) ∆µν

F (λ)(X − Y ) Jν(Y )

]
. (5.284)

Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion lautet

〈0|T̂
[
Âµ(X)Âν(Y )

]
|0〉 = (−i)2 δ2Z0(λ)[Jρ]

δJµ(X)δJν(Y )

∣∣∣∣
Jρ=0

= (−i)2 δ

δJµ(X)

{
−i
∫

d4Z Jα(Z) ∆αν
F (λ)(Z − Y )Z0(λ)[Jρ]

}
Jρ=0

= i∆µν
F (λ)(X − Y ) = Y X , (5.285)

und ist damit (bis auf einen Faktor i) mit dem Photon-Propagator identisch.

Obwohl der Faddeev–Popov–Anteil des erzeugenden Funktionals für Abelsche Eichte-
horien faktorisiert, ist es im Hinblick auf nicht–Abelsche Eichtheorien, die wir im folgen-
den Abschnitt besprechen werden, sinnvoll, diesen noch einmal genauer zu betrachten und
auch (antivertauschende) Quellterme für Faddeev–Popov–Geistfelder einzuführen. Mit Gl.
(5.257) haben wir dann

ZFPG[ᾱ, α] = N
∫
Dη̄Dη (5.286)

× exp

{
−
∫

d4X d4Y η̄(X) iM(X, Y ) η(Y ) + i

∫
d4X [ᾱ(X)η(X) + η̄(X)α(X)]

}
.
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Eine analoge Rechnung wie im Fall der Fermionen (s. Gl. (5.140)) führt auf

ZFPG[ᾱ, α] = N det(iM) exp

{
−
∫

d4X d4Y ᾱ(X) [−iM−1(X, Y )]α(Y )

}
≡ exp

{
−
∫

d4X d4Y ᾱ(X) [−iM−1(X, Y )]α(Y )

}
, (5.287)

wobei wir im letzten Schritt die Normierungskonstante so gewählt haben, dass

ZFPG[0, 0] = 1 . (5.288)

Wir berechnen nun M−1(X, Y ). In Lorenz–Eichung gilt gemäß Gl. (5.259) (ohne den in
der Normierungskonstanten absorbierten Faktor 1/e auf der rechten Seite)

δ(4)(X − Y ) =

∫
d4ZM(X,Z)M−1(Z, Y ) =

∫
d4Z �x δ

(4)(X − Z)M−1(Z, Y )

= �xM
−1(X, Y ) . (5.289)

Die Funktion M−1(X, Y ) ist also die Green–Funktion der Wellengleichung. Man
überzeugt sich leicht durch Einsetzen in Gl. (5.289), dass diese die Form

M−1(X, Y ) = −
∫

d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y ) 1

K2
(5.290)

hat. Wir bezeichnen mit

WF (X − Y ) ≡ −M−1
F (X, Y ) =

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y ) 1

K2 + iη
(5.291)

den Feynman–Propagator für Faddeev–Popov–Geistfelder und

ZFPG[ᾱ, α] = exp

[
−i
∫

d4X d4Y ᾱ(X)WF (X − Y )α(Y )

]
(5.292)

ist das erzeugende Funktional für n–Punkt-Geist-Korrelationsfunktionen.
Die Zwei-Punkt-Geist-Korrelationsfunktion ist nun

〈0| T̂
[
η̂(X)ˆ̄η(Y )

]
|0〉 = (−i)2 δ2ZFPG[ᾱ, α]

δα(Y ) δᾱ(X)

∣∣∣∣
ᾱ=α=0

= (−i)2 δ

δα(Y )

{
−i
∫

d4ZWF (X − Z)α(Z)ZFPG[ᾱ, α]

}
ᾱ=α=0

= iWF (X − Y ) = Y X . (5.293)

5.7 Das Yang–Mills–Feld 19.2.2021

Yang–Mills–Felder sind mathematisch komplizierter zu behandeln als das Photon-Feld.
Die Komplikationen lassen sich darauf zurückführen, dass das Eichfeld Aµ ≡ AµaTa nun
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matrix-wertig ist und dass die Generatoren Ta der zugrundeliegenden Symmetriegruppe,
z.B. SU(N), i.a. nicht mehr vertauschen, vgl. Gl. (2.198),

[Ta, Tb] = ifabcTc , a, b, c = 1, . . . , N2 − 1 .

Dies wiederum bewirkt, (i) dass die Faddeev–Popov–Geistfelder nicht mehr von der Dy-
namik der Eichfelder entkoppeln, sowie, (ii) dass die Eichfelder auch untereinander wech-
selwirken.

Wir machen uns zunächst den ersten Punkt (i) klar. Dazu betrachten wir die Eichtrans-
formation (2.210), bzw. in der Notation des letzten Abschnitts

Aµ −→ AµU = U Aµ U † − i

g
(∂µU)U † , (5.294)

wobei

U = eiωaTa (5.295)

ein Element der SU(N) darstellt, mit den Parametern ωa der Eichtransformation. Es
genügt, infinitesimale Transformationen zu betrachten, |ωa| � 1, so dass

U ' 1 + iωaTa . (5.296)

Eingesetzt in Gl. (5.294) erhalten wir

TaA
µ
U,a ' (1 + iωbTb)TaA

µ
a(1 − iωcTc)−

i

g
(i∂µωbTb)(1 − iωcTc)

= TaA
µ
a + iωbA

µ
a TbTa − iωcAµa TaTc +

1

g
∂µωaTa +O(ω2)

= TaA
µ
a − iωcA

µ
b [Tb, Tc] +

1

g
∂µωaTa +O(ω2) , (5.297)

wobei wir mehrfach Summationsindizes umbenannt haben. Unter Berücksichtigung der
Vertauschungsrelation (2.198) und Vernachlässigung Terme höherer Ordnung in den infi-
nitesimalen Parametern erhalten wir dann

TaA
µ
U,a = Ta

(
Aµa + fbcaA

µ
bωc +

1

g
∂µωa

)
, (5.298)

bzw.

AµU,a = Aµa + fabcA
µ
bωc +

1

g
∂µωa . (5.299)

Nehmen wir an, dass jedes der N2−1 transformierten Eichfelder AµU,a in Lorenz–Eichung
ist,

FX [AµU,a] = ∂x · AU,a(X) = 0 . (5.300)
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Dann ist die Funktionalmatrix der Ableitung der Eichbedingungen nach den Parametern
der Eichtransformation

δFX [AµU,a]

δωb(Y )
=

δ

δωb(Y )
∂x · AU,a(X)

=
δ

δωb(Y )

{
∂x ·

[
facdAc(X)ωd(X) +

1

g
∂xωa(X)

]}
= ∂x ·

[
facdAc(X) δbd δ

(4)(X − Y ) +
1

g
∂x δab δ

(4)(X − Y )

]
=

{
facb [∂x · Ac(X) + Ac(X) · ∂x] +

1

g
δab�x

}
δ(4)(X − Y )

=
1

g

{
δab�x − g fabc [∂x · Ac(X) + Ac(X) · ∂x]

}
δ(4)(X − Y ) .(5.301)

Bis auf irrelevante Konstanten erhalten wir also für die Faddeev–Popov–Matrix

Mab(X, Y ) =
{
δab�x − g fabc [∂x · Ac(X) + Ac(X) · ∂x]

}
δ(4)(X − Y ) . (5.302)

Diese Matrix hängt nun selbst vom Eichfeld Aµa ab und entkoppelt daher nicht mehr
vom Funktionalintegral über die Eichfelder, wie dies beim Photon-Feld noch der Fall war!

Die Faddeev–Popov–Determinante läßt sich wie gehabt durch ein Funktionalintegral
über Faddeev–Popov–Geistfelder ausdrücken, s. Gl. (5.252). Da die Faddeev–Popov–Ma-
trix auch eine (N2 − 1) × (N2 − 1)–Matrix im Raum der adjungierten Farbindizes ist,
benötigen wir nun auch N2−1 Faddeev–Popov–Felder, d.h. diese tragen wie die Eichfelder
einen adjungierten Farb-Index a, der von 1 bis N2 − 1 läuft,

det (iM) =

∫
Dη̄aDηa exp

[
−i
∫

d4Xd4Y η̄a(X)Mab(X, Y ) ηb(Y )

]
(5.303)

=

∫
Dη̄aDηa exp

[
i

∫
d4Xd4Y η̄a(X)W−1

ab (X − Y ) ηb(Y ) + i

∫
d4X gfabc η̄a∂µ(Aµc ηb)

]
=

∫
Dη̄aDηa exp

[
i

∫
d4Xd4Y η̄a(X)W−1

ab (X − Y ) ηb(Y )− i
∫

d4X gfabc(∂µη̄a)ηbA
µ
c

]
.

Hier haben wir von der ersten zur zweiten Zeile Gl. (5.302) eingesetzt, den inversen
freien Propagator

W−1
ab (X − Y ) ≡ −δab�x δ

(4)(X − Y ) (5.304)

des Faddeev–Popov–Geistfeldes eingeführt, vgl. Gl. (5.291), und im Geist-Eichfeld–
Wechselwirkungsterm die Integration über d4Y mit Hilfe der δ–Funktion eliminiert.
Von der zweiten zur dritten Zeile haben wir dann im besagten Wechselwirkungsterm eine
partielle Integration durchgeführt (und wie gehabt Oberflächenterme vernachlässigt).

Den Geist-Eichfeld-Wechselwirkungsterm bzw. den Geist-Eichfeld-Vertex kann man
graphisch in Form eines Feynman–Diagramms darstellen, s. Abb. 5.2.

Wir kommen nun zur Diskussion von Punkt (ii), der Wechselwirkung der Eichfelder un-
tereinander. Betrachten wir zunächst die Lagrange–Dichte (2.222) des Yang–Mills–Feldes
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X

c

ab

Abbildung 5.2: Geist-Eichfeld-Vertex. Geist-Linien sind durch gestrichelte Linien, das
Eichfeld durch eine Schlangenlinie symbolisiert.

und setzen dort den Ausdruck (2.216) für den Feldstärketensor ein,

LYM = −1

4
Ga
µνG

µν
a

=

(
−1

2
∂µA

a
ν −

g

4
fabcA

b
µA

c
ν

)
(∂µAνa − ∂νAµa + gfadeA

µ
dA

ν
e)

= −1

2
∂µA

a
ν (∂µAνa − ∂νAµa)− g

2
fade(∂µA

a
ν)A

µ
dA

ν
e −

g

2
fabcA

b
µA

c
ν∂

µAνa

−g
2

4
fabcfadeA

b
µA

c
νA

µ
dA

ν
e (5.305)

= −1

2
∂µA

a
ν (∂µAνa − ∂νAµa)− g fabc(∂µAνa)AbµAcν −

g2

4
fabcfadeA

b
µA

c
νA

µ
dA

ν
e .

Die Wirkung des Yang–Mills–Feldes lautet dann (nach partieller Integration und Ver-
nachlässigung von Oberflächentermen)

iSYM[Aµa ] = i

∫
d4X LYM

= i

∫
d4X

[
1

2
Aaµ (� gµν − ∂µ∂ν)Aaν − g fabc(∂µAνa)AbµAcν −

g2

4
fabcfadeA

b
µA

c
νA

µ
dA

ν
e

]
=

1

2

∫
d4Xd4Y Aaµ(X)Bµν

ab (X, Y )Abν(Y )

−i
∫

d4X

[
g fabc(∂

µAνa)A
b
µA

c
ν +

g2

4
fabcfadeA

b
µA

c
νA

µ
dA

ν
e

]
, (5.306)

mit
Bµν
ab (X, Y ) ≡ i (�x g

µν − ∂µx∂νx) δab δ
(4)(X − Y ) . (5.307)

Nach Einführung eines eichfixierenden Terms, der die Inversion dieser Matrix erlaubt,
erhalten wir, ganz analog zum Fall des Photon-Feldes, vgl. Gl. (5.279), dass das Inverse von
Bµν
ab (X, Y ) (bis auf Faktoren) identisch ist mit dem freien Propagator des Eichfeldes,

i∆µν
(λ)ab(X − Y ) = B−1µν

(λ)ab (X, Y ) =
Y X

ab
. (5.308)
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Wählen wir die Feynman–Vorschrift zur Umgehung der Pole in der komplexen Energie-
Ebene, so haben wir explizit

∆µν
F (λ)ab(X − Y ) = δab

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y ) ∆̃µν

F (λ)(K) , (5.309)

mit

∆̃µν
F (λ)(K) = − 1

K2 + iη

[
gµν −

(
1− 1

λ

)
KµKν

K2

]
. (5.310)

Offensichtlich besteht der einzige Unterschied zwischen freiem Propagator des Yang–Mills–
Feldes gegenüber dem des Photon-Feldes im zusätzlichen Kronecker–Delta in den adjun-
gierten Farb-Indizes.

Die Terme in der zweiten Zeile in Gl. (5.306) symbolisieren die Selbstwechselwirkung
des Yang–Mills–Feldes. Es gibt einen 3-Eichfeld-Vertex und einen 4-Eichfeld-Vertex,
s. Abb. 5.3.

a

X

b

c

X

b a

c d

Abbildung 5.3: Die 3- und 4-Eichfeld-Vertizes.

Letztlich lautet das erzeugende Funktional für n–Punkt-Korrelationsfunktionen des
Yang–Mills–Feldes

ZYM[Jµa , ᾱa, αa] = N
∫
DAµa Dη̄aDηa (5.311)

× exp

{
− i

2

∫
d4Xd4Y Aaµ(X) ∆−1µν

(λ)ab (X − Y )Abν(Y )

+ i

∫
d4Xd4Y η̄a(X)W−1

ab (X − Y ) ηb(Y )

− i

∫
d4X

[
g fabc(∂

µAνa)A
b
µA

c
ν +

g2

4
fabefcdeA

a
µA

b
νA

µ
cA

ν
d

+ g fabc(∂µη̄a)ηbA
µ
c − JµaAaµ − ᾱaηa − η̄aαa

]}
.

Die verschiedenen Wechselwirkungsterme (3- und 4-Eichfeld-Vertizes, Geist-Eichfeld-Ver-
tex) verhindern, dass wir dieses erzeugende Funktional (wie z.B. im Fall des Photon-
Feldes, wo es lediglich ein verschobenes Gauß–Integral war) explizit berechnen können. Die
Yang–Mills–Theorie ist eine Quantenfeldtheorie wechselwirkender Felder. Im nächsten
Kapitel werden wir Methoden kennenlernen, um solche Theorien zu behandeln.

171





6 Wechselwirkende Feldtheorien 14.4.2021

6.1 φ4–Theorie

Wir betrachten die Lagrange–Dichte des neutralen skalaren Feldes mit einer lokalen
4–Punkt-Wechselwirkung, d.h. zusätzlich zur Lagrange–Dichte L0 des freien Klein–
Gordon–Feldes, Gl. (2.32), tritt ein Term auf, der proportional zur vierten Potenz
des Feldes φ(X) ist,

L = L0 + Lint ,

L0 =
1

2

[
∂µφ(X) ∂µφ(X)−m2φ2(X)

]
,

Lint = − λ
4!
φ4(X) . (6.1)

Hierbei ist λ die Kopplungskonstante, die die Stärke angibt, mit der das Feld φ(X)
mit sich selbst wechselwirkt, und der Nenner 4! ist reine Konvention (es vereinfacht die
nachfolgenden Ausdrücke).

Wie sieht das erzeugende Funktional für n–Punkt-Korrelationsfunktionen aus? Per De-
finition, s. Gl. (5.20), würden wir sofort hinschreiben

Z[J ] = N
∫
Dφ exp

{
iS[φ] + i

∫
d4X J(X)φ(X)

}
, (6.2)

mit der klassischen Wirkung

S[φ] =

∫
d4X L . (6.3)

J(X) ist der Quellterm und die Normierungskonstante N ist so gewählt, dass

Z[0] = 1 , (6.4)

d.h.

N−1 =

∫
Dφ exp {iS[φ]} . (6.5)

Mit der klassischen Wirkung des nichtwechselwirkenden Klein–Gordon–Feldes

S0[φ] =

∫
d4X L0 (6.6)
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können wir den Anteil der Wirkung, der den Wechselwirkungsterm beinhaltet, im
erzeugenden Funktional (6.2) faktorisieren,

Z[J ] = N
∫
Dφ exp

[
i

∫
d4X Lint(φ)

]
exp

{
iS0[φ] + i

∫
d4X J(X)φ(X)

}
. (6.7)

Die erste Exponentialfunktion hat die Taylor–Reihendarstellung

exp

[
i

∫
d4X Lint(φ)

]
=
∞∑
n=0

in

n!

[∫
d4X Lint(φ)

]n
=
∞∑
n=0

in

n!

[
− λ

4!

∫
d4X φ4(X)

]n
,

(6.8)
wobei wir Gl. (6.1) benutzt haben. Eingesetzt in Gl. (6.7) ergibt sich

Z[J ] = N
∫
Dφ

∞∑
n=0

(−iλ)n

(4!)nn!

[∫
d4X φ4(X)

]n
eiS0[φ]+i

∫
d4X J(X)φ(X) (6.9)

= N
∞∑
n=0

(−iλ)n

(4!)nn!

∫
d4X1 · · · d4Xn

∫
Dφφ4(X1) · · ·φ4(Xn) eiS0[φ]+i

∫
d4X J(X)φ(X) .

Nun ist es aber so, dass jeder Faktor φ(Xi) vor der Exponentialfunktion aufgrund des
Quellterms im Exponenten auch durch eine Funktionalableitung nach J(Xi) ersetzt
werden kann,

φ(Xi) e
iS0[φ]+i

∫
d4X J(X)φ(X) ≡ 1

i

δ

δJ(Xi)
eiS0[φ]+i

∫
d4X J(X)φ(X) . (6.10)

Benutzen wir dies in Gl. (6.9), und ziehen die Funktionalableitungen nach den Quelltermen
aus dem Funktionalintegral über die Felder φ heraus, so erhalten wir

Z[J ] = N
∞∑
n=0

(−iλ)n

(4!)nn!

∫
d4X1 · · · d4Xn

×
[

1

i

δ

δJ(X1)

]4

· · ·
[

1

i

δ

δJ(Xn)

]4 ∫
Dφ eiS0[φ]+i

∫
d4X J(X)φ(X)

= N ′
∞∑
n=0

in

n!

{
− λ

4!

∫
dX

[
1

i

δ

δJ(X)

]4
}n

N ′′
∫
Dφ eiS0[φ]+i

∫
d4X J(X)φ(X)

≡ N ′ exp

[
i

∫
d4X Lint

(
1

i

δ

δJ(X)

)]
Z0[J ] , (6.11)

wobei N ≡ N ′N ′′, wir die Taylor–Reihe wieder als Exponentialfunktion geschrieben und
das (auf eins normierte) erzeugende Funktional für nichtwechselwirkende skalare Fel-
der,

Z0[J ] = N ′′
∫
Dφ exp

{
iS0[φ] + i

∫
d4X J(X)φ(X)

}
, N ′′ −1 =

∫
Dφ exp {iS0[φ]} ,

(6.12)
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eingeführt haben. Letzteres hatten wir aber schon in Gl. (5.57) berechnet,

Z0[J ] = exp

[
− i

2

∫
d4X d4Y J(X) ∆F (X − Y ) J(Y )

]
, (6.13)

mit dem Feynman–Propagator (5.55) für nichtwechselwirkende, neutrale, skalare Teilchen.
Die Normierungskonstante N ′ sorgt dafür, dass Z[0] = 1, also

N ′ −1 = exp

[
i

∫
d4X Lint

(
1

i

δ

δJ(X)

)]
Z0[J ]

∣∣∣∣
J=0

. (6.14)

Gleichung (6.11) mit Gl. (6.13) legt ein Berechnungsverfahren für das erzeugende
Funktional nahe: wir können die Exponentialfunktion wieder in eine Taylor–Reihe entwi-
ckeln und jeden Term der Reihe explizit berechnen. Formal ist dies gleichbedeu-
tend mit einer Entwicklung nach Potenzen der Kopplungskonstanten λ, also eine
störungstheoretische Entwicklung oder Störungsreihe. Natürlich müssen wir die
Berechnung dieser Reihe nach einer endlichen Zahl von Termen abbrechen. Falls aber
λ � 1, so steht zu hoffen, dass Terme höherer Ordnung sukzessive kleiner sind als die
niedrigerer Ordnung und die Störungsreihe in λ konvergiert.

Im folgenden wollen wir die Störungsreihe in λ exemplarisch bis zur ersten Ordnung in
λ berechnen. Die Taylor–Reihe der Exponentialfunktion in Gl. (6.11) lautet bis zu dieser
Ordnung

exp

[
i

∫
d4X Lint

(
1

i

δ

δJ(X)

)]
= 1− iλ

4!

∫
d4X

[
1

i

δ

δJ(X)

]4

+O(λ2) . (6.15)

Eingesetzt in Gl. (6.11) und wirkend auf Z0[J ] reproduziert der Term nullter Ordnung in
λ, die Eins, gerade das erzeugende Funktional Z0[J ] der wechselwirkungsfreien Theorie.
In erster Ordnung in λ müssen wir nun die vierte Funktionalableitung von Z0[J ] nach
dem Quellterm J(X) berechnen. Wir haben

1

i

δ

δJ(X)
Z0[J ] =

1

i

δ

δJ(X)
exp

[
− i

2

∫
d4Y d4Z J(Y ) ∆F (Y − Z) J(Z)

]
=

[
−1

2

∫
d4Z ∆F (X − Z) J(Z)− 1

2

∫
d4Y J(Y ) ∆F (Y −X)

]
Z0[J ]

= −
∫

d4Z ∆F (X − Z) J(Z)Z0[J ] , (6.16)

wobei wir die Symmetrie des Feynman–Propagators, ∆F (X − Y ) ≡ ∆F (Y −X), benutzt
und eine Umbenennung der Integrationsvariablen, Y → Z, im zweiten Term vorgenommen
haben. Die zweite Funktionalableitung ist[

1

i

δ

δJ(X)

]2

Z0[J ] =
1

i

δ

δJ(X)

{
−
∫

d4Z ∆F (X − Z) J(Z)Z0[J ]

}
=

{
−1

i
∆F (0)−

∫
d4Z ∆F (X − Z) J(Z)

[
−
∫

d4U ∆F (X − U) J(U)

]}
Z0[J ]

=

[
i∆F (0) +

∫
d4Z d4U ∆F (X − Z) ∆F (X − U) J(Z) J(U)

]
Z0[J ] . (6.17)
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Die dritte Funkionalableitung ist dann

[
1

i

δ

δJ(X)

]3

Z0[J ]

=
1

i

δ

δJ(X)

{[
i∆F (0) +

∫
d4Z d4U ∆F (X − Z) ∆F (X − U) J(Z) J(U)

]
Z0[J ]

}
=

1

i

[∫
d4U ∆F (0) ∆F (X − U) J(U) +

∫
d4Z ∆F (X − Z) ∆F (0) J(Z)

]
Z0[J ]

+

[
i∆F (0) +

∫
d4Z d4U ∆F (X − Z) ∆F (X − U) J(Z) J(U)

]
×
[
−
∫

d4V ∆F (X − V ) J(V )

]
Z0[J ]

=

[
−3 i∆F (0)

∫
d4Z ∆F (X − Z) J(Z) (6.18)

−
∫

d4Z d4U d4V ∆F (X − Z) ∆F (X − U) ∆F (X − V ) J(Z) J(U) J(V )

]
Z0[J ] ,

wobei wir einige Integrationsvariablen umbenannt haben, um die Terme geeignet zusam-
menzufassen. Letztlich berechnen wir noch die vierte Funktionalableitung,

[
1

i

δ

δJ(X)

]4

Z0[J ]

=
1

i

δ

δJ(X)

{[
−3 i∆F (0)

∫
d4Z ∆F (X − Z) J(Z)

−
∫

d4Z d4U d4V ∆F (X − Z) ∆F (X − U) ∆F (X − V ) J(Z) J(U) J(V )

]
Z0[J ]

}
=

1

i

[
−3 i [∆F (0)]2 − 3

∫
d4Z d4U ∆F (X − Z) ∆F (X − U) ∆F (0) J(Z) J(U)

]
Z0[J ]

+

[
−3 i∆F (0)

∫
d4Z ∆F (X − Z) J(Z)

−
∫

d4Z d4U d4V ∆F (X − Z) ∆F (X − U) ∆F (X − V ) J(Z) J(U) J(V )

]
×
[
−
∫

d4W ∆F (X −W ) J(W )

]
Z0[J ]

=

{
− 3 [∆F (0)]2 + 6 i∆F (0)

∫
d4Z d4U ∆F (X − Z) ∆F (X − U) J(Z) J(U)

+

∫
d4Z d4U d4V d4W ∆F (X − Z) ∆F (X − U) ∆F (X − V ) ∆F (X −W )

× J(Z) J(U) J(V ) J(W )
}
Z0[J ] . (6.19)
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Mit Hilfe der folgenden Feynman–Regeln in der Raum-Zeit,

i∆F (X − Y ) = Y X , (6.20)

i∆F (0) = , (6.21)

−iλ
∫

d4X = X , (6.22)

i

∫
d4X J(X) = , (6.23)

läßt sich das Raum-Zeit-Integral über Gl. (6.19), multipliziert mit −iλ/4!, in Form von
Feynman–Diagrammen folgendermaßen darstellen:

∫
d4X

{
−iλ

4!

[
1

i

δ

δJ(X)

]4
}
Z0[J ] =

1

4!

 ++ 63
X

X

Z U

Z U

WV

Z0[J ] .

(6.24)
Bemerkungen:

(i) Dass sich stets vier Linien (Propagatoren) an einem Vertex ∼ −iλ beim Raum-
Zeit-Punkt X treffen, liegt daran, dass Lint vier Potenzen des Feldes φ(X) enthält.

(ii) Der 4–Punkt-Vertex ist proportional zur Kopplungskonstanten λ.

(iii) Die kombinatorischen Faktoren vor den einzelnen Termen in Gl. (6.24) kann
man sich folgendermaßen klarmachen:

(a) Erstes Diagramm: Man nehme einen 4–Punkt-Vertex (6.22) und überlege sich
die verschiedenen Möglichkeiten, zwei der vier “Beine” zu einer geschlosse-
nen Schleife zu verbinden, um das erste Diagramm zu konstruieren. Das erste
Bein läßt sich offenbar auf drei verschiedene Arten mit jeweils einem anderen
Bein zu einer Schleife verbinden:

Abbildung 6.1: Es gibt drei Möglichkeiten, ein Bein eines 4–Punkt-Vertex mit einem an-
deren Bein zu einer Schleife zu verbinden.

Aber dann verbleiben nur noch zwei Beine, die man nur auf eine einzige Weise
miteinander verbinden kann. Insgesamt erhält man also 3 als kombinatorischen
Faktor.
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(b) Zweites Diagramm: Auch hier muss man sich überlegen, wieviele verschiedene
Möglichkeiten es gibt, irgendeines der vier Beine mit einem anderen zu einer
Schleife zu verbinden. Zunächst numerieren wir die Beine des 4–Punkt-Vertex
durch:

1 2

34

Abbildung 6.2: Numerieren der Beine eines 4–Punkt-Vertex.

Wie wir gerade unter (a) gesehen haben, gibt es für das Bein Nr. 1 drei ver-
schiedene Möglichkeiten, eine Schleife zu konstruieren: (12), (13) und (14). Für
das Bein Nr. 2 bleiben dann noch zwei verschiedene Kombinationen: (23) und
(24). Die letzte verbleibende Kombination, die sich von den anderen unterschei-
det, ist dann, Bein Nr. 3 und Bein Nr. 4 miteinander zu verbinden. Insgesamt
macht dies also sechs verschiedene Möglichkeiten, was den kombinatorischen
Faktor erklärt.

Man könnte sich nun fragen, warum es bei diesem Diagramm sechs, aber beim
ersten nur drei Möglichkeiten gibt. Denn im Prinzip könnte man beim er-
sten Diagramm genauso wie beim zweiten argumentieren, dass es für Bein 1
drei Möglichkeiten (die Kombinationen (12), (13), (14)), für Bein 2 dann noch
zwei Möglichkeiten (die Kombinationen (23) und (24)) und für Bein 3 dann
noch eine Möglichkeit (die Kombination (34)) gibt, zwei Beine miteinander
zu verbinden. Der Unterschied ist, dass beim ersten Diagramm jeweils zwei
dieser Kombinationen ein Paar bilden, nämlich [(12), (34)], [(13), (24)] und
[(14), (23)], weil immer alle Beine paarweise miteinander verbunden werden
müssen, und damit insgesamt nur drei verschiedene Kombinationen existieren.

(c) Drittes Diagramm: Hier wird nichts miteinander verknüpft, also müssen wir
auch keinen kombinatorischen Faktor ermitteln.

16.4.2021

Wir berechnen nun die Normierungskonstante (6.14) des erzeugenden Funktionals bis
zur ersten Ordnung in λ,

N ′ −1 =

{
1− iλ

4!

∫
d4X

[
1

i

δ

δJ(X)

]4

+O(λ2)

}
Z0[J ]

∣∣∣∣∣
J=0

= 1 +
3

4!
+O(λ2) , (6.25)

wobei wir das Resultat (6.24) benutzt und dort einfach J = 0 gesetzt haben. Nun setzen
wir die Glgen. (6.24) und (6.25) in Gl. (6.11) und erhalten das erzeugende Funktional
für n–Punkt-Korrelationsfunktionen der φ4–Theorie in erster Ordnung in der
Kopplungskonstanten λ,
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Z[J ] =

4! 4!
+ +

163
1 +

1 +
3

4!

Z [J]
04!

+O(λ2) . (6.26)

Wir dürfen auch den Nenner in eine Taylor–Reihe bis zur ersten Ordnung in λ entwickeln.
Wegen (1 + x)−1 = 1− x+O(x2) sehen wir, dass sich das “Doppel-Schleifen-Diagramm”
im Zähler gegen das im Nenner weghebt und Gl. (6.26) vereinfacht sich zu

Z[J ] =


4!

+
16

4!
1 +

Z0[J ] +O(λ2) . (6.27)

Dies ist eine generische Eigenschaft für normierte erzeugende Funktionale: sog. Vakuum-
Diagramme, d.h. Diagramme ohne äußere Beine, heben sich in Zähler und Nenner
gegenseitig weg. Dies gilt in allen Ordnungen in der Kopplungskonstanten λ.

Wir berechnen nun die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion bzw. den Propagator
in φ4–Theorie bis zur Ordnung O(λ) in Störungstheorie. Per Definition

〈0|T̂
[
φ̂(X)φ̂(Y )

]
|0〉 = (−i)2 δ2Z[J ]

δJ(X)δJ(Y )

∣∣∣∣
J=0

= (−i)2 δ2

δJ(X)δJ(Y )

[
4!

+
16

4!
1 +

]
Z0[J ]

∣∣∣∣∣
J=0

+O(λ2)

= (−i)2 δ2Z0[J ]

δJ(X)δJ(Y )

∣∣∣∣
J=0

− iλ
4

δ2

δJ(X)δJ(Y )

∫
d4Z d4U d4V J(U) i∆F (U − Z) i∆F (0) i∆F (Z − V ) J(V ) +O(λ2)

= i∆F (X − Y )− iλ

2

∫
d4Z i∆F (X − Z) i∆F (0) i∆F (Z − Y ) +O(λ2)

=
X XY YZ

1

2
+ +O(λ2) . (6.28)

Hier haben wir Gl. (5.66) benutzt, sowie die Tatsache, dass sämtliche Terme, die nach
Ableiten nach J(X) und J(Y ) noch Faktoren des Quellterms enthalten, verschwinden.
Der Symmetriefaktor 1/2 vor dem zweiten Term läßt sich auch mit kombinatorischen
Argumenten verstehen. Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion verbindet zwei Punkte X
und Y mit Propagatoren und Vertizes,

X Y
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Bis zur Ordnung λ benötigen wir einen Vertex ∼ −iλ
∫

d4Z zwischen X und Y ,

X Y
Z

Nun müssen wir die Beine des Vertex mit den Punkten X und Y verbinden. Es gibt vier
Möglichkeiten, ein Bein des Vertex mit dem Punkt X zu verbinden. Dann verbleiben noch
drei Möglichkeiten, eins der übrigen Beine mit Y zu verbinden. Dies macht insgesamt zwölf
Möglichkeiten (bei den verbleibenden Beinen gibt es lediglich eine Weise, sie miteinander
zu der geschlossenen Schleife zu verbinden). Im Lagrangian hat der Vertex allerdings noch
einen zusätzlichen Faktor 1/4! = 1/24. Dies ergibt genau 12/24 = 1/2 als Vorfaktor vor
dem zweiten Term in Gl. (6.28).

Physikalisch repräsentiert Gl. (6.28) die Propagation eines Teilchens von Y nach X.
Aber nur der erste Term repräsentiert die freie Propagation. Der zweite Term stellt
eine Korrektur der freien Propagation aufgrund der Wechselwirkung dar. In der φ4–
Theorie bewirkt diese Korrektur eine Modifikation der Masse des Teilchens. Um dies
einzusehen, schreiben wir Gl. (6.28) unter Benutzung von Gl. (5.55) in Fourier–Darstellung
um,

〈0|T̂
[
φ̂(X)φ̂(Y )

]
|0〉 =

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y ) i

K2 −m2 + iη

− iλ

2
i∆F (0)

∫
d4Z

∫
d4K d4Q

(2π)8
e−iK·(X−Z)−iQ·(Z−Y ) i

K2 −m2 + iη

i

Q2 −m2 + iη

+ O(λ2)

=

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y ) i

K2 −m2 + iη

[
1− iλ

2
i∆F (0)

i

K2 −m2 + iη

]
+O(λ2) ,(6.29)

wobei wir ∫
d4Z ei(K−Q)·Z = (2π)4δ(4)(K −Q)

benutzt haben. Nun können wir bis zur Ordnung O(λ) den Term in eckigen Klammern
auch durch folgenden Ausdruck ersetzen,

1− iλ

2
i∆F (0)

i

K2 −m2 + iη
=

[
1 +

iλ

2
i∆F (0)

i

K2 −m2 + iη

]−1

+O(λ2) , (6.30)

womit aus Gl. (6.29) folgt

〈0|T̂
[
φ̂(X)φ̂(Y )

]
|0〉 =

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y ) i

K2 −m2 − λ
2
i∆F (0) + iη

+O(λ2) . (6.31)

Dies hat formal Ähnlichkeit mit der Fourier–Darstellung (5.55) des freien Propagators,
allerdings wurde der Massenterm m2 durch den Ausdruck

m2
r ≡ m2 + δm2 ≡ m2 +

λ

2
i∆F (0) (6.32)
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ersetzt. Die Wechselwirkung sorgt also für eine Korrektur der Masse des Teilchens.
mr bezeichnet man als physikalische oder renormierte Masse. Um diese explizit zu
bestimmen, müssen wir

∆F (0) ≡ ∆F (X −X) =

∫
d4K

(2π)4

1

K2 −m2 + iη
(6.33)

berechnen. Man macht sich leicht klar, dass dieses Integral quadratisch ultraviolett
(UV–) divergent ist, d.h. wenn wir als obere Integralgrenze zunächst einen “cut-off” Λ
ansetzen, so können wir den Beitrag von Impulsen K � m zu ∆F (0) abschätzen durch

lim
Λ→∞

∫ Λ

dKK3 1

K2
= lim

Λ→∞

∫ Λ

dKK ∼ lim
Λ→∞

Λ2 . (6.34)

Im Abschnitt über Renormierung werden wir sehen, wie wir diese Divergenzen behandeln
können. Zu diesem Zeitpunkt ist es lediglich erforderlich zu bemerken, dass sich der Mas-
senparameter m in der Lagrange–Dichte, die sog. nackte Masse, von der physikalischen,
renormierten Masse mr unterscheidet, sobald man Wechselwirkungen anschaltet.

Wir wollen auch noch die Vier-Punkt-Korrelationsfunktion bis zur Ordnung
O(λ) berechnen,

〈0|T̂
[
φ̂(X)φ̂(Y )φ̂(Z)φ̂(U)

]
|0〉 = (−i)4 δ4Z[J ]

δJ(X)δJ(Y )δJ(Z)δJ(U)

∣∣∣∣
J=0

= (−i)4 δ4

δJ(X)δJ(Y )δJ(Z)δJ(U)

[
4!

+
16

4!
1 +

]
Z0[J ]

∣∣∣∣∣
J=0

+O(λ2) . (6.35)

Es ist am besten, dies Term für Term weiter zu berechnen. Der erste Term (die 1 in eckigen
Klammern) ergibt einfach die Vier-Punkt-Korrelationsfunktion (5.69) der freien Theorie,

(−i)4 δ4Z0[J ]

δJ(X) δJ(Y ) δJ(Z) δJ(U)

∣∣∣∣
J=0

= i∆F (X − Y ) i∆F (Z − U) + i∆F (X − Z) i∆F (Y − U) + i∆F (X − U) i∆F (Y − Z)

=

XY XYX

U Z Z ZU U

Y

+ + ≡ 3 . (6.36)
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21.4.2021

Der zweite Term ist

−iλ
4

(−i)4 δ4

δJ(X) δJ(Y ) δJ(Z) δJ(U)

∫
d4X1 d4X2 d4X3

× i∆F (X1 −X2) i∆F (0) i∆F (X1 −X3) iJ(X2) iJ(X3)Z0[J ]
∣∣∣
J=0

= −iλ
4
i∆F (0)

∫
d4X1 (−i)3 δ3

δJ(X) δJ(Y ) δJ(Z)

×
{

2

∫
d4X3 i∆F (X1 − U) i∆F (X1 −X3) iJ(X3)Z0[J ]

+

∫
d4X2 d4X3 d4X4 i∆F (X1 −X2) i∆F (X1 −X3) i∆F (U −X4)

× iJ(X2) iJ(X3) iJ(X4)Z0[J ]
}
J=0

= −iλ
4
i∆F (0)

∫
d4X1 (−i)2 δ2

δJ(X) δJ(Y )

{
2 i∆F (X1 − U) i∆F (X1 − Z)Z0[J ]

+ 2

∫
d4X3 d4X4 i∆F (X1 − U) i∆F (X1 −X3) i∆F (Z −X4) iJ(X3) iJ(X4)

+ 2

∫
d4X3 d4X4 i∆F (X1 − Z) i∆F (X1 −X3) i∆F (U −X4) iJ(X3) iJ(X4)

+

∫
d4X2 d4X3 i∆F (X1 −X2) i∆F (X1 −X3) i∆F (U − Z) iJ(X2) iJ(X3)

}
J=0

. (6.37)

Hier haben wir in den letzten drei Zeilen bereits den Faktor Z0[J ] weggelassen, da die
verbleibenden zwei Funktionalableitungen nicht auf diesen Faktor wirken dürfen, weil
sonst Quellterme übrig bleiben, die für J = 0 dann in jedem Fall verschwinden. Also
können wir hier gleich Z0[J ] ≡ Z0[0] = 1 setzen. Wir leiten weiter funktional ab,

. . . = −iλ
4
i∆F (0)

∫
d4X1

{
2 i∆F (X1 − U) i∆F (X1 − Z) i∆F (X − Y )

+ 2 i∆F (X1 − U) i∆F (X1 −X) i∆F (Z − Y ) + 2 i∆F (X1 − U) i∆F (X1 − Y ) i∆F (Z −X)

+ 2 i∆F (X1 − Z) i∆F (X1 −X) i∆F (U − Y ) + 2 i∆F (X1 − Z) i∆F (X1 − Y ) i∆F (U −X)

+ i∆F (X1 −X) i∆F (X1 − Y ) i∆F (U − Z) + i∆F (X1 − Y ) i∆F (X1 −X) i∆F (U − Z)
}

= −iλ
2
i∆F (0)

∫
d4X1

{
i∆F (X − Y ) i∆F (Z −X1) i∆F (X1 − U)

+ i∆F (X − Z) i∆F (Y −X1) i∆F (X1 − U) + i∆F (Y − Z) i∆F (X −X1) i∆F (X1 − U)

+ i∆F (Z − U) i∆F (X −X1) i∆F (X1 − Y ) + i∆F (Y − U) i∆F (X −X1) i∆F (X1 − Z)

+ i∆F (X − U) i∆F (Y −X1) i∆F (X1 − Z)
}

182



6.1 φ4–Theorie

=
1

2



XY XYX

U Z Z ZU U

Y

+ +

U Z

Y X

+ +

U Z

XY

+

U Z

XY



≡ 3 .(6.38)

Der dritte Term ist

−iλ
4!

(−i)4 δ4

δJ(X) δJ(Y ) δJ(Z) δJ(U)

∫
d4X1 d4X2 d4X3 d4X4 d4X5

× i∆F (X1 −X2) i∆F (X1 −X3) i∆F (X1 −X4) i∆F (X1 −X5)

× iJ(X2) iJ(X3) iJ(X4) iJ(X5)Z0[J ]
∣∣∣
J=0

= −iλ
4!

4!

∫
d4X1 i∆F (X1 −X) i∆F (X1 − Y ) i∆F (X1 − Z) i∆F (X1 − U)

=

Y X

U Z

. (6.39)

Hier haben wir ausgenutzt, dass die vier Funktionalableitungen die vier Quellterme im
Vorfaktor vollständig eliminieren müssen; würden sie darüberhinaus noch auf Z0[J ] wir-
ken, gäbe es nur weitere Quellterme, die für J = 0 verschwinden würden. Wir können also
gleich Z0[J ] ≡ Z0[0] = 1 setzen.

Fassen wir nun die Resultate (6.36), (6.38) und (6.39) zusammen, erhalten wir insgesamt
für die Vier-Punkt-Korrelationsfunktion

〈0|T̂
[
φ̂(X)φ̂(Y )φ̂(Z)φ̂(U)

]
|0〉 = (−i)4 δ4Z[J ]

δJ(X)δJ(Y )δJ(Z)δJ(U)

∣∣∣∣
J=0

= 3 + 3 + +O(λ2) . (6.40)

Die Vorfaktoren sind wieder leicht mit kombinatorischen Argumenten zu verstehen. Der
Faktor 3 vor dem Term der Ordnung O(λ0), also dem nichtwechselwirkenden Term, rührt
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

daher, dass es drei Möglichkeiten gibt, die vier Punkte X, Y, Z und U mit freien Propa-
gatoren zu verbinden.

Beim zweiten Term müssen wir uns die Möglichkeiten überlegen, die Beine in folgender
Anordnung

X Y

Z U

X
1

Abbildung 6.3: Ausgangssituation beim Term der Ordnung O(λ) in der Vier-Punkt-
Korrelationsfunktion.

so zu verbinden, dass sie das entsprechende Diagramm ergeben. Jedes der vier Beine des
Vertex kann mit dem Punkt X verbunden werden. Jedes der verbleibenden drei Beine
kann dann mit einem der drei verbleibenden Punkte Y, Z oder U verbunden werden. Das
ergibt 4 · 3 · 3 = 36 Möglichkeiten. Die verbleibenden beiden Beine des Vertex kann man
dann zu einer Schleife schließen (keine Wahlmöglichkeit) und die verbleibenden freien
Punkte können mit einem freien Propagator verbunden werden (keine Wahlmöglichkeit).
Auf diese Weise erzeugt man alle Diagramme, bei denen der Punkt X mit einem anderen
Punkt verbunden ist und die Propagation von dort nach X (oder umgekehrt) mit einem
Wechselwirkungsvertex und anhängender Schleife modifiziert wird.

Man könnte X aber auch mit jedem der anderen drei Punkte mittels eines freien Pro-
pagators (also ohne Wechselwirkung) verbinden. Dann müssen die verbleibenden beiden
Punkte über den Wechselwirkungsvertex miteinander verbunden werden. Für die Ver-
knüpfung des ersten Punktes mit einem der vier Beine des Vertex gibt es vier Möglichkeiten
und für die Verbindung des zweiten mit einem der verbleibenden drei Beine drei Möglich-
keiten. Die letzten beiden Beine müssen dann zu einer Schleife geschlossen werden. Dies
ergibt insgesamt 3 · 4 · 3 = 36 Möglichkeiten.

Insgesamt haben wir also 36+36 = 72 = 2 ·(3 ·3 ·4) = 4! ·3 Möglichkeiten für das zweite
Diagramm. Dividieren wir noch durch den Faktor 4! (von λ/4! aus der Lagrange–Dichte)
erhalten wir genau den Faktor 3.

Für das dritte Diagramm müssen wir in Abb. 6.3 alle vier Punkte mit den vier Beinen
des Vertex verbinden. Das erste Bein kann mit jedem der vier Punkte X, Y, Z oder U
verbunden werden, das zweite noch mit jedem der drei verbleibenden Punkte, das dritte
mit einem der zwei verbleibenden Punkte und das letzte schließlich mit dem letzten freien
Punkt. Das ergibt genau 4! Möglichkeiten, die den Faktor 1/4! im Wechselwirkungsterm
in der Lagrange–Dichte wegheben.

In jeder n–Punkt-Korrelationsfunktion gibt es offenbar Diagramme, welche unver-
bundene Anteile enthalten, d.h. sie sind einfach Produkte von (Teilen von) m–Punkt-
Korrelationsfunktionen mit m < n. Ein Beispiel ist das zweite Diagramm in Gl. (6.40),
welches einfach aus dem Produkt einer freien Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion (5.66) und
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der O(λ)–Korrektur der Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion, s. Gl. (6.28), besteht,

= . (6.41)

Solche sog. unverbundenen Diagramme lassen sich formal eliminieren, indem man zum
erzeugenden Funktional für verbundene n–Punkt-Korrelationsfunktionen übergeht. Dies
wird im nächsten Abschnitt besprochen.

6.2 Das erzeugende Funktional für verbundene
n–Punkt–Funktionen

Wir definieren

W [J ] ≡ −i ln Z[J ] . (6.42)

Dies ist das erzeugende Funktional für verbundene n–Punkt-Korrelationsfunktionen.
Wir zeigen dies nicht in voller Allgemeinheit, sondern überzeugen uns am Beispiel der
Zwei- und Vier-Punkt-Korrelationsfunktion der φ4–Theorie bis zur Ordnung O(λ), dass
dieses Funktional lediglich verbundene Korrelationsfunktionen erzeugt.

Die verbundene Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion ist

δ2W [J ]

δJ(X) δJ(Y )

∣∣∣∣
J=0

= −i δ

δJ(X)

(
1

Z[J ]

δZ[J ]

δJ(Y )

)∣∣∣∣
J=0

= −i
(
− 1

Z2[J ]

δZ[J ]

δJ(X)

δZ[J ]

δJ(Y )
+

1

Z[J ]

δ2Z[J ]

δJ(X) δJ(Y )

)
J=0

= i
δZ[J ]

δJ(X)

∣∣∣∣
J=0

δZ[J ]

δJ(Y )

∣∣∣∣
J=0

− i δ2Z[J ]

δJ(X) δJ(Y )

∣∣∣∣
J=0

, (6.43)

wobei wir von der Normierung Z[0] = 1 des erzeugenden Funktionals für (gewöhnliche)
n–Punkt-Korrelationsfunktionen Gebrauch gemacht haben. Mit der Ein-Punkt-Korre-
lationsfunktion

〈0|φ̂(X)|0〉 =
1

i

δZ[J ]

δJ(X)

∣∣∣∣
J=0

(6.44)

und der Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion

〈0|T̂
[
φ̂(X)φ̂(Y )

]
|0〉 =

1

i2
δ2Z[J ]

δJ(X) δJ(Y )

∣∣∣∣
J=0

(6.45)

erhalten wir

δ2W [J ]

δJ(X) δJ(Y )

∣∣∣∣
J=0

= i 〈0|T̂
[
φ̂(X)φ̂(Y )

]
|0〉 − i 〈0|φ̂(X)|0〉〈0|φ̂(Y )|0〉 . (6.46)
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In Theorien ohne spontane Symmetriebrechung (vgl. Kap. 7) verschwindet aber die Ein-
Punkt-Korrelationsfunktion (genau wie im wechselwirkungsfreien Fall) und daher

δ2W [J ]

δJ(X) δJ(Y )

∣∣∣∣
J=0

= i 〈0|T̂
[
φ̂(X)φ̂(Y )

]
|0〉 = −i δ2Z[J ]

δJ(X) δJ(Y )

∣∣∣∣
J=0

. (6.47)

Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion kann sowohl mit Hilfe von Z[J ] als auch mit Hil-
fe von W [J ] erzeugt werden; bis auf einen Faktor i ergibt dies das gleiche Resultat.
Dies gilt in allen Ordnungen in der Kopplungskonstanten λ. Da die Zwei-Punkt-
Korrelationsfunktion per Konstruktion keine unverbundenen Anteile enthält, ist dieses
Resultat nicht sonderlich verwunderlich.

Nun berechnen wir die Vier-Punkt-Korrelationsfunktion. Benutzen wir die zweite Zeile
von Gl. (6.43) direkt als Zwischenresultat, erhalten wir

δ4W [J ]

δJ(X) δJ(Y ) δJ(Z) δJ(U)

∣∣∣∣
J=0

=
δ2

δJ(X) δJ(Y )

(
i

Z2[J ]

δZ[J ]

δJ(Z)

δZ[J ]

δJ(U)
− i

Z[J ]

δ2Z[J ]

δJ(Z) δJ(U)

)∣∣∣∣
J=0

=
δ

δJ(X)

(
− 2i

Z3[J ]

δZ[J ]

δJ(Y )

δZ[J ]

δJ(Z)

δZ[J ]

δJ(U)
+

i

Z2[J ]

δ2Z[J ]

δJ(Y ) δJ(Z)

δZ[J ]

δJ(U)

+
i

Z2[J ]

δZ[J ]

δJ(Z)

δ2Z[J ]

δJ(Y ) δJ(U)
+

i

Z2[J ]

δZ[J ]

δJ(Y )

δ2Z[J ]

δJ(Z) δJ(U)

− i

Z[J ]

δ3Z[J ]

δJ(Y ) δJ(Z) δJ(U)

)∣∣∣∣
J=0

=
6i

Z4[J ]

δZ[J ]

δJ(X)

δZ[J ]

δJ(Y )

δZ[J ]

δJ(Z)

δZ[J ]

δJ(U)
− 2i

Z3[J ]

(
δ2Z[J ]

δJ(X) δJ(Y )

δZ[J ]

δJ(Z)

δZ[J ]

δJ(U)

+
δZ[J ]

δJ(Y )

δ2Z[J ]

δJ(X) δJ(Z)

δZ[J ]

δJ(U)
+
δZ[J ]

δJ(Y )

δZ[J ]

δJ(Z)

δ2Z[J ]

δJ(X) δJ(U)

)
− 2i

Z3[J ]

δZ[J ]

δJ(X)

δ2Z[J ]

δJ(Y ) δJ(Z)

δZ[J ]

δJ(U)
+

i

Z2[J ]

(
δ3Z[J ]

δJ(X) δJ(Y ) δJ(Z)

δZ[J ]

δJ(U)

+
δ2Z[J ]

δJ(Y ) δJ(Z)

δ2Z[J ]

δJ(X) δJ(U)

)
− 2i

Z3[J ]

δZ[J ]

δJ(X)

δZ[J ]

δJ(Z)

δ2Z[J ]

δJ(Y ) δJ(U)

+
i

Z2[J ]

(
δ2Z[J ]

δJ(X) δJ(Z)

δ2Z[J ]

δJ(Y ) δJ(U)
+
δZ[J ]

δJ(Z)

δ3Z[J ]

δJ(X) δJ(Y ) δJ(U)

)
− 2i

Z3[J ]

δZ[J ]

δJ(X)

δZ[J ]

δJ(Y )

δ2Z[J ]

δJ(Z) δJ(U)
+

i

Z2[J ]

(
δ2Z[J ]

δJ(X) δJ(Y )

δ2Z[J ]

δJ(Z) δJ(U)

+
δZ[J ]

δJ(Y )

δ3Z[J ]

δJ(X) δJ(Z) δJ(U)

)
+

i

Z2[J ]

δZ[J ]

δJ(X)

δ3Z[J ]

δJ(Y ) δJ(Z) δJ(U)

− i

Z[J ]

δ4Z[J ]

δJ(X) δJ(Y ) δJ(Z) δJ(U)

∣∣∣∣
J=0

. (6.48)
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Benutzen wir nun, dass Z[0] = 1 und δZ[J ]/δJ(X)|J=0 = 0, so vereinfacht sich dieser
Ausdruck zu

δ4W [J ]

δJ(X) δJ(Y ) δJ(Z) δJ(U)

∣∣∣∣
J=0

= −i
(

δ4Z[J ]

δJ(X) δJ(Y ) δJ(Z) δJ(U)
− δ2Z[J ]

δJ(X) δJ(Y )

δ2Z[J ]

δJ(Z) δJ(U)

− δ2Z[J ]

δJ(X) δJ(Z)

δ2Z[J ]

δJ(Y ) δJ(U)
− δ2Z[J ]

δJ(X) δJ(U)

δ2Z[J ]

δJ(Y ) δJ(Z)

)
J=0

= −i
[
〈0|T̂

[
φ̂(X)φ̂(Y )φ̂(Z)φ̂(U)

]
|0〉 − 〈0|T̂

[
φ̂(X)φ̂(Y )

]
|0〉〈0|T̂

[
φ̂(Z)φ̂(U)

]
|0〉

− 〈0|T̂
[
φ̂(X)φ̂(Z)

]
|0〉〈0|T̂

[
φ̂(Y )φ̂(U)

]
|0〉

− 〈0|T̂
[
φ̂(X)φ̂(U)

]
|0〉〈0|T̂

[
φ̂(Y )φ̂(Z)

]
|0〉
]
. (6.49)

Nun setzen wir die bis zur Ordnung O(λ) berechneten Zwei- und Vier-Punkt-Korrela-
tionsfunktionen (6.28) und (6.40) ein,

. . . = −i


XY XYX

U Z Z ZU U

Y

+ +

XY XYX

U Z Z ZU U

Y

U Z

Y X

U Z

XY

U Z

XY

+
1

1
+

1

2

11

22 2

1

22
+

+ +

+

+

Y X

U Z

−
(

1

2
+

Y X Y X

)(
1

2
+

U Z U Z

)

−

 1

2
+

Y

U

Y

U


 1

2
+

X

Z

X

Z


−

 1

2
+

Y

Z

Y

Z


 1

2
+

U

X

U

X


+O(λ2) . (6.50)
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Multiplizieren wir die Klammern in den letzten drei Zeilen aus und vernachlässigen dabei
Terme von der Ordnung O(λ2), so sehen wir, dass sich alle unverbundenen Diagramme
gegenseitig wegheben. Wir erhalten als Endresultat

δ4W [J ]

δJ(X) δJ(Y ) δJ(Z) δJ(U)

∣∣∣∣
J=0

= −i

Y X

U Z

, (6.51)

also in der Tat nur den verbundenen Anteil der Vier-Punkt-Korrelationsfunktion (6.40).

6.3 Die Streumatrix
23.4.2021

Die Streumatrix (oder kurz, S–Matrix) beschreibt physikalische Streu- oder Zerfalls-
prozesse, d.h. den Prozess n→ m, bei dem sich n Teilchen im Eingangszustand und m
Teilchen im Ausgangszustand befinden. Wir werden in diesem Abschnitt besprechen, wie
diese Prozesse und die zugehörige S–Matrix mit den n–Punkt-Korrelationsfunktionen ei-
ner gegebenen Theorie zusammenhängen.

Einen gegebenen Anfangszustand, in dem sich eine gewisse Zahl von Teilchen befinden,
bezeichnen wir mit |i〉. Diese Teilchen streuen oder zerfallen in einen Endzustand |f〉. Das
Element Sfi der S–Matrix ist definiert als

Sfi = 〈f ; t→ +∞| i; t→ −∞〉 ≡ out〈f | i〉in . (6.52)

Wir nehmen an, dass die Teilchen in den Fock–Raumzuständen |i〉in, |f〉out freie, d.h.
nicht-wechselwirkende Teilchen sind. In Abwesenheit langreichweitiger Kräfte ist dies
eine gute Näherung.

Befinden sich beispielsweise zwei Teilchen mit den Impulsen ~p1, ~p2 im Anfangszustand
|i〉in, so hat dieser die Form

|i〉in = â†in(~p1) â†in(~p2) |0〉 . (6.53)

Ganz ähnlich gilt für einen Endzustand |f〉out, in dem sich zwei Teilchen mit den Impulsen
~p ′1, ~p ′2 befinden,

out〈f | = 〈0| âout(~p
′
1) âout(~p

′
2) . (6.54)

Man könnte nun im Prinzip die Glgen. (6.53) und (6.54) in Gl. (6.52) einsetzen und das
Streumatrix-Element Sfi berechnen. Das Problem dabei ist, dass wir nicht wissen, wie die

in–Zustand-Operatoren â†in(~pi) bei t→ −∞ mit den out–Zustand-Operatoren âout(~p
′
i) bei

t→ +∞ zusammenhängen.
Anstelle der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren â†in(~pi), âout(~p

′
i) können wir auch

die Feldoperatoren φ̂in(X) und φ̂out(X) in der Raum-Zeit betrachten (diese sind nach Gl.
(3.10) ja lediglich Linearkombinationen der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren).
Wir benötigen den Zusammenhang zwischen φ̂in(X) und φ̂out(X), bevor wir Sfi berechnen

können. Wir postulieren die Existenz eines unitären Operators Ŝ, Ŝ† = Ŝ−1, welcher
diese beiden Feldoperatoren miteinander auf folgende Weise in Beziehung setzt,

φ̂out(X) = Ŝ†φ̂in(X)Ŝ , φ̂†out(X) = Ŝ†φ̂†in(X)Ŝ . (6.55)
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Mit Gl. (3.10) folgt daraus

âout(~p) = Ŝ†âin(~p)Ŝ , â†out(~p) = Ŝ†â†in(~p)Ŝ . (6.56)

Analog gilt nach Multiplikation mit Ŝ von links und mit Ŝ† von rechts

φ̂in(X) = Ŝ φ̂out(X)Ŝ† , φ̂†in(X) = Ŝ φ̂†out(X)Ŝ† , (6.57)

bzw.
âin(~p) = Ŝ âout(~p)Ŝ

† , â†in(~p) = Ŝ â†out(~p)Ŝ
† . (6.58)

Damit gilt nun für einen Endzustand |f〉out, bei dem sich m Teilchen an den Raum-Zeit-
Punkten Xi, i = 1, . . . ,m befinden,

|f〉out =
m∏
i=1

φ̂out(Xi) |0〉 =
m∏
i=1

Ŝ†φ̂in(Xi)Ŝ |0〉 = Ŝ†
m∏
i=1

φ̂in(Xi) Ŝ|0〉

≡ Ŝ†
m∏
i=1

φ̂in(Xi) |0〉 ≡ Ŝ† |f〉in . (6.59)

Hier haben wir von der ersten zur zweiten Zeile benutzt, dass eine unitäre Transformation
den Vakuumzustand höchstens um einen Phasenfaktor eiϕ verändern kann, den wir aber
gleich 1 wählen können,

Ŝ|0〉 = eiϕ|0〉 ≡ |0〉 . (6.60)

Multiplizieren wir Gl. (6.59) von links mit Ŝ, so erhalten wir

|f〉in = Ŝ |f〉out . (6.61)

Ganz analog zeigt man für einen Anfangszustand mit n Teilchen an den Raum-Zeit-
Punkten Xj, j = 1, . . . , n,

|i〉in =
n∏
j=1

φ̂in(Xj) |0〉 = Ŝ
n∏
j=1

φ̂out(Xj)Ŝ
† |0〉 ≡ Ŝ |i〉out , (6.62)

wobei wir Ŝ†|0〉 = e−iϕ|0〉 ≡ |0〉 benutzt haben. Daraus folgt nach Multiplikation mit Ŝ†

|i〉out = Ŝ† |i〉in . (6.63)

Die Interpretation der Glgen. (6.61) und (6.63) ist, dass der unitäre Operator Ŝ den
out–Zustand |f〉out in den in–Zustand |f〉in transformiert, und entsprechend dass der ad-
jungierte Operator Ŝ† den in–Zustand |i〉in in den out–Zustand |i〉out transformiert. Wir
haben damit erreicht, dass wir S–Matrixelemente Sfi nun mit denselben Sätzen von
Zuständen bzw. Operatoren berechnen können,

Sfi = out〈f | i〉in ≡ in〈f | Ŝ | i〉in ≡ out〈f | Ŝ | i〉out , (6.64)

oder konkret für unser Beispiel mit zwei Teilchen im Anfangs- und Endzustand

Sfi = in〈f | Ŝ | i〉in ≡ 〈0| âin(~p ′1) âin(~p ′2) Ŝ â†in(~p1) â†in(~p2) |0〉
= out〈f | Ŝ | i〉out ≡ 〈0| âout(~p

′
1) âout(~p

′
2) Ŝ â†out(~p1) â†out(~p2) |0〉 . (6.65)
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

Die physikalische Fragestellung der Streuung und des Zerfalls ist nun auf die Bestimmung
des unitären Operators Ŝ reduziert.

Betrachten wir die Bewegungsgleichung für das Feld φ(X), die aus der Lagrange–Dichte

L = L0 + Lint =
1

2

(
∂µφ∂

µφ−m2φ2
)

+ Lint(φ) (6.66)

resultiert,

(�x +m2)φ(X) =
∂Lint

∂φ(X)
≡ j(X) . (6.67)

Die allgemeine Lösung φ(X) ist die Summe der allgemeinen Lösung φ0(X) der homogenen
Gleichung und einer speziellen Lösung der inhomogenen Gleichung, die wir mit Hilfe der
Methode der Green–Funktionen erhalten können,

φ(X) = φ0(X) +

∫
d4Y G(X;Y ) j(Y ) , (6.68)

wobei G(X;Y ) die Green–Funktion der Klein–Gordon–Gleichung ist,

(�x +m2)G(X;Y ) = δ(4)(X − Y ) . (6.69)

Es ist wohlbekannt (s. Übungsaufgabe H15), dass es verschiedene Typen von Green–
Funktionen gibt, die sich durch ihre analytische Struktur in der komplexen Energie-Ebene
unterscheiden, z.B. die retardierte Green–Funktion Gret(X;Y ) ∼ Θ(x0 − y0), die avan-
cierte Green–Funktion Gadv(X;Y ) ∼ Θ(y0−x0), oder kompliziertere wie die Feynman–
Green–Funktion GF (X;Y ). Um also die allgemeine Lösung (6.68) vollständig zu spezifi-
zieren, müssen wir die Randbedingungen festlegen. Wir tun dies dergestalt, dass wir die
retardierte Green–Funktion in Verbindung mit der homogenen (nicht-wechselwirkenden)
Lösung im Eingangszustand und die avancierte Green–Funktion in Verbindung mit
der homogenen (nicht-wechselwirkenden) Lösung im Endzustand benutzen, also

φ(X) = φin(X) +

∫
d4Y Gret(X;Y ) j(Y ) , (6.70)

bzw.

φ(X) = φout(X) +

∫
d4Y Gadv(X;Y ) j(Y ) . (6.71)

Wir nehmen an, dass die Wechselwirkung Lint für x0 → ±∞ verschwindet, oder anders
ausgedrückt, dass sie bei einem Zeitpunkt tan > −∞ an- und bei einem Zeitpunkt taus <∞
wieder ausgeschaltet wird. Dann gilt

φ in
out

(X) = lim
x0→∓∞

φ(X) , (6.72)

denn der zweite Term in den Glgen. (6.70) und (6.71) verschwindet dann aufgrund der
kausalen bzw. antikausalen Eigenschaften der jeweiligen Green–Funktionen. Dies garan-
tiert gleichzeitig, dass die ein- bzw. auslaufenden Lösungen φin(X) bzw. φout(X) Lösungen
der homogenen (nicht-wechselwirkenden) Klein–Gordon–Gleichung sind. Damit sind die
Glgen. (6.70) und (6.71) konsistent mit Gl. (6.68).
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6.3 Die Streumatrix

Wir erheben nun die Felder φ, φin und φout zu Feldoperatoren φ̂, φ̂in und φ̂out und
nehmen an, dass die Glgen. (6.70), (6.71) auch für diese Operatoren Gültigkeit behalten.
Man würde nun denken, dass dann zwangsläufig auch Gl. (6.72) für die entsprechenden
Operatoren gilt,

φ̂ in
out

(X) = lim
x0→∓∞

φ̂(X) . (6.73)

Dies ist die sog. starke asymptotische Bedingung. Man kann aber zeigen, dass dies
dazu führt, dass überhaupt kein Streu- oder Zerfallsprozess stattfindet. Man darf lediglich
die sog. schwache asymptotische Bedingung (Lehmann, Symanzik, Zimmermann,
1955) fordern,

〈α| φ̂ in
out

(X) |β〉 = lim
x0→∓∞

〈α| φ̂(X) |β〉 , (6.74)

wobei |α〉, |β〉 beliebige Fock–Raumzustände sind.
Nun definieren wir das Funktional

Î[J ] = T̂ exp

[
i

∫
d4X J(X) φ̂(X)

]
. (6.75)

Ganz offenbar gilt
Î[0] = 1 . (6.76)

Differenzieren wir funktional bezüglich der Quelle, so erhalten wir

1

i

δÎ[J ]

δJ(X)
= T̂

{
φ̂(X) Î[J ]

}
, . . . ,

1

in
δnÎ[J ]

δJ(X1) · · · δJ(Xn)
= T̂

{
φ̂(X1) · · · φ̂(Xn) Î[J ]

}
.

(6.77)
Die n–Punkt-Korrelationsfunktion

〈0|T̂
[
φ̂(X1) · · · φ̂(Xn)

]
|0〉 =

1

in
δnZ[J ]

δJ(X1) · · · δJ(Xn)

∣∣∣∣
J=0

(6.78)

können wir aufgrund der Normierung (6.76) ausdrücken als

1

in
δnZ[J ]

δJ(X1) · · · δJ(Xn)

∣∣∣∣
J=0

= 〈0|T̂
[
φ̂(X1) · · · φ̂(Xn)

]
|0〉

= 〈0|T̂
{
φ̂(X1) · · · φ̂(Xn) Î[J ]

}
|0〉
∣∣∣
J=0

= 〈0| 1

in
δnÎ[J ]

δJ(X1) · · · δJ(Xn)
|0〉

∣∣∣∣∣
J=0

=
1

in
δn〈0|Î[J ]|0〉

δJ(X1) · · · δJ(Xn)

∣∣∣∣∣
J=0

. (6.79)

Dies gilt für alle n. Aber wenn alle Ableitungen zweier Funktionale übereinstimmen, dann
muss das (bis auf unwesentliche additive Konstanten) auch für die Funktionale selbst
gelten, also

Z[J ] = 〈0|Î[J ]|0〉 = 〈0| T̂ exp

[
i

∫
d4X J(X) φ̂(X)

]
|0〉 . (6.80)
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

Nun multiplizieren wir Gl. (6.70) für die Feldoperatoren mit Î[J ] und wenden auf das
Resultat den Zeitordnungsoperator an,

T̂
{
φ̂(X) Î[J ]

}
= Î[J ] φ̂in(X) +

∫
d4Y Gret(X;Y ) T̂

{
ĵ(Y ) Î[J ]

}
= Î[J ] φ̂in(X) +

∫
d4Y Gret(X;Y ) T̂

{
(�y +m2)φ̂(Y ) Î[J ]

}
= Î[J ] φ̂in(X) +

∫
d4Y Gret(X;Y ) (�y +m2) T̂

{
φ̂(Y ) Î[J ]

}
= Î[J ] φ̂in(X) +

∫
d4Y Gret(X;Y ) (�y +m2)

1

i

δÎ[J ]

δJ(Y )
. (6.81)

Hier haben wir in der ersten Zeile benutzt, dass φ̂in(X) der einlaufende Zustand bei x0 →
−∞ ist, also im zeitgeordneten Produkt stets rechts von den Feldoperatoren im Funktional
Î[J ] auftritt. Ferner haben wir von der ersten zur zweiten Zeile die Bewegungsgleichung
(6.67) benutzt und von der dritten zur vierten Zeile die erste Identität (6.77).

Dieselben Rechenschritte, angewendet auf Gl. (6.71), führen auf das Ergebnis

T̂
{
φ̂(X) Î[J ]

}
= φ̂out(X) Î[J ] +

∫
d4Y Gadv(X;Y ) (�y +m2)

1

i

δÎ[J ]

δJ(Y )
. (6.82)

Subtrahieren wir von diesem Ergebnis Gl. (6.81), so erhalten wir

φ̂out(X) Î[J ]− Î[J ] φ̂in(X) =

∫
d4Y i ∆̄(X − Y ) (�y +m2)

δÎ[J ]

δJ(Y )
, (6.83)

wobei
∆̄(X − Y ) ≡ Gadv(X;Y )−Gret(X;Y ) . (6.84)

Diese Funktion ist identisch mit der in Gl. (3.97) definierten. Dass wir dasselbe Symbol
benutzen, ist also kein Zufall. Um dies zu sehen, berechnen wir mit den Ergebnissen von
Übungsaufgabe H15

28.4.2021

i ∆̄(X − Y ) = i Gadv(X;Y )− i Gret(X;Y )

= −i
∫

d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y )

[
1

K2 −m2 − i sgn(k0)η
− 1

K2 −m2 + i sgn(k0)η

]
= −i

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y )

[
Θ(k0)

K2 −m2 − iη
+

Θ(−k0)

K2 −m2 + iη

− Θ(k0)

K2 −m2 + iη
− Θ(−k0)

K2 −m2 − iη

]
(6.85)

= −i
∫

d4K

(2π)4
e−iK·(X−Y )

[
Θ(k0) 2πi δ(K2 −m2)−Θ(−k0) 2πi δ(K2 −m2)

]
,

wobei wir die Dirac–Identität

1

x± iη
= P 1

x
∓ iπ δ(x) (6.86)
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6.3 Die Streumatrix

benutzt haben. Nun benutzen wir noch

δ(K2 −m2) =
1

2Ek
[δ(k0 − Ek) + δ(k0 + Ek)] (6.87)

und erhalten

i ∆̄(X − Y ) =

∫
d3~k

(2π)3

1

2Ek

[
e−iEk(x0−y0)+i~k·(~x−~y) − eiEk(x0−y0)+i~k·(~x−~y)

]
=

∫
d3~k

(2π)3

1

2Ek

[
e−iK·(X−Y ) − eiK·(X−Y )

]
, (6.88)

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile im zweiten Term die Substitution ~k → −~k
vorgenommen und in der letzten Zeile die Abkürzung Kµ = (Ek, ~k)T verwendet haben.
Dies ist aber genau Gl. (3.97).

Nun erinnern wir uns an den Zusammenhang (6.55) zwischen φ̂out und φ̂in und multi-
plizieren Gl. (6.83) von links mit Ŝ,

φ̂in(X) Ŝ Î[J ]−Ŝ Î[J ] φ̂in(X) ≡
[
φ̂in(X), Ŝ Î[J ]

]
=

∫
d4Y i ∆̄(X−Y ) (�y+m2)

δ(Ŝ Î[J ])

δJ(Y )
.

(6.89)
Dies ist eine Bestimmungsgleichung für ŜÎ[J ]. Da aufgrund von Gl. (6.60)

〈0|ŜÎ[J ]|0〉 ≡ 〈0|Î[J ]|0〉 ≡ Z[J ] , (6.90)

vgl. Gl. (6.80), erwarten wir, dass ŜÎ[J ] ∼ Z[J ]. Also machen wir folgenden Ansatz,

ŜÎ[J ] = exp

[∫
d4Y φ̂in(Y )(�y +m2)

δ

δJ(Y )

]
Z[J ] . (6.91)

Setzen wir dies auf der linken Seite von Gl. (6.89) ein, so folgt[
φ̂in(X), ŜÎ[J ]

]
=

[
φ̂in(X), exp

[∫
d4Y φ̂in(Y )(�y +m2)

δ

δJ(Y )

]
Z[J ]

]
=

[
φ̂in(X), exp

[∫
d4Y φ̂in(Y )(�y +m2)

δ

δJ(Y )

]]
Z[J ] , (6.92)

weil Z[J ] einfach eine gewöhnliche Zahl und kein Operator ist und daher aus dem Kommu-
tator herausgezogen werden darf. Seien Â, B̂ Operatoren, deren Kommutator [Â, B̂] eine
gewöhnliche Zahl ist. Für diesen Fall lautet die Liesche Entwicklungsformel (manch-
mal auch Hadamard–Lemma genannt)

eB̂Â e−B̂ = Â+ [B̂, Â] . (6.93)

Daraus folgt nach Multiplikation von rechts mit eB̂

[Â, eB̂] = Â eB̂ − eB̂Â = −[B̂, Â] eB̂ = [Â, B̂] eB̂ . (6.94)
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Diese Gleichung ist auf den Kommutator in Gl. (6.92) anwendbar, denn mit der Identifi-
zierung Â ≡ φ̂in(X) und B̂ ≡ φ̂in(Y ) gilt[

φ̂in(X), φ̂in(Y )
]

=

∫
d3~k1 d3~k2

(2π)64Ek1Ek2

[
e−iK1·X â(~k1) + eiK1·X â†(~k1) ,

e−iK2·Y â(~k2) + eiK2·Y â†(~k2)
]

=

∫
d3~k1 d3~k2

(2π)64Ek1Ek2

{
e−iK1·X+iK2·Y [â(~k1), â†(~k2)] + eiK1·X−iK2·Y [â†(~k1), â(~k2)]

}
=

∫
d3~k1 d3~k2

(2π)64Ek1Ek2
2Ek1 (2π)3δ(3)(~k1 − ~k2)

[
e−iK1·X+iK2·Y − eiK1·X−iK2·Y

]
=

∫
d3~k

(2π)32Ek

[
e−iK·(X−Y ) − eiK·(X−Y )

]
≡ i ∆̄(X − Y ) , (6.95)

was in der Tat eine gewöhnliche Zahl (und kein Operator) ist. Wenden wir also Gl. (6.94)
auf Gl. (6.92) an, so folgt (der zusätzliche Faktor (�y+m2)δ/δJ(Y ) und das Integral über
d4Y stellen keine Probleme dar, sie können wie multiplikative Operatoren, d.h. Zahlen,
behandelt werden)[

φ̂in(X), ŜÎ[J ]
]

=

[
φ̂in(X),

∫
d4Y φ̂in(Y )(�y +m2)

δ

δJ(Y )

]
× exp

[∫
d4Z φ̂in(Z)(�z +m2)

δ

δJ(Z)

]
Z[J ]

=

∫
d4Y

[
φ̂in(X), φ̂in(Y )

]
(�y +m2)

δ

δJ(Y )
ŜÎ[J ]

=

∫
d4Y i ∆̄(X − Y ) (�y +m2)

δ

δJ(Y )
ŜÎ[J ] , (6.96)

wobei wir in der vorletzten Zeile Gl. (6.95) benutzt haben. Dies ist aber genau die rechte
Seite von Gl. (6.89). Dies beweist, dass unser Ansatz (6.91) für den Operator ŜÎ[J ] korrekt
war.

Der letzte Schritt besteht in der Bestimmung von Ŝ. Aufgrund der Normierung (6.76)
gilt

Ŝ = exp

[∫
d4X φ̂in(X)(�x +m2)

δ

δJ(X)

]
Z[J ]

∣∣∣∣
J=0

. (6.97)

Dies ist nahezu der endgültige Ausdruck für den Operator Ŝ. Man muss lediglich sicher-
stellen, dass der Anfangszustand nicht mehr Teilchen enthält als die, die man betrachten
möchte. Mit anderen Worten, es dürfen in Ŝ keine Erzeugungsoperatoren rechts von Ver-
nichtungsoperatoren auftreten. Dies wird wie gehabt durch Normalordnung erreicht,
d.h.

Ŝ = : exp

[∫
d4X φ̂in(X)(�x +m2)

δ

δJ(X)

]
: Z[J ]

∣∣∣∣
J=0

. (6.98)

Man nennt diesen Ausdruck nach den Initialen seiner Entdecker Lehmann, Symanzik und
Zimmermann die LSZ–Reduktionsformel.

Wie ist dieser Ausdruck zu interpretieren?
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6.3 Die Streumatrix

(i) Wenn man die Exponentialfunktion in eine Taylor–Reihe entwickelt, so enthält der
Term der Ordnung n eine n–te Funktionalableitung nach den Quellen J(Xi), die auf
Z[J ] wirkt. Dies erzeugt natürlich gerade die n–Punkt-Korrelationsfunktion,

δnZ[J ]

δJ(X1) · · · δJ(Xn)

∣∣∣∣
J=0

∼
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≡ 〈0|T̂
[
φ̂(X1) · · · φ̂(Xn)

]
|0〉 .

(ii) Die inversen Propagatoren (�x1 +m2) · · · (�xn +m2) im Term n–ter Ordnung “am-
putieren” aufgrund der Relation

(�x +m2)i∆F (X − Y ) = −iδ(4)(X − Y )

die externen Beine der n–Punkt-Korrelationsfunktion,
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(iii) Die Feldoperatoren φ̂in(X1) · · · φ̂in(Xn) ersetzen die in Schritt (ii) amputierten exter-
nen Beine. Sie enthalten Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, d.h. sie erzeugen
und vernichten Teilchen, z.B.
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(iv) Wenn wir das Matrixelement des Operators Ŝ gemäß Gl. (6.64) zwischen Anfangs-
und Endzustand nehmen, so überleben nur Terme in Ŝ mit Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren, die zu den gegebenen Anfangs- und Endzuständen korrespon-
dieren. Z.B. lautet das Streumatrix-Element Sfi für die Streuung zweier Teilchen
mit Anfangsimpulsen ~p1, ~p2 und Endimpulsen ~p ′1, ~p ′2

Sfi = 〈0|âin(~p ′1)âin(~p ′2) Ŝ â†in(~p1)â†in(~p2)|0〉 =

�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������

�������������
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�������������
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�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������p1

p
2 2

1
p’

p’

. (6.99)

Obwohl Ŝ unendlich viele Terme beinhaltet, spielt nur der Term

∼ â†in(~p ′1)â†in(~p ′2)âin(~p1)âin(~p2)

eine Rolle, weil nur dieser Term erlaubt, nichtverschwindende Kommutatoren

[âin(~p ′i), â
†
in(~p ′i)] = 2Ep′i(2π)3δ(3)(0) , [âin(~pi), â

†
in(~pi)] = 2Epi(2π)3δ(3)(0) ,

zu bilden. Bei allen anderen Termen gibt es immer mindestens einen Erzeugungs-
oder Vernichtungsoperator, der nach links oder rechts auf das Vakuum angewendet
null ergibt. Wir werden dies im nächsten Abschnitt am Beispiel der Pion–Nukleon–
Streuung ausführlich vertiefen.

6.4 Yukawa–Theorie: Pion–Nukleon–Streuung
30.4.2021

Die Yukawa–Theorie in ihrer einfachsten Form ist eine Feldtheorie, die die Wechselwir-
kung zwischen Dirac–Fermionen und neutralen skalaren Bosonen beschreibt,

L = L0 + Lint ,

L0 = ψ̄(i/∂ −M)ψ +
1

2
(∂µφ∂

µφ−m2φ2) ,

Lint = gψ̄φψ . (6.100)

Wir werden diese einfachste Variante aber nicht weiter betrachten, sondern eine Version,
die etwas größeren physikalischen Bezug besitzt: eine Yukawa–Theorie, die die Wechsel-
wirkung zwischen Nukleonen und Pionen beschreibt.

Nukleonen bilden ein sog. Iso-Dublett im Isospin-Raum,

ψ =

(
ψp
ψn

)
, (6.101)

wobei der Index p für das Proton und der Index n für das Neutron steht (selbstverständlich
sind sowohl ψp wie ψn vierkomponentige Dirac–Spinoren, ψ hat also acht Komponenten).
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Dieses Iso-Dublett bildet die fundamentale Darstellung der sog. Isospin-Gruppe
SU(2)I , d.h. es transformiert sich wie ein zweidimensionaler Vektor unter SU(2)I–Trans-
formationen,

ψ −→ ψ′ = Ufψ , (6.102)

wobei
Uf = exp

(
−i ~α · ~t

)
∈ SU(2)I (6.103)

ein Element der SU(2)I in der fundamentalen Darstellung ist. Dies bedeutet, dass
~α = (α1, α2, α3) der Vektor der Parameter der SU(2)I und ~t = ~τ/2 der Vektor der
Generatoren der SU(2)I in der fundamentalen Darstellung ist, mit dem Vektor der
Pauli–Matrizen ~τ = (τ1, τ2, τ3). Da die Pauli–Matrizen (2 × 2)–Matrizen sind, ist auch
Uf eine (2 × 2)–Matrix, die die Komponenten ψp, ψn des fundamentalen Iso-Dubletts
untereinander transformiert. Der Dirac–adjungierte Spinor transformiert sich gemäß

ψ̄ −→ ψ̄′ = (Ufψ)† γ0 = ψ†U †fγ0 = ψ†γ0U
†
f = ψ̄ U †f , (6.104)

weil Dirac–Matrizen und Elemente der SU(2)I in verschiedenen Räumen operieren.
Pionen bilden ein Iso-Triplett im Isospin-Raum,

~φ =

 φ1

φ2

φ3

 . (6.105)

Die physikalischen Pionen π±, π0 ergeben sich aus den Komponenten φi des Iso-Tripletts
gemäß

π± =
1√
2

(φ1 ∓ iφ2) , π0 = φ3 . (6.106)

Offenbar gilt π− = (π+)∗. Das Iso-Triplett bildet die sog. adjungierte Darstellung der
SU(2)I , und transformiert sich entsprechend wie

~φ −→ ~φ ′ = Ua~φ , (6.107)

wobei
Ua = exp

(
−i ~β · ~T

)
∈ SU(2)I (6.108)

ein Element der SU(2)I in der adjungierten Darstellung ist. Der Vektor der Parameter

ist ~β = (β1, β2, β3) und der Vektor der Generatoren in der adjungierten Darstellung

ist ~T = (T1, T2, T3), mit
(Ti)jk = −i εijk , i, j, k = 1, 2, 3 . (6.109)

Diese Generatoren sind offensichtlich (3× 3)–Matrizen, und dementsprechend ist auch Ua
eine (3× 3)–Matrix, die die Komponenten des Iso-Tripletts untereinander transformiert.

Die Lagrange–Dichte des nichtwechselwirkenden Pion-Nukleon-Systems ist

L0 = ψ̄(i/∂ −M)ψ +
1

2

(
∂µ~φ · ∂µ~φ−m2~φ · ~φ

)
= ψ̄p(i/∂ −M)ψp + ψ̄n(i/∂ −M)ψn + ∂µπ

−∂µπ+ −m2π−π+

+
1

2

[
∂µπ

0∂µπ0 −m2(π0)2
]
. (6.110)
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Man beachte die unterschiedliche Normierung der Terme, die den geladenen Pionen ent-
sprechen, im Vergleich zu denen des neutralen Pions. Dies muss aber so sein, denn wenn
wir Φ ≡ π+ identifizieren, ist π− = (π+)∗ ≡ Φ∗ und die Terme der geladenen Pionen
entsprechen genau der Lagrange–Dichte (2.79) des geladenen skalaren Feldes.

Die Lagrange–Dichte (6.110) ist invariant unter (globalen) SU(2)I–Transformationen,
da

ψ̄(i/∂ −M)ψ −→ ψ̄′(i/∂ −M)ψ′ = ψ̄ U †f (i/∂ −M)Ufψ = ψ̄(i/∂ −M)U †fUfψ

= ψ̄(i/∂ −M)ψ ,

~φ · ~φ −→ ~φ ′ · ~φ ′ = φ′iφ
′
i = (Ua)ijφj(Ua)ikφk = φj(Ua)

T
ji(Ua)ikφk (6.111)

= φj(Ua)
†
ji(Ua)ikφk = φjδjkφk = φkφk ≡ ~φ · ~φ .

und analog
∂µ~φ · ∂µ~φ −→ ∂µ~φ

′ · ∂µ~φ ′ ≡ ∂µ~φ · ∂µ~φ .

Hier haben wir benutzt, dass eine (3×3)–Matrix, die die Komponenten eines reellwerti-
gen dreidimensionalen Vektors ineinander transformiert, ebenfalls reellwertig sein muss,
d.h. Ua ∈ R, weshalb UT

a ≡ U †a .
Nun stellt sich die Frage, wie der wechselwirkende Anteil Lint der Lagrange–Dichte

aussieht. Wir suchen nach einer Form, die ~φ mit ψ̄ und ψ in einer SU(2)I–invarianten
Weise koppelt. Die naive Yukawa–Kopplung

g ψ̄ ~φψ

scheidet offenbar sofort aus, denn ein einzelner Isospin-Vektor ~φ ist niemals invariant. Wir
müssen das Skalarprodukt mit einem anderen Vektor in der adjungierten Darstellung
der SU(2)I bilden, damit wir eine SU(2)I–Invariante erhalten. Aber wir können nicht

einfach einen weiteren Vektor ~φ nehmen,

g ψ̄ ~φ · ~φψ ,

denn dieser Term enthält zwei Felder ~φ und nicht ein einzelnes. Wir könnten aber das
Skalarprodukt von ~φ mit dem Vektor der Pauli–Matrizen nehmen, also

g ψ̄ ~τ · ~φψ . (6.112)

Wir überzeugen uns davon, dass dieser Ausdruck invariant unter SU(2)I–Transformatio-
nen ist. Offenbar genügt es, dies für infinitesimale Transformationen zu zeigen. Für
solche gilt gemäß Gl. (6.107)

~φ −→ ~φ ′ = (1 − i~β · ~T )~φ+O(β2) = ~ej[φj − iβi(Ti)jkφk] +O(β2)

= ~ej(φj − βiεijkφk) +O(β2) = ~ej(φj + εjikβiφk) +O(β2)

= ~φ+ ~β × ~φ+O(β2) , (6.113)

also
~τ · ~φ −→ ~τ · ~φ ′ = ~τ · ~φ+ ~τ · ~β × ~φ+O(β2) . (6.114)
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Unter Benutzung der SU(2)–Vertauschungsrelation

[ti, tj] = iεijktk = iεijk
τk
2

(6.115)

können wir den zweiten Term in Gl. (6.114) folgendermaßen umschreiben,

~τ · ~β × ~φ = εijkτiβjφk = εkijτkβiφj = (−i)iεijkτkβiφj = −2i[ti, tj]βiφj

= −i~t · ~β ~τ · ~φ+ i ~τ · ~φ~t · ~β . (6.116)

Damit läßt sich Gl. (6.114) (unter konsistenter Vernachlässigung von Termen der Ordnung
O(β2)) wie folgt umformen,

~τ · ~φ −→ ~τ · ~φ ′ ' ~τ · ~φ− i~t · ~β ~τ · ~φ+ i ~τ · ~φ~t · ~β
' (1 − i~t · ~β)~τ · ~φ (1 + i~t · ~β)

' exp(−i~t · ~β)~τ · ~φ exp(i~t · ~β)

≡ Uf (~β)~τ · ~φU †f (~β) . (6.117)

Die Größe ~τ · ~φ transformiert sich also wie eine Matrix in der fundamentalen Dar-
stellung. Wenn wir ψ̄ und ψ mit den Elementen U †f (~β) und Uf (~β) der fundamentalen
Darstellung der SU(2)I transformieren, d.h. also eine Transformation mit demselben

Parametervektor ~β durchführen, folgt sofort die SU(2)I–Invarianz des Ausdrucks (6.112),

g ψ̄ ~τ · ~φψ −→ g ψ̄′ ~τ · ~φ ′ ψ′ = g ψ̄ U †f (~β)Uf (~β)~τ · ~φU †f (~β)Uf (~β)ψ = g ψ̄ ~τ · ~φψ . (6.118)

Der Ausdruck (6.112) ist aber noch nicht ganz die korrekte Form für die Wechselwirkungs–
Lagrange–Dichte Lint. Wir müssen noch in Betracht ziehen, dass Pionen pseudoskalare
Teilchen sind, d.h. sie transformieren sich ungerade unter Paritätstransformationen,

~φ ′(t, ~r) = P~φ(t, ~r)P† ≡ ηP ~φ(t,−~r) ≡ −~φ(t,−~r) . (6.119)

Hierbei ist P der Operator der Paritätstransformation und ηP die intrinsische Parität
des zu betrachtenden Teilchens. Für Pionen gilt ηP = −1. Auf der anderen Seite gilt, dass
Nukleonen sich gerade unter Paritätstransformationen transformieren,

ψ′(t, ~r) = S(P )ψ(t, ~r) = ηPγ0ψ(t,−~r) ≡ + γ0ψ(t,−~r) ,
ψ̄′(t, ~r) = ψ′ †(t, ~r)γ0 = ψ†(t,−~r)γ2

0 = ψ̄(t,−~r)γ0 , (6.120)

wobei wir die intrinsische Parität ηP = +1 des Nukleons benutzt haben. Also transformiert
sich der Ausdruck (6.112) unter Paritätstransformationen wie folgt

g ψ̄′(t, ~r)~τ · ~φ ′(t, ~r)ψ′(t, ~r) = −g ψ̄(t,−~r)~τ · ~φ(t,−~r)ψ(t,−~r) . (6.121)

Der Vorzeichenwechsel des räumlichen Arguments spielt hierbei keine Rolle: wenn wir in
der Wirkung über den gesamten Raum integrieren, können wir diesen durch die Substitu-
tion ~r → −~r beheben. Insgesamt bleibt jedoch ein Minuszeichen übrig, was bedeutet, dass
sich der Ausdruck (6.112) ungerade unter Paritätstransformationen transformiert. Wir
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würden jedoch gerne haben, dass sich Lint gerade unter Paritätstransformationen trans-
formiert. Andernfalls würde dies bedeuten, dass die Pion-Nukleon-Wechselwirkung die
Parität verletzt, was experimentell niemals beobachtet wurde. Die einfachste Möglichkeit,
dies zu beheben, ist ein γ5 einzufügen,

g ψ̄ γ5 ~τ · ~φψ . (6.122)

Dies transformiert sich wie folgt (wir lassen im folgenden die Raum-Zeit-Argumente
weg; es ist klar, dass wir den Vorzeichenwechsel in der Raumvariable, ~r → −~r, bei
der Paritätstransformation in der Wirkung durch Variablensubstitution ~r → −~r bei der
räumlichen Integration rückgängig machen können),

g ψ̄ γ5 ~τ ·~φψ −→ g ψ̄′γ5 ~τ ·~φ ′ ψ′ = −g ψ̄ γ0 γ5 ~τ ·~φ γ0 ψ = −g ψ̄ γ0 γ5 γ0 ~τ ·~φψ = g ψ̄ γ5 ~τ ·~φψ ,
(6.123)

wobei wir γ0γ5 = −γ5γ0 und γ2
0 = 1 benutzt haben. Der Term (6.122) ist aber immer

noch nicht ganz der korrekte Ausdruck für Lint, denn er ist (für g ∈ R) nicht hermitesch,
sondern anti-hermitesch,

(g ψ̄ γ5 ~τ · ~φψ)† = g ψ† ~τ · ~φ γ†5 ψ̄† = g ψ̄γ0 ~τ · ~φ γ5 (ψ†γ0)†

= − g ψ̄ γ5 ~τ · ~φ γ2
0 ψ = − g ψ̄ γ5 ~τ · ~φψ , (6.124)

wobei wir die Hermitezität von γ5 und von γ0 sowie wieder γ0γ5 = −γ5γ0 benutzt ha-
ben. Eine anti-hermitesche Wechselwirkungs–Lagrange–Dichte führt aber zu einer nicht-
unitären Zeitentwicklung und damit zur Verletzung der Wahrscheinlichkeitserhaltung,
was wir unbedingt vermeiden sollten. Glücklicherweise ist dies einfach zu beheben: wir
multiplizieren den Ausdruck (6.122) einfach mit einem Faktor i,

Lint = i g ψ̄ γ5 ~τ · ~φψ = i g ψ̄iα γ5,αβτ
ij
a φa ψ

j
β , (6.125)

wobei die Indizes die Werte i, j = 1, 2 und a = 1, 2, 3 annehmen. Wir haben hier zusätzlich
die Dirac–Indizes explizit kenntlich gemacht und der besseren Übersicht halber die fun-
damentalen Isospin-Indizes als Superskripts geschrieben. In physikalischen Feldern lautet
Gl. (6.125)

Lint = i g (ψ̄p, ψ̄n)γ5

(
φ3 φ1 − iφ2

φ1 + iφ2 −φ3

)(
ψp
ψn

)
= i g (ψ̄pγ5, ψ̄nγ5)

(
π0

√
2 π+

√
2π− −π0

)(
ψp
ψn

)
= i g

(
ψ̄pγ5 π

0ψp − ψ̄nγ5 π
0ψn +

√
2 ψ̄pγ5 π

+ ψn +
√

2 ψ̄nγ5 π
− ψp

)
. (6.126)

Diese Wechselwirkungsterme lassen sich diagrammatisch wie in Abb. 6.4 gezeigt darstel-
len.

Das erzeugende Funktional für n–Punkt-Korrelationsfunktionen ist

Z[ ~J, η̄, η] = N exp

[
i

∫
d4X Lint

(
1

i

δ

δ ~J(X)
,

1

i

δ

δη̄(X)
,

1

i

δ

δη(X)

)]
Z0[ ~J, η̄, η] .

(6.127)
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p p
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Abbildung 6.4: Diagrammatische Darstellung der Pion-Nukleon-Wechselwirkungsterme
aus Gl. (6.126). Die Pfeile an den Linien deuten den Fluß der positi-
ven elektrischen Ladung an, wobei beim letzten Diagramm zu beachten
ist, dass ein einlaufendes π− einer auslaufenden positiven Ladung ent-
spricht.

Hierbei sind (wenn wir wie gehabt die Normierung Z[0, 0, 0] = 1 fordern)

N−1 = exp

[
i

∫
d4X Lint

(
1

i

δ

δ ~J(X)
,

1

i

δ

δη̄(X)
,

1

i

δ

δη(X)

)]
Z0[ ~J, η̄, η]

∣∣∣∣∣
~J=η̄=η=0

,

(6.128)
und (aufgrund von Gl. (6.125))

Lint

(
1

i

δ

δ ~J(X)
,

1

i

δ

δη̄(X)
,

1

i

δ

δη(X)

)
= ig

1

(−i)
δ

δηiα(X)
γ5,αβτ

ij
a

1

i

δ

δJa(X)

1

i

δ

δη̄jβ(X)
.

(6.129)

Wie gehabt generieren diese Funktionalableitungen, angewendet auf Z0[ ~J, η̄, η], genau die
Wechselwirkungs–Lagrange–Dichte (6.125). Das zusätzliche Minuszeichen im Nenner vor
der Funktionalableitung nach ηiα(X) rührt daher, dass man diese erst mit der Graßmann–

Variable ψ̄iα(X) (im Term i
∫

d4X ψ̄iα(X)ηiα(X) im Exponenten von Z0[ ~J, η̄, η]) vertau-
schen muss, bevor man sie auf ηiα(X) anwenden kann.

Das erzeugende Funktional der nichtwechselwirkenden Theorie läßt sich wie gehabt in
geschlossener Form angeben, vgl. Glgen. (5.57) und (5.152),

Z0[ ~J, η̄, η] (6.130)

= exp

{
−i
∫

d4Y d4Z

[
1

2
Ja(Y ) ∆F,ab(Y − Z) Jb(Z) + η̄iγ(Y )S ij

F,γδ(Y − Z) ηjδ(Z)

]}
.

Hierbei ist

∆F,ab(Y − Z) =

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(Y−Z) δab

K2 −m2 + iη
(6.131)

der freie Feynman–Propagator des Pionen-Feldes, a, b = 1, 2, 3, und

SijF,γδ(Y − Z) =

∫
d4K

(2π)4
e−iK·(Y−Z) /Kγδ +Mδγδ

K2 −M2 + iη
δij (6.132)

der freie Feynman–Propagator des Nukleon-Feldes, i, j = 1, 2.
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Der Streuoperator ist

Ŝ = : exp

{∫
d4X

[
φ̂a,in(X)(�x +m2)δab

δ

δJb(X)
+ ˆ̄ψiα,in(X)(i /∂x −M)αβ δ

ij δ

δη̄jβ(X)

− δ

δηiα(X)
(−i

↼

/∂ x −M)αβ δ
ij ψ̂jβ,in(X)

]}
: Z[ ~J, η̄, η]

∣∣∣∣
~J=η̄=η=0

. (6.133)

Hierzu sind folgende Bemerkungen zu machen:

(i) Der erste Term im Exponenten ist eine direkte Verallgemeinerung des Terms im
Exponenten in Gl. (6.98) auf die drei Isospin-Freiheitsgrade a = 1, 2, 3 des Pions.

(ii) Der zweite Term im Exponenten ist die Übertragung des Terms im Exponenten in
Gl. (6.98) auf Fermionen mit zwei Isospin-Freiheitsgraden i, j = 1, 2. Die Funktional-
ableitung nach η̄(X) erzeugt Korrelationsfunktionen von ψ(X). Der Dirac–Operator

(i/∂x − M) “amputiert” die äußeren Beine und der Feldoperator ˆ̄ψin erzeugt oder
vernichtet Fermionen. Der Dirac–adjungierte Feldoperator tritt auf, damit der ge-
samte Ausdruck ein Poincaré–Skalar ist. Wir haben Dirac–Indizes wieder explizit
aufgeführt.

(iii) Der dritte Term im Exponenten ist das Analogon des zweiten Terms, aber mit ei-
ner Funktionalableitung nach η(X) und einem Feldoperator ψ̂in. Außerdem tritt
der Dirac–Operator für das Dirac–adjungierte Feld auf, vgl. Gl. (2.115). Die ge-
samte Struktur ist wieder Poincaré–invariant. Wieder haben wir die Dirac–Indizes
α, β explizit aufgeführt. Das zusätzliche Minuszeichen erklärt sich daraus, dass man
die Graßmann–wertige Funktionalableitung nach η zunächst mit der Graßmann-
Variable η̄ im Exponenten von Z0[ ~J, η̄, η] vertauschen muss, bevor man sie auf η
anwenden kann.

5.5.2021

Nun berechnen wir das erzeugende Funktional bis zur zweiten Ordnung in der Kopp-
lungskonstanten g, durch Entwicklung der Exponentialfunktion in Gl. (6.127) bis zum
Term zweiter Ordnung. Wir schreiben Dirac–Indizes explizit aus und notieren fundamen-
tale Isospin-Indizes der besseren Übersicht halber als Superskripts,

Z[ ~J, η̄, η] = N

[
1 + i

∫
d4X ig

1

(−i)
δ

δηiα(X)
γ5,αβ τ

ij
a

1

i

δ

δJa(X)

1

i

δ

δη̄jβ(X)

+
i2

2

∫
d4Y d4X ig

1

(−i)
δ

δηkγ(Y )
γ5,γδ τ

k`
b

1

i

δ

δJb(Y )

1

i

δ

δη̄`δ(Y )

× ig 1

(−i)
δ

δηiα(X)
γ5,αβ τ

ij
a

1

i

δ

δJa(X)

1

i

δ

δη̄jβ(X)
+O(g3)

]
× e

∫
d4V d4W [ 12 iJc(V ) i∆F,cd(V−W ) iJd(W )+iη̄mρ (V ) iS mn

F,ρσ(V−W ) iηnσ (W )] . (6.134)
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Es empfiehlt sich, die Terme der Ordnung O(g) und O(g2) separat zu berechnen. Für den
Term der Ordnung O(g) erhalten wir

Zg ≡ i

∫
d4X ig

1

(−i)
δ

δηiα(X)
γ5,αβ τ

ij
a

1

i

δ

δJa(X)

∫
d4W iS jn

F,βσ(X −W ) iηnσ(W )

× e
∫

d4V d4W [ 12 iJc(V ) i∆F,cd(V−W ) iJd(W )+iη̄mρ (V ) iS mn
F,ρσ(V−W ) iηnσ (W )]

= i

∫
d4X ig

1

(−i)
δ

δηiα(X)
γ5,αβ τ

ij
a

∫
d4W iS jn

F,βσ(X −W ) iηnσ(W )

×
∫

d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U)

× e
∫

d4V d4W [ 12 iJc(V ) i∆F,cd(V−W ) iJd(W )+iη̄mρ (V ) iS mn
F,ρσ(V−W ) iηnσ (W )]

= i

∫
d4X ig γ5,αβ τ

ij
a

[
−iSjiF,βα(0)

∫
d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U)

−
∫

d4W iS jn
F,βσ(X −W ) iηnσ(W )

∫
d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U)

×
∫

d4V iη̄mρ (V ) iS mi
F,ρα(V −X)

]
Z0[ ~J, η̄, η]

= i

∫
d4X

{
− ig trD,I [γ5 τa iSF (0)]

∫
d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U)

+

∫
d4V iη̄mρ (V ) iS mi

F,ρα(V −X) ig γ5,αβ τ
ij
a

∫
d4W iS jn

F,βσ(X −W ) iηnσ(W )

×
∫

d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U)

]
Z0[ ~J, η̄, η]

≡

 U

+

U
X

W

V

−
X

Z0[ ~J, η̄, η] . (6.135)

Hier haben wir in der diagrammatischen Darstellung den Nukleonenpropagator iSF mit
einer durchgezogenen Linie und den Pionenpropagator i∆F mit einer gestrichelten Linie
gekennzeichnet. Die Pfeile geben den Nukleonenfluss an, wobei beim zweiten Diagramm
der Fluss aus der η–Quelle heraus und in die η̄–Quelle hineinfließt. Die geschlossene Schlei-
fe im ersten Diagramm entspricht einer Spur über Dirac–und Isospin-Indizes, die wir mit
trD,I abgekürzt haben. Die Farbkodierung haben wir eingeführt, um bei der Berechnung
des Terms zweiter Ordnung die Übersicht zu behalten, welche Terme von diesen beiden
Termen erster Ordnung herrühren.
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Der Term zweiter Ordnung ∼ O(g2) berechnet sich unter Zuhilfenahme des gerade be-
rechneten Terms (6.135) erster Ordnung wie folgt (die Farbkodierung der einzelnen Terme
eines Ausdrucks soll die Zuordnung zu denen des vorangegangenen Ausdrucks erleichtern:
Terme in rot und purpur rühren vom roten Term im vorangegangenen Ausdruck her,
und entsprechend Terme in blau und violett vom blauen Term, sowie Terme in grün und
schwarz vom schwarzen Term),

Zg2 =
i

2

∫
d4Y ig

1

(−i)
δ

δηkγ(Y )
γ5,γδ τ

k`
b

1

i

δ

δJb(Y )

1

i

δ

δη̄`δ(Y )
Zg

=
i2

2

∫
d4X d4Y ig

1

(−i)
δ

δηkγ(Y )
γ5,γδ τ

k`
b

1

i

δ

δJb(Y )

×
{
− ig trD,I [γ5 τa iSF (0)]

∫
d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U)

∫
d4W iS `n

F,δσ(Y −W ) iηnσ(W )

+ iS `i
F,δα(Y −X) ig γ5,αβ τ

ij
a

∫
d4W iS jn

F,βσ(X −W ) iηnσ(W )

∫
d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U)

+

∫
d4V iη̄mρ (V ) iS mi

F,ρα(V −X) ig γ5,αβ τ
ij
a

∫
d4W iS jn

F,βσ(X −W ) iηnσ(W )

×
∫

d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U)

∫
d4Z iS `p

F,δτ (Y − Z) iηpτ (Z)

}
Z0[ ~J, η̄, η]

=
i2

2

∫
d4X d4Y ig

1

(−i)
δ

δηkγ(Y )
γ5,γδ τ

k`
b

×
{
− ig trD,I [γ5 τa iSF (0)] i∆F,ab(X − Y )

∫
d4W iS `n

F,δσ(Y −W ) iηnσ(W )

− ig trD,I [γ5 τa iSF (0)]

∫
d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U)

∫
d4W iS `n

F,δσ(Y −W ) iηnσ(W )

×
∫

d4V i∆F,bc(Y − V ) iJc(V )

+ iS `i
F,δα(Y −X) ig γ5,αβ τ

ij
a

∫
d4W iS jn

F,βσ(X −W ) iηnσ(W ) i∆F,ab(X − Y )

+ iS `i
F,δα(Y −X) ig γ5,αβ τ

ij
a

∫
d4W iS jn

F,βσ(X −W ) iηnσ(W )

×
∫

d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U)

∫
d4V i∆F,bc(Y − V ) iJc(V )

+

∫
d4V iη̄mρ (V ) iS mi

F,ρα(V −X) ig γ5,αβ τ
ij
a

∫
d4W iS jn

F,βσ(X −W ) iηnσ(W )

× i∆F,ab(X − Y )

∫
d4Z iS `p

F,δτ (Y − Z) iηpτ (Z)

+

∫
d4V iη̄mρ (V ) iS mi

F,ρα(V −X) ig γ5,αβ τ
ij
a

∫
d4W iS jn

F,βσ(X −W ) iηnσ(W )

×
∫

d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U)

∫
d4Z iS `p

F,δτ (Y − Z) iηpτ (Z)

×
∫

d4R i∆F,bc(Y −R) iJc(R)

}
Z0[ ~J, η̄, η]
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=
i2

2

∫
d4X d4Y

{
ig trD,I [γ5 τa iSF (0)] i∆F,ab(X − Y ) ig trD,I [γ5 τb iSF (0)]

− ig trD,I [γ5 τa iSF (0)] i∆F,ab(X − Y )

×
∫

d4V iη̄mρ (V ) iS mk
F,ργ(V − Y ) ig γ5,γδ τ

k`
b

∫
d4W iS `n

F,δσ(Y −W ) iηnσ(W )

+ ig trD,I [γ5 τa iSF (0)]

∫
d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U)

× ig trD,I [γ5 τb iSF (0)]

∫
d4V i∆F,bc(Y − V ) iJc(V )

− ig trD,I [γ5 τa iSF (0)]

∫
d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U)

∫
d4R iη̄mρ (R) iS mk

F,ργ(R− Y )

× ig γ5,γδ τ
k`
b

∫
d4W iS `n

F,δσ(Y −W ) iηnσ(W )

∫
d4V i∆F,bc(Y − V ) iJc(V )

− trD,I [iSF (Y −X) ig γ5 τa iSF (X − Y ) ig γ5 τb i∆F,ab(X − Y )]

+

∫
d4V iη̄mρ (V ) iS mk

F,ργ(V − Y ) ig γ5,γδ τ
k`
b iS `i

F,δα(Y −X) i∆F,ab(X − Y )

× ig γ5,αβ τ
ij
a

∫
d4W iS jn

F,βσ(X −W ) iηnσ(W )

−
∫

d4V iJc(V ) i∆F,cb(V − Y ) trD,I [ iSF (X − Y )ig γ5 τb iSF (Y −X) ig γ5 τa]

×
∫

d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U)

+

∫
d4V iJc(V ) i∆F,cb(V − Y )

∫
d4R iη̄mρ (R) iS mk

F,ργ(R− Y ) ig γ5,γδ τ
k`
b iS `i

F,δα(Y −X)

× ig γ5,αβ τ
ij
a

∫
d4W iS jn

F,βσ(X −W ) iηnσ(W )

∫
d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U)

+

∫
d4V iη̄mρ (V ) iS mi

F,ρα(V −X) ig γ5,αβ τ
ij
a iS

jk
F,βγ(X − Y )ig γ5,γδ τ

k`
b i∆F,ba(Y −X)

×
∫

d4Z iS `p
F,δτ (Y − Z) iηpτ (Z)

−
∫

d4V iη̄mρ (V ) iS mi
F,ρα(V −X) ig γ5,αβ τ

ij
a

∫
d4W iS jn

F,βσ(X −W ) iηnσ(W )

× i∆F,ab(X − Y ) trD,I [ig γ5 τb iSF (0)]

+

∫
d4V iη̄mρ (V ) iS mi

F,ρα(V −X) ig γ5,αβ τ
ij
a

∫
d4W iS jn

F,βσ(X −W ) iηnσ(W ) i∆F,ab(X − Y )

×
∫

d4R iη̄qσ(R) iS qk
F,σγ(R− Y ) ig γ5,γδ τ

k`
b

∫
d4Z iS `p

F,δτ (Y − Z) iηpτ (Z)

+

∫
d4U iJd(U) i∆F,da(U −X)

∫
d4V iη̄mρ (V ) iS mi

F,ρα(V −X) ig γ5,αβ τ
ij
a

× iS jk
F,βγ(X − Y ) ig γ5,γδ τ

k`
b

∫
d4Z iS `p

F,δτ (Y − Z) iηpτ (Z)

∫
d4R i∆F,bc(Y −R) iJc(R)

−
∫

d4V iη̄mρ (V ) iS mi
F,ρα(V −X) ig γ5,αβ τ

ij
a

∫
d4W iS jn

F,βσ(X −W ) iηnσ(W )

×
∫

d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U) trD,I [ig γ5 τb iSF (0)]

∫
d4R i∆F,bc(Y −R) iJc(R)
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+

∫
d4V iη̄mρ (V ) iS mi

F,ρα(V −X) ig γ5,αβ τ
ij
a

∫
d4W iS jn

F,βσ(X −W ) iηnσ(W )

×
∫

d4U i∆F,ad(X − U) iJd(U)

∫
d4S iη̄qκ(S) iS qk

F,κγ(S − Y ) ig γ5,γδ τ
k`
b

×
∫

d4Z iS `p
F,δτ (Y − Z) iηpτ (Z)

∫
d4R i∆F,bc(Y −R) iJc(R)

}
Z0[ ~J, η̄, η] (6.136)
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Z0[ ~J, η̄, η] .

Die Normierungskonstante (6.128) bestimmt sich dann bis zur Ordnung O(g2) zu

N−1 = 1 +
1

2

 −

X Y

X Y

+O(g3) . (6.137)

Wiederum heben sich die Vakuumdiagramme im Zähler und Nenner von Gl. (6.127) ge-
geneinander weg. Wenn wir noch topologisch äquivalente Diagramme zusammenfassen,
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erhalten wir bis zur Ordnung O(g2)

Z[ ~J, η̄, η] '

 −

+

(a) (b)

− +

(c)

1

2

(d)

+1   −

2

1

(e)

(f)

2

1
+

2

(g)

−

+



Z0[ ~J, η̄, η] .

(6.138)
Diskussion der einzelnen Diagramme:

(a) Dieses Diagramm der Ordnung O(g) ist das sog. Kaulquappen-Diagramm (engl.
tadpole diagram). Die geschlossene Nukleonenschleife bildet den Kopf und der Pio-
nenpropagator den Schwanz der Kaulquappe.

(b) Dieses Diagramm der Ordnung O(g) ist der Pion-Nukleon-Vertex.

(c) Diese beiden Diagramme stellen die Beiträge der Ordnung O(g2) zur sog. Nukleon-
Selbstenergie dar. Das erste Diagramm modifiziert die freie Propagation des Nu-
kleons um einen tadpole–Einschub, das zweite ist der Beitrag des sog. Pionaus-
tausches. Dabei wird ein Pion vom Nukleon emittiert, aber dann wieder von ihm
eingefangen.

(d) Dieses Diagramm bildet den Beitrag der Ordnung O(g2) zur Pion–Selbstenergie.
Dabei wird die freie Propagation des Pions durch virtuelle Erzeugung und Ver-
nichtung eines Nukleon-Antinukleon-Paares modifiziert.

(e) Von links nach rechts in der Zeit gelesen stellt dieses Diagramm den Beitrag der
Ordnung O(g2) zur Pion-Nukleon-Streuung dar. Ein Nukleon absorbiert ein Pion
und emittiert es anschließend wieder. In der QED heißt der entsprechende Prozess
(bei dem ein Elektron ein Photon absorbiert und wieder emittiert) Compton–
Streuung. Liest man das Diagramm aber von unten nach oben in der Zeit, handelt
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es sich um die Vernichtung eines Nukleon-Antinukleon-Paares mit anschließen-
der Erzeugung von zwei Pionen. Umgekehrt, von oben nach unten gelesen, han-
delt es sich um die Vernichtung von zwei Pionen mit Erzeugung eines Nukleon-
Antinukleon-Paares. Welche dieser Prozesse selektiert werden, entscheiden der je-
weils gewählte Anfangs- bzw. Endzustand der S–Matrix. Da in diesen Diagram-
men keine Schleifen (engl. loops) auftreten, spricht man von Diagrammen auf sog.
Baumgraphen-Niveau (engl. tree-level diagrams).

(f) Von unten nach oben gelesen handelt es sich bei diesem Baumgraph um den Beitrag
der Ordnung O(g2) zur Nukleon-Nukleon-Streuung. Umgekehrt, von oben nach
unten gelesen, handelt es sich um den O(g2)–Beitrag zur Antinukleon-Antinukle-
on-Streuung. Von links nach rechts (oder rechts nach links) gelesen, handelt es
sich um den O(g2)–Beitrag zur Nukleon-Antinukleon-Streuung. Welche dieser
Prozesse im einzelnen selektiert werden, entscheiden wiederum der jeweils gewählte
Anfangs- bzw. Endzustand der S–Matrix.

(g) Hierbei handelt es sich lediglich um das Quadrat des O(g)–Beitrags, also um unver-
bundene Diagramme.

Wir fassen im folgenden noch einmal die Feynman–Regeln in der Raum-Zeit zu-
sammen, die nötig sind, um Formeln in Diagramme zu übersetzen:

(i) Pion-Nukleon-Vertex:

i

∫
d4X ig γ5,αβ τ

ij
a = X a

αi

βj

. (6.139)

(ii) Quellterme: ∫
d4X iJa(X) = X

a

,∫
d4X iη̄iα(X) = X

i α

,∫
d4X iηiα(X) = X

i α

. (6.140)

(iii) Propagatoren:

i∆F,ab(X − Y ) =
Y X

b a

,

iS ij
F,αβ(X − Y ) =

Y X

βj i α
. (6.141)
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(iv) Jede geschlossene Fermionenschleife sorgt für ein zusätzliches Minuszeichen. Dieses
haben wir allerdings immer explizit vor den Diagrammen notiert.

Die kombinatorischen Faktoren in Gl. (6.138) lassen sich auch leicht verstehen. Z.B. gibt es
bei Diagramm (e) zwei Möglichkeiten, die Nukleonenbeine der beiden Vertizes miteinander
zu verknüpfen, aber bei Diagramm (f) nur eine Möglichkeit, vgl. Abb. 6.5. Zusammen mit
dem Faktor 1/2 vor dem Term der Ordnung O(g2) resultieren daraus die in Gl. (6.138)
angegebenen Faktoren.

Abbildung 6.5: Es gibt zwei Möglichkeiten, das Diagramm der Pion-Nukleon-Streuung
aus zwei Pion-Nukleon-Vertizes zu konstruieren, aber nur eine für das der
Nukleon-Nukleon-Streuung.

Wir diskutieren jetzt die Pion-Nukleon-Streuung im Detail. Die Kinematik sei so, dass
ein Pion mit Impuls ~k und Isospin a und ein Nukleon mit Impuls ~p, Spin s und Isospin i
einlaufe und ein Pion mit Impuls ~k ′ und Isospin b und ein Nukleon mit Impuls ~p ′, Spin
s′ und Isospin j auslaufe, vgl. Abb. 6.6.
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Abbildung 6.6: Kinematik der Pion-Nukleon-Streuung.

Der Eingangszustand ist demzufolge

|i〉in = |~p, s, i ; ~k, a〉in = b̂†si,in(~p) â†a,in(~k) |0〉 . (6.142)

Entsprechend ist der Endzustand

out〈f | = out〈~p ′, s′, j ; ~k ′, b| = 〈0| b̂s′j,out(~p
′) âb,out(~k

′) . (6.143)

Das S–Matrix-Element ist

Sfi = out〈f |i〉in = in〈f |Ŝ|i〉in = 〈0| b̂s′j,in(~p ′) âb,in(~k ′) Ŝ b̂†si,in(~p) â†a,in(~k) |0〉 . (6.144)
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Bei der Pion-Nukleon-Streuung handelt es sich um eine Vier-Punkt-Korrelationsfunktion
(zwei ein- und zwei auslaufende Teilchen). Daher müssen wir die normalgeordnete Expo-
nentialfunktion im Streuoperator (6.133) bis zur vierten Ordnung in ihrem Argument
entwickeln. Bezeichnen wir

Â ≡
∫

d4X

[
φ̂a,in(X)(�x +m2)δab

δ

δJb(X)
+ ˆ̄ψiα,in(X)(i /∂x −M)αβ δ

ij δ

δη̄jβ(X)

− δ

δηiα(X)
(−i

↼

/∂ x −M)αβ δ
ij ψ̂jβ,in(X)

]
, (6.145)

so lautet der bis zur vierten Ordnung entwickelte Streuoperator

Ŝ '
(

1 + Â+
1

2
: Â2 : +

1

3!
: Â3 : +

1

4!
: Â4 :

)
Z[ ~J, η̄, η]

∣∣∣∣
~J,η̄,η=0

. (6.146)

Beim Term erster Ordnung in Â ist die Normalordnung überflüssig, da lediglich erste Po-
tenzen von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren auftreten. Wir setzen diesen Aus-
druck in Gl. (6.144) ein und berechnen nun Term für Term. Wir unterdrücken auch den
Index “in” an den Operatoren, da keine Verwechslung mehr möglich ist. Für den Term
der Ordnung Â0 erhalten wir mit Z[0, 0, 0] = 1

〈0| b̂s′j(~p ′) âb(~k ′) b̂†si(~p) â†a(~k) |0〉 = 〈0|
{
b̂s′j(~p

′), b̂†si(~p)
} [

âb(~k
′), â†a(

~k)
]
|0〉 (6.147)

= 4EpEk δss′ δij δab (2π)6δ(3)(~p− ~p ′) δ(3)(~k − ~k ′) .

Hier haben wir beim ersten Gleichheitszeichen benutzt, dass Vernichter (Erzeuger), nach
rechts (links) angewendet auf das Vakuum, null ergeben. Für das zweite Gleichheitszei-
chen haben wir die bekannten Vertauschungsrelationen (3.36) und (3.121), entsprechend
erweitert auf Isospin-Indizes, und die Normierung des Vakuumzustands, 〈0|0〉 = 1, ausge-
nutzt. Gleichung (6.147) bedeutet, dass kein Steuprozess stattgefunden hat, alle Teilchen
behalten ihren Impuls und ihre Spin- und Isospin-Quantenzahlen.

Für den Term der Ordnung Â berechnen wir

〈0| b̂s′j(~p ′) âb(~k ′) Â Z[ ~J, η̄, η]| ~J=η̄=η=0 b̂
†
si(~p) â

†
a(
~k) |0〉

=

∫
d4X

〈0| b̂s′j(~p ′) âb(~k ′) φ̂c(X) b̂†si(~p) â
†
a(
~k) |0〉(�x +m2)

δZ[ ~J, η̄, η]

δJc(X)

∣∣∣∣∣
~J,η̄,η=0

(6.148)

+ 〈0| b̂s′j(~p ′) âb(~k ′) ˆ̄ψkα(X) b̂†si(~p) â
†
a(
~k) |0〉(i /∂x −M)αβ

δZ[ ~J, η̄, η]

δη̄kβ(X)

∣∣∣∣∣
~J,η̄,η=0

− δZ[ ~J, η̄, η]

δηkα(X)

∣∣∣∣∣
~J,η̄,η=0

(−i
↼

/∂ x −M)αβ 〈0| b̂s′j(~p ′) âb(~k ′) ψ̂kβ(X) b̂†si(~p) â
†
a(
~k) |0〉

 .

Setzen wir nun die Fourier–Entwicklung für die Feldoperatoren ein, so erkennen wir, dass
wir bei allen Termen den Vakuumerwartungswert einer ungeraden Zahl von Erzeugern
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oder Vernichtern erhalten. Daher gibt es immer einen überzähligen Vernichter (Erzeuger)
der nach rechts (links) auf das Vakuum wirkt. Daher verschwinden alle Terme identisch.

Im Term der Ordnung Â2 treten folgende Funktionalableitungen auf:

δ2Z

δJδJ
,
δ2Z

δJδη̄
,
δ2Z

δJδη
,
δ2Z

δη̄δη
,
δ2Z

δηδη
,
δ2Z

δη̄δη̄
. (6.149)

Von diesen überleben, wenn wir die Quellen anschließend gleich null setzen, lediglich
δ2Z/δJδJ und δ2Z/δη̄δη, weil η̄ und η in Z stets paarweise auftreten; wenn man nach der
einen Quelle ableitet, muss man auch nach der anderen ableiten, um sie zu eliminieren,
ansonsten verschwindet der Term, wenn man die Quellterme null setzt. Betrachten wir
also zunächst den Term ∼ δ2Z/δJδJ ,

1

2
〈0| b̂s′j(~p ′) âb(~k ′)

∫
d4X d4Y : φ̂c(X)(�x +m2)

δ

δJc(X)
φ̂d(Y )(�y +m2)

δ

δJd(Y )
:

× Z[ ~J, η̄, η]
∣∣∣
~J=η̄=η=0

b̂†si(~p) â
†
a(
~k) |0〉

=
1

2

∫
d4X d4Y

(�x +m2)(�y +m2)
δ2Z[ ~J, η̄, η]

δJc(X)δJd(Y )

∣∣∣∣∣
~J=η̄=η=0


×〈0|

{
b̂s′j(~p

′), b̂†si(~p)
}
âb(~k

′) : φ̂c(X)φ̂d(Y ) : â†a(
~k) |0〉 . (6.150)

Hier haben wir einige Terme umsortiert, indem wir ausgenutzt haben, dass (a) die beiden
d’Alembert–Operatoren lediglich auf die Funktionalableitung von Z wirken, (b) dass der
fermionische Erzeugungsoperator mit den bosonischen Feldoperatoren und dem bosoni-
schen Vernichter vertauscht und (c) dass die Kombination b̂s′j(~p

′)b̂†si(~p) auch durch den
entsprechenden Antikommutator ersetzt werden kann, da ein nach links auf das Vakuum
wirkender Erzeuger null ergibt. Der Antikommutator der beiden fermionischen Operato-
ren ergibt nun aber {

b̂s′j(~p
′), b̂†si(~p)

}
= 2Ep δss′ δij (2π)3δ(3)(~p− ~p ′) ,

d.h. das Nukleon behält seinen ursprünglichen Impuls, Spin und Isospin bei. Dies bedeutet
aber wiederum, dass keine Streuung stattgefunden hat. Nichtsdestotrotz lohnt es sich für
spätere Zwecke, den bosonischen Vakuumerwartungswert zu berechnen,

〈0| âb(~k ′) : φ̂c(X)φ̂d(Y ) : â†a(
~k) |0〉 =

∫
d3~q d3~q ′

(2π)64EqEq′

× 〈0| âb(~k ′) :
[
e−iQ·X âc(~q) + eiQ·X â†c(~q)

] [
e−iQ

′·Y âd(~q
′) + eiQ

′·Y â†d(~q
′)
]

: â†a(
~k) |0〉

=

∫
d3~q d3~q ′

(2π)64EqEq′

[
e−iQ·X−iQ

′·Y 〈0| âb(~k ′) âc(~q) âd(~q ′) â†a(~k) |0〉

+ e−iQ·X+iQ′·Y 〈0| âb(~k ′) â†d(~q
′) âc(~q) â

†
a(
~k) |0〉

+ eiQ·X−iQ
′·Y 〈0| âb(~k ′) â†c(~q) âd(~q ′) â†a(~k) |0〉

+ eiQ·X+iQ′·Y 〈0| âb(~k ′) â†c(~q) â
†
d(~q
′) â†a(

~k) |0〉
]
. (6.151)

211



6 Wechselwirkende Feldtheorien

Der erste und letzte Term verschwinden, da sie eine ungerade Zahl von Erzeugern und
Vernichtern enthalten. Beim zweiten und dritten Term können wir jeweils die beiden
ersten und letzten Operatoren durch die entsprechenden Kommutatoren ersetzen, da die
zusätzlichen Terme verschwinden (es wirken dort Vernichter nach rechts bzw. Erzeuger
nach links auf das Vakuum). Wir erhalten

〈0| âb(~k ′) : φ̂c(X)φ̂d(Y ) : â†a(
~k) |0〉 =

∫
d3~q d3~q ′

(2π)64EqEq′

×
[
e−iQ·X+iQ′·Y 4Ek′Ek δac δbd (2π)6δ(3)(~k ′ − ~q ′) δ(3)(~k − ~q)

+ eiQ·X−iQ
′·Y 4Ek′Ek δad δbc (2π)6δ(3)(~k ′ − ~q) δ(3)(~k − ~q ′)

]
= δac δbd e

−iK·X+iK′·Y + δad δbc e
iK′·X−iK·Y . (6.152)

Eingesetzt in Gl. (6.150) ergibt sich

1

2

∫
d4X d4Y

(�x +m2)(�y +m2)
δ2Z[ ~J, η̄, η]

δJc(X)δJd(Y )

∣∣∣∣∣
~J=η̄=η=0


×〈0|

{
b̂s′j(~p

′), b̂†si(~p)
}
âb(~k

′) : φ̂c(X)φ̂d(Y ) : â†a(
~k) |0〉

=
1

2
2Ep δss′ δij (2π)3δ(3)(~p− ~p ′)

∫
d4X d4Y

×

e−iK·X (
⇀

�x +m2)
δ2Z[ ~J, η̄, η]

δJa(X)δJb(Y )

∣∣∣∣∣
~J=η̄=η=0

(
↼

�y +m2) eiK
′·Y

+ eiK
′·X (

⇀

�x +m2)
δ2Z[ ~J, η̄, η]

δJb(X)δJa(Y )

∣∣∣∣∣
~J=η̄=η=0

(
↼

�y +m2) e−iK·Y

 . (6.153)

Durch Umbenennen X ↔ Y erkennen wir, dass die beiden Terme in geschweiften Klam-
mern identisch sind (die beiden Funktionalableitungen nach den Quellen Ja(X), Jb(Y )
vertauschen), und wir erhalten

1

2

∫
d4X d4Y

(�x +m2)(�y +m2)
δ2Z[ ~J, η̄, η]

δJc(X)δJd(Y )

∣∣∣∣∣
~J=η̄=η=0


×〈0|

{
b̂s′j(~p

′), b̂†si(~p)
}
âb(~k

′) : φ̂c(X)φ̂d(Y ) : â†a(
~k) |0〉

= 2Ep δss′ δij (2π)3δ(3)(~p− ~p ′)
∫

d4X d4Y

×

e−iK·X (
⇀

�x +m2)
δ2Z[ ~J, η̄, η]

δJa(X)δJb(Y )

∣∣∣∣∣
~J=η̄=η=0

(
↼

�y +m2) eiK
′·Y

 . (6.154)

212



6.4 Yukawa–Theorie: Pion–Nukleon–Streuung

Nun betrachten wir den Term∼ δ2Z/δη̄δη, 12.5.2021

−1

2
〈0| b̂s′j(~p ′) âb(~k ′)

∫
d4X d4Y

×

: ˆ̄ψkα(X)(i/∂x −M)αβ
δ2Z[ ~J, η̄, η]

δη̄kβ(X)δη`γ(Y )

∣∣∣∣∣
~J=η̄=η=0

(−i
↼

/∂ y −M)γδ ψ̂
`
δ(Y ) : (6.155)

+ (i/∂y −M)γδ
δ2Z[ ~J, η̄, η]

δηkβ(X)δη̄`δ(Y )

∣∣∣∣∣
~J=η̄=η=0

(−i
↼

/∂ x −M)βα : ψ̂kα(X) ˆ̄ψ`γ(Y ) :

 b̂†si(~p) â
†
a(
~k) |0〉 .

Den bosonischen Vernichtungsoperator können wir ohne weiteres direkt vor den entspre-
chenden Erzeugungsoperator schreiben, da er mit allen anderen Operatoren vertauscht.
Anwenden der Kommutationsrelation (3.36) führt dann zu dem Schluss, dass das Boson
seinen Impuls beibehält, dass also wiederum keine Streuung stattfindet. Wir berechnen
den Ausdruck dennoch für spätere Zwecke weiter,

. . . = −1

2
2Ek δab (2π)3δ(3)(~k − ~k ′)

∫
d4X d4Y (6.156)

×

{
(i/∂x −M)αβ

δ2Z[ ~J, η̄, η]

δη̄kβ(X)δη`γ(Y )

∣∣∣∣∣
0

(−i
↼

/∂ y −M)γδ 〈0| b̂s′j(~p ′) : ˆ̄ψkα(X) ψ̂`δ(Y ) : b̂†si(~p) |0〉

+ (i/∂y −M)γδ
δ2Z[ ~J, η̄, η]

δηkβ(X)δη̄`δ(Y )

∣∣∣∣∣
0

(−i
↼

/∂ x −M)βα 〈0| b̂s′j(~p ′) : ψ̂kα(X) ˆ̄ψ`γ(Y ) : b̂†si(~p) |0〉

}
.

Die Vakuumerwartungswerte berechnen wir ganz analog wie den in Gl. (6.152), indem wir
die Fourier–Entwicklung (3.119) der Feldoperatoren einsetzen,

〈0| b̂s′j(~p ′) : ˆ̄ψkα(X)ψ̂`δ(Y ) : b̂†si(~p) |0〉 =
∑
r,r′

∫
d3~q d3~q ′

(2π)64EqEq′

×〈0| b̂s′j(~p ′) :
[
e−iQ·X d̂rk(~q) v̄

k
α(~q, r) + eiQ·X b̂†rk(~q) ū

k
α(~q, r)

]
(6.157)

×
[
e−iQ

′·Y b̂r′`(~q
′)u`δ(~q

′, r′) + eiQ
′·Y d̂†r′`(~q

′) v`δ(~q
′, r′)

]
: b̂†si(~p) |0〉 .

Alle Terme mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren für Antiteilchen verschwinden:
die, die nur einen dieser Operatoren enthalten, verschwinden, wenn dieser (nach links oder
rechts) auf das Vakuum wirkt, und der Term : d̂rk(~q)d̂

†
r′`(~q

′) := −d̂†r′`(~q ′)d̂rk(~q) verschwin-
det ebenfalls, da das Vakuum keine Antiteilchen enthält. Wir erhalten also

. . . =
∑
r,r′

∫
d3~q d3~q ′

(2π)64EqEq′
〈0| b̂s′j(~p ′) b̂†rk(~q) b̂r′`(~q

′) b̂†si(~p) |0〉 ūkα(~q, r)u`δ(~q
′, r′) eiQ·X−iQ

′·Y

=
∑
r,r′

∫
d3~q d3~q ′

(2π)64EqEq′
〈0|
{
b̂s′j(~p

′), b̂†rk(~q)
}{

b̂r′`(~q
′), b̂†si(~p)

}
|0〉 ūkα(~q, r)u`δ(~q

′, r′) eiQ·X−iQ
′·Y
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=
∑
r,r′

∫
d3~q d3~q ′

(2π)64EqEq′
2Eq δs′r δjk (2π)3δ(3)(~p ′ − ~q) 2Eq′ δsr′ δi` (2π)3δ(3)(~p− ~q ′)

× ūkα(~q, r)u`δ(~q
′, r′) eiQ·X−iQ

′·Y

= δjk δi` ū
j
α(~p ′, s′)uiδ(~p, s) e

iP ′·X−iP ·Y . (6.158)

Ganz analog berechnen wir

〈0| b̂s′j(~p ′) : ψ̂kα(X) ˆ̄ψ`γ(Y ) : b̂†si(~p) |0〉 =
∑
r,r′

∫
d3~q d3~q ′

(2π)64EqEq′

×〈0| b̂s′j(~p ′) :
[
e−iQ·X b̂rk(~q)u

k
α(~q, r) + eiQ·X d̂†rk(~q) v

k
α(~q, r)

]
×
[
e−iQ

′·Y d̂r′`(~q
′) v̄`γ(~q

′, r′) + eiQ
′·Y b̂†r′`(~q

′) ū`γ(~q
′, r′)

]
: b̂†si(~p) |0〉

= −
∑
r,r′

∫
d3~q d3~q ′

(2π)64EqEq′
〈0| b̂s′j(~p ′) b̂†r′`(~q

′) b̂rk(~q) b̂
†
si(~p) |0〉ukα(~q, r) ū`γ(~q

′, r′) e−iQ·X+iQ′·Y

= − δik δj` ūjγ(~p ′, s′)uiα(~p, s) e−iP ·X+iP ′·Y . (6.159)

Das zusätzliche Minuszeichen stammt aus der Definition der Normalordnung für fermioni-
sche Operatoren. Setzen wir die Glgen. (6.158) und (6.159) in Gl. (6.156) ein, so resultiert

. . . = −1

2
2Ek δab (2π)3δ(3)(~k − ~k ′)

∫
d4X d4Y (6.160)

×

{
eiP

′·X ūjα(~p ′, s′) (i/∂x −M)αβ
δ2Z[ ~J, η̄, η]

δη̄jβ(X)δηiγ(Y )

∣∣∣∣∣
0

(−i
↼

/∂ y −M)γδ u
i
δ(~p, s) e

−iP ·Y

− eiP
′·Y ūjγ(~p

′, s′) (i/∂y −M)γδ
δ2Z[ ~J, η̄, η]

δηiβ(X)δη̄jδ(Y )

∣∣∣∣∣
0

(−i
↼

/∂ x −M)βα u
i
α(~p, s) e−iP ·X

}
.

Im zweiten Term substituieren wir nun X ↔ Y und vertauschen die Reihenfolge der
funktionalen Ableitungen, was ein zusätzliches Minuszeichen erzeugt. Wir erkennen dann,
dass der zweite Term identisch mit dem ersten ist und wir erhalten als Endresultat

. . . = − 2Ek δab (2π)3δ(3)(~k − ~k ′)
∫

d4X d4Y (6.161)

× eiP ′·X ūjα(~p ′, s′) (i/∂x −M)αβ
δ2Z[ ~J, η̄, η]

δη̄jβ(X)δηiγ(Y )

∣∣∣∣∣
0

(−i
↼

/∂ y −M)γδ u
i
δ(~p, s) e

−iP ·Y .

Nun betrachten wir den Term der Ordnung Â3. Hier treten dritte Funktionalableitungen
von Z[ ~J, η̄, η] auf. Allerdings kann man sich wieder auf solche beschränken, in denen δ/δη̄
und δ/δη paarweise auftreten. Von diesen gibt es nur zwei,

δ3Z

δJ3
und

δ3Z

δJ δη̄ δη
. (6.162)

Aber diese Terme werden stets von einer ungeraden Anzahl von bosonischen Erzeugungs-
oder Vernichtungsoperatoren begleitet, so dass das Endresultat, ähnlich wie beim Term
der Ordnung O(Â), null ergibt.
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Beim Term der Ordnung O(Â4) brauchen wir aus oben genannten Gründen nur die
Funktionalableitungen

δ4Z

δJ4
,

δ4Z

δJ2 δη̄ δη
,

δ4Z

δη̄ δη δη̄ δη
, (6.163)

betrachten. Mit der ersten treten nur bosonische Feldoperatoren auf, d.h. das Fermion
streut demzufolge nicht. Dieser Term ist daher uninteressant. Mit der letzten treten nur
fermionische Feldoperatoren auf, d.h. das Boson streut nicht. Auch dieser Term ist da-
her für die Pion-Nukleon-Streuung vernachlässigbar. Der zweite Term lautet vollständig
ausgeschrieben

−12

4!
〈0| b̂s′j(~p ′) âb(~k ′)

∫
d4X d4Y d4Z d4U : φ̂c(X)(�x +m2) ˆ̄ψkα(Y )(i/∂y −M)αβ

× δ4Z[ ~J, η̄, η]

δJc(X)δη̄kβ(Y )δη`γ(Z)δJd(U)

∣∣∣∣∣
0

(−i
↼

/∂ z −M)γδ ψ̂
`
δ(Z)(

↼

�u +m2)φ̂d(U) : b̂†si(~p) â
†
a(
~k) |0〉

= −1

2

∫
d4X d4Y d4Z d4U (�x +m2)(i/∂y −M)αβ

δ4Z[ ~J, η̄, η]

δJc(X)δη̄kβ(Y )δη`γ(Z)δJd(U)

∣∣∣∣∣
0

× (−i
↼

/∂ z −M)γδ(
↼

�u +m2)〈0| b̂s′j(~p ′) âb(~k ′) : φ̂c(X) ˆ̄ψkα(Y ) ψ̂`δ(Z) φ̂d(U) : b̂†si(~p) â
†
a(
~k) |0〉 .
(6.164)

Hier haben wir schon einige Terme durch Substitution der Integrationsvariablen zusam-
mengefaßt, was den Faktor 12 in der ersten Zeile erklärt ([(a − b) + c]4 ∼ . . . + 6(a −
b)2c2 + . . . ∼ . . . − 12 a b c2 + . . .). Wichtig ist nun, sich klarzumachen, dass bei der Be-
rechnung des verbleibenden Vakuumerwartungswertes der bosonische und fermionische
Sektor komplett entkoppeln. Wir können daher einfach die vormals erhaltenen Resultate
(6.154) und (6.161) kombinieren,

. . . = −
∫

d4X d4Y d4Z d4U eiK
′·X (�x +m2) eiP

′·Y ūjα(~p ′, s′) (i/∂y −M)αβ (6.165)

× δ4Z[ ~J, η̄, η]

δJb(X)δη̄jβ(Y )δηiγ(Z)δJa(U)

∣∣∣∣∣
0

(−i
↼

/∂ z −M)γδ u
i
δ(~p, s) e

−iP ·Z (
↼

�u +m2)e−iK·U .

Der zusätzliche Faktor 2 gegenüber Gl. (6.164) erklärt sich aus Gl. (6.154), wo ebenfalls
ein Faktor 2 auftrat. Bei Gl. (6.161) gab es diesen Faktor zwar auch, aber aufgrund
der Tatsache, dass wir hier von Beginn an zwei Mischterme betrachtet hatten. Diese
Mischterme sind in Gl. (6.164) bereits im Faktor 12 berücksichtigt.

Der nächste Schritt besteht in der Berechnung der Vier-Punkt-Korrelationsfunktion in
Gl. (6.165). Dazu betrachten wir Z[ ~J, η̄, η] bis zur Ordnung O(g2), Gl. (6.136). Wenn wir

einige oder alle Funktionalableitungen auf den Faktor Z0[ ~J, η̄, η] wirken lassen, erzeugen
wir weitere unverbundene Diagramme, die nichts mit der Pion-Nukleon-Streuung zu tun
haben. Die Funktionalableitungen müssen also auf die Terme (a) bis (g) in Gl. (6.138)
wirken. Da wir anschließend alle Quellterme null setzen, müssen wir Sorge tragen, dass alle
Quellterme durch die Funktionalableitungen “amputiert” werden, ansonsten verschwindet
der entsprechende Term. Also kommen nur zwei der aufgeführten Diagramme in Frage: (e)
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und der Mischterm beim Ausmultiplizieren von (g). Aber letzterer ist ein unverbundenes
Diagramm, hat also wieder nichts mit dem Streuprozess eines Pions an einem Nukleon zu
tun. Wir brauchen also lediglich Diagramm (e) betrachten, vgl. Gl. (6.138),

14.5.2021

Y Y

Y

1

2

3

4Y

m

c

k

d

δ α

Xη ρX21

τ l σl

= i2
∫

d4X1 d4X2

∫
d4Y4 iJc(Y4) i∆F (Y4 −X2)

∫
d4Y3 iη̄

k
α(Y3) iSF,αρ(Y3 −X2)

× ig γ5,ρσ τ
k`
c iSF,στ (X2 −X1) ig γ5,τη τ

`m
d (6.166)

×
∫

d4Y1 iSF,ηδ(X1 − Y1) iηmδ (Y1)

∫
d4Y2 i∆F (X1 − Y2) iJd(Y2) .

Hier haben wir im Vergleich zum entsprechenden Term in Gl. (6.136) die Vertizes in
X → X1, Y → X2 und die äußeren Punkte in W → Y1, U → Y2, R → Y3 und V → Y4

umbenannt. Außerdem haben wir die Dirac–Indizes umbenannt und die Isospin-Summen
unter Verwendung von ∆F,ab(X − Y ) ≡ δab ∆F (X − Y ), S ij

F (X − Y ) ≡ δijSF (X − Y )
vereinfacht. Nun berechnen wir gemäß Gl. (6.165) die vierte Funktionalableitung dieses
Ausdrucks,

δ4Z(e)[ ~J, η̄, η]

δJb(X)δη̄jβ(Y )δηiγ(Z)δJa(U)

∣∣∣∣∣
0

= i4
δ4

iδJb(X) iδη̄jβ(Y ) iδηiγ(Z) iδJa(U)
Y Y

Y

1

2

3

4Y

m

c

k

d

δ α

Xη ρX21

τ l σl

= −i6
∫

d4X1 d4X2 iSF,βρ(Y −X2) ig γ5,ρσ τ
j`
c iSF,στ (X2 −X1) ig γ5,τη τ

`i
d iSF,ηγ(X1 − Z)

× [δbc δad i∆F (X −X2) i∆F (X1 − U) + δbd δac i∆F (U −X2) i∆F (X1 −X)] .

= −i6
∫

d4X1 d4X2

[
i∆F (X −X2) iSF,βρ(Y −X2) ig γ5,ρσ τ

j`
b iSF,στ (X2 −X1)

× ig γ5,τη τ
`i
a iSF,ηγ(X1 − Z) i∆F (X1 − U)

+ i∆F (U −X2) iSF,βρ(Y −X2) ig γ5,ρσ τ
j`
a iSF,στ (X2 −X1)

× ig γ5,τη τ
`i
b iSF,ηγ(X1 − Z) i∆F (X1 −X)

]

= −

 Xη ρX21

τ l σl

XU

Z

a

i γ βY

b

j

+
Xη ρX21

XU

Z

a

i γ βY

b

j

l τ l σ

 . (6.167)
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Bemerkungen:

(i) Das Vorzeichen folgt daraus, dass wir die Funktionalableitung nach der Graßmann–
wertigen Variablen ηiγ(Z) zunächst mit der Graßmann–wertigen Variablen η̄kα(Y3)
vertauschen müssen, bevor wir sie auf ηmδ (Y1) wirken lassen können.

(ii) Es treten zwei Terme auf, da wir die Funktionalableitungen nach Jb(X) und Ja(U)
jeweils sowohl auf Jc(Y4) als auch auf Jd(Y2) anwenden können. Die diagramma-
tische Darstellung liefert Klarheit über die Bedeutung dieser beiden Terme: beim
ersten Term wird das einlaufende Pion vom Nukleon bei X1 absorbiert und das aus-
laufende Pion bei X2 emittiert, während beim zweiten Term das auslaufende Pion
vom Nukleon bei X1 emittiert und das einlaufende Pion bei X2 absorbiert wird.

(iii) Da die Positionen der Vertizes in der diagrammatischen Darstellung beliebig ver-
schoben werden können, kann man das zweite Diagramm auch folgendermaßen dar-
stellen:

η

Z
i γ

Y
j

β

l σ X2

ρ

U
a

τ X
1

X
b

l

Abbildung 6.7: Alternative Darstellung des zweiten Diagramms aus Gl. (6.167).

Wir setzen nun den Ausdruck (6.167) in Gl. (6.165) ein und nutzen die folgenden Iden-
titäten, die aus der Tatsache folgen, dass die Propagatoren bis auf Faktoren identisch mit
den jeweiligen Green–Funktionen sind, vgl. Glgen. (5.141) und (5.144),

i(�x +m2) i∆F (X −Xi) = δ(4)(X −Xi) ,

i∆F (Xi − U) i(
↼

�u +m2) = δ(4)(Xi − U) ,

i(i/∂y −M)αβ iSF,βρ(Y −X2) = −δαρ δ(4)(Y −X2) ,

iSF,ηγ(X1 − Z) i(−i
↼

/∂ z −M)γδ = −δηδ δ(4)(X1 − Z) . (6.168)

Das Streumatrix-Element Sfi besteht aus einer Reihe von Termen, die keinem echten
Pion-Nukleon-Streuprozess entsprechen. Diese fassen wir in der Notation “1” zusammen.
Der einzige Term, der einer echten Streuung von Pion und Nukleon entspricht, d.h. bei
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dem sich auch die Impulse der beteiligten Teilchen ändern können, ist der Term von Gl.
(6.165). Wir erhalten daher

Sfi = “1” + i2
∫

d4X1 d4X2 (6.169)

×
[
ei(K

′+P ′)·X2ūjα(~p ′, s′) ig γ5,ασ τ
j`
b iSF,στ (X2 −X1) ig γ5,τδ τ

`i
a u

i
δ(~p, s) e

−i(K+P )·X1

+ ei(K
′−P )·X1ūjα(~p ′, s′) ig γ5,ασ τ

j`
a iSF,στ (X2 −X1) ig γ5,τδ τ

`i
b u

i
δ(~p, s) e

−i(K−P ′)·X2

]
.

Gegenüber Gl. (6.167) sind die Propagatoren, die die äußeren Punkte mit den Vertizes
verbinden, nun durch Ebene-Wellenfaktoren (mit wohldefiniertem Impuls) und Dirac–
Spinoren ersetzt worden,

i∆F (X −X2) −→ eiK
′·X2 ,

i∆F (X1 − U) −→ e−iK·X1 ,

i∆F (X1 −X) −→ eiK
′·X1 ,

i∆F (U −X2) −→ e−iK·X2 ,

iSF (Y −X2) −→ ū(~p ′, s′) eiP
′·X2 ,

iSF (X1 − Z) −→ u(~p, s) e−iP ·X1 , (6.170)

Ein am Vertex beiXi einlaufendes Pion mit ImpulsK entspricht also einem Faktor e−iK·Xi ,
und ein auslaufendes mit Impuls K ′ trägt einen Faktor eiK

′·Xi bei. Bei Nukleonen haben
wir zusätzlich zu den Ebene-Wellenfaktoren bei einem einlaufenden Nukleon mit Impuls
P und Spin s noch einen Dirac–Spinor u(~p, s), und bei einem auslaufenden mit Impuls ~p ′

und Spin s′ einen Dirac–adjungierten Spinor ū(~p ′, s′). Gleichung (6.169) läßt sich weiter
auswerten, indem wir die Fourier–Darstellung (5.151) des Dirac–Propagators einsetzen
und die Raum-Zeit-Integrale ausführen. Mit∫

d4X1 d4X2 e
i(K′+P ′)·X2

∫
d4Q

(2π)4
e−iQ·(X2−X1) i

/Qστ +M δστ
Q2 −M2 + iη

e−i(K+P )·X1

=

∫
d4Q

(2π)4
iS̃F,στ (Q) (2π)4δ(4)(K ′ + P ′ −Q) (2π)4δ(4)(Q−K − P )

= iS̃F,στ (K + P ) (2π)4δ(4)(K ′ + P ′ −K − P ) , (6.171)

wobei

S̃F,στ (Q) ≡ /Qστ +M δστ
Q2 −M2 + iη

, (6.172)

sowie ∫
d4X1 d4X2 e

i(K′−P )·X1

∫
d4Q

(2π)4
e−iQ·(X2−X1) i

/Qστ +M δστ
Q2 −M2 + iη

e−i(K−P
′)·X2

=

∫
d4Q

(2π)4
iS̃F,στ (Q) (2π)4δ(4)(K ′ − P +Q) (2π)4δ(4)(P ′ −K −Q)

= iS̃F,στ (P −K ′) (2π)4δ(4)(K ′ + P ′ −K − P ) , (6.173)
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erhalten wir letztendlich

Sfi = “1” + (2π)4δ(4)(K ′ + P ′ −K − P ) iMfi , (6.174)

mit der Streuamplitude

iMfi = (−g)2ūjα(~p ′, s′) γ5,ασ

[
τ j`b iS̃F,στ (K + P ) τ `ia + τ j`a iS̃F,στ (P −K ′) τ `ib

]
γ5,τδ u

i
δ(~p, s)

=
τ l σl

a b
αδ K+P

k

p,s,i

k’

p’,s’,j

+
τ l σl

αδ

k

p,s,i

k’

p’,s’,j

P−K’

b a . (6.175)

Mit diesem Ergebnis haben wir den Streuprozess komplett im Energie-Impuls-Raum
formuliert. Die δ–Funktion in Gl. (6.174) drückt die Energie-Impuls-Erhaltung im Streu-
prozess aus: die Summe der einlaufenden 4–Impulse ist gleich der Summe der auslaufen-
den. Das erste Diagramm in Gl. (6.175) ist der sog. s–Kanal, wobei

s = (K + P )2 = (K ′ + P ′)2 (6.176)

die erste Mandelstam–Variable ist. Das zweite Diagramm in Gl. (6.175) ist der sog.
u–Kanal, mit der dritten Mandelstam–Variablen

u = (P −K ′)2 = (P ′ −K)2 . (6.177)

Die zweite Mandelstam–Variable ist

t = (P − P ′)2 = (K −K ′)2 . (6.178)

Anhand der Diagramme in Gl. (6.175) können wir die Feynman–Regeln für die S–
Matrix im Impulsraum ablesen. Wir geben diese hier zu Referenzzwecken in größerer
Allgemeinheit an:

(i) In n–ter Ordnung in Störungstheorie zeichne man alle topologisch inäquivalente,
verbundene Diagramme mit n Vertizes. Die Amplitude eines vorgegebenen Streu-
prozesses, also für vorgegebenen Anfangs- und Endzustand, ist dann identisch mit
der Summe aller Diagramme, bei denen die einlaufenden Teilchen dem vorgegebe-
nen Anfangszustand und die auslaufenden Teilchen dem vorgegebenem Endzustand
entsprechen.

(ii) Für externe Linien gilt folgendes:

(a) Skalare und pseudoskalare Teilchen beliebigen Impulses tragen einen Faktor
1 bei.

(b) Einlaufende Fermionen mit 3–Impuls ~p, Spin s und Isospin i werden durch
den Dirac–Spinor ui(~p, s) repräsentiert.

(c) Einlaufende Anti-Fermionen mit 3–Impuls ~p, Spin s und Isospin i werden
durch den Dirac–Spinor vi(~p, s) repräsentiert.
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(d) Auslaufende Fermionen mit 3–Impuls ~p ′, Spin s′ und Isospin j werden durch
den Dirac–Spinor ūj(~p ′, s′) repräsentiert.

(e) Auslaufende Anti-Fermionen mit 3–Impuls ~p ′, Spin s′ und Isospin j werden
durch den Dirac–Spinor v̄j(~p ′, s′) repräsentiert.

(f) Spin–1–Bosonen mit 3–Impuls ~k, Polarisationsrichtung λ und Isospin a tra-

gen einen Polarisationsvektor ε
(λ)
a,µ(~k) bei.

(iii) Für Vertizes, die die Wechselwirkung von Bosonen und Fermionen beschreiben, gilt
folgendes:

(a) Skalar-isoskalar: ig.

(b) Skalar-isovektor: igτa.

(c) Pseudoskalar-isoskalar: −gγ5.

(d) Pseudoskalar-isovektor: −gγ5τa.

(e) Vektor-isoskalar: −igγµ.

(f) Vektor-isovektor: −igγµτa.

(g) Axialvektor-isoskalar: −igγµγ5.

(h) Axialvektor-isovektor: −igγµγ5τa.

Fall (d) ist derjenige, der in der Pion-Nukleon-Streuung auftritt. Der Faktor −g =
i2g erklärt sich aus einem Faktor ig aus der Lagrange–Dichte und einem weiteren
Faktor i, der von den Feynman–Regeln für Vertizes im erzeugenden Funktional
stammt. Für die anderen Wechselwirkungen gilt entsprechendes.

Jedem Vertex wird eine vierdimensionale δ–Funktion zugeordnet, die die Energie-
Impuls-Erhaltung am Vertex garantiert,

(2π)4δ(4)(Pf − Pi) , (6.179)

wobei Pi,f die Summe der in den Vertex ein- bzw. auslaufenden Impulse darstellt.

(iv) Jede interne Linie entspricht einem Faktor i multipliziert mit dem entsprechen-
den Fourier–transformierten Propagator. Das Argument des Propagators ist der
4–Impuls Q, der über die Linie transportiert wird.

(a) Skalare und pseudoskalare Propagatoren:

i∆̃F (Q) =
i

Q2 −m2 + iη
=

Q
. (6.180)

Falls weitere Quantenzahlen (wie z.B. Isospin in der adjungierten Darstellung)
über den Propagator transportiert werden, ist dieser noch mit Kronecker–
Deltas in diesen Quantenzahlen (z.B. für Isospin δab, a, b = 1, 2, 3) zu mul-
tiplizieren.
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(b) Propagatoren für Spin–1/2–Fermionen:

iS̃F (Q) =
i( /Q+M)

Q2 −M2 + iη
=

Q
. (6.181)

Falls weitere Quantenzahlen (wie z.B. Isospin oder Farbe in der fundamentalen
Darstellung) über den Propagator transportiert werden, ist dieser noch mit
Kronecker–Deltas in diesen Quantenzahlen (z.B. für Isospin δij, i, j = 1, 2 und
für Farbe δij = 1, . . . , Nc) zu multiplizieren.

(c) Propagatoren für masselose Spin–1–Bosonen (Eichbosonen) in kovarianter Ei-
chung:

i∆̃µν
F (λ)(Q) = − i

Q2 + iη

[
gµν −

(
1− 1

λ

)
QµQν

Q2 + iη

]
=

Q
.

(6.182)
Falls weitere Quantenzahlen (wie z.B. Farbe in der adjungierten Darstellung)
über den Propagator transportiert werden, ist dieser noch mit Kronecker–
Deltas in diesen Quantenzahlen (z.B. für Farbe δab, a, b = 1, . . . , N2

c − 1) zu
multiplizieren.

(d) Propagatoren für massive Spin–1–Bosonen in Stückelberg–Eichung (d.h. mit
einer Lagrange–Dichte L = −1

4
FµνF

µν+m2

2
A·A−λ

2
(∂·A)2, Fµν = ∂µAν−∂νAµ):

i∆̃µν
F (λ)(Q) = −i g

µν −QµQν/m2

Q2 −m2 + iη
− i QµQν/m2

Q2 −m2/λ+ iη
. (6.183)

Falls weitere Quantenzahlen (wie z.B. Isospin in der adjungierten Darstellung)
über den Propagator transportiert werden, ist dieser noch mit Kronecker–
Deltas in diesen Quantenzahlen (z.B. für Isospin δab, a, b = 1, 2, 3) zu mul-
tiplizieren.

(v) Über alle internen 4–Impulse, d.h. also über die Impulse, die von Propagatoren
transportiert werden, ist mit dem Maß

∫
d4Q/(2π)4 zu integrieren.

19.5.2021

Die Streuamplitude (6.175) läßt sich noch weiter vereinfachen, indem wir die (Anti-)
Vertauschungsrelationen für die Pauli-Matrizen,

1

2
[τa, τb] = i εabc τc ,

1

2
{τa, τb} = δab , (6.184)

also

τaτb = δab + i εabcτc , τbτa = δab − i εabcτc , (6.185)

und die Relation

γ5 S̃F (Q) γ5 = γ5
/Q+M

Q2 −M2 + iη
γ5 = γ2

5

− /Q+M

Q2 −M2 + iη
= S̃F (−Q) (6.186)
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benutzen, wobei wir bei der letzteren γµγ5 = −γ5γ
µ und γ2

5 = 1 benutzt haben. Dann
lautet Gl. (6.175)

Mfi = g2ūjα(~p ′, s′)
[
(δab δ

ji − i εabcτ jic ) S̃F,αδ(−K − P )

+ (δab δ
ji + i εabcτ

ji
c ) S̃F,αδ(K

′ − P )
]
uiδ(~p, s)

= g2ūjα(~p ′, s′)

{
δabδ

ji

[
− /K − /P +M

(K + P )2 −M2 + iη
+

/K ′ − /P +M

(K ′ − P )2 −M2 + iη

]
αδ

(6.187)

− i εabcτ jic
[
− /K − /P +M

(K + P )2 −M2 + iη
− /K ′ − /P +M

(K ′ − P )2 −M2 + iη

]
αδ

}
uiδ(~p, s) .

Mit der 4–Impulserhaltung gilt

ū(~p ′, s′) /K ′ u(~p, s) = ū(~p ′, s′) ( /K + /P − /P ′)u(~p, s) = ū(~p ′, s′) /K u(~p, s) , (6.188)

wobei wir Gl. (3.108) und ihre Dirac–adjungierte Version, ū(~p ′, s′) /P ′ = ū(~p ′, s′)M , be-
nutzt haben. Mit den Mandelstam–Variablen (6.176) und (6.177) gilt dann

Mfi = g2

[
δabδ

ji

(
− 1

s−M2 + iη
+

1

u−M2 + iη

)
(6.189)

+i εabcτ
ji
c

(
1

s−M2 + iη
+

1

u−M2 + iη

)]
ūjα(~p ′, s′) /Kαδ u

i
δ(~p, s) .

Im ersten Term der Streuamplitude wird der Isospin der beteiligten Teilchen im Streu-
prozess erhalten (ausgedrückt durch das Produkt der δ–Funktionen), während er sich im
zweiten Term ändert.

Im folgenden werden wir uns auf den Streuprozess pπ+ → pπ+ konzentrieren. In die-
sem Fall trägt der s-Kanal nicht bei, da das Nukleon im Zwischenzustand die Ladung
+2|e| tragen würde, was unmöglich ist. Also trägt nur der u-Kanal bei, wo das Nukleon
im Zwischenzustand die Ladung 0 trägt, also ein Neutron ist. Der Endzustand besteht
dann wieder aus pπ+, d.h. die Isospin-Quantenzahlen sind identisch mit denen im Aus-
gangszustand. Also trägt lediglich der isospinerhaltende Anteil der Streuamplitude in Gl.
(6.189) bei. Der pπ+–Vertex ist allerdings ∼

√
2g, nicht nur ∼ g, vgl. Gl. (6.126). Also

erhalten wir für die uns interessierende Streuamplitude mit i = j = 1/2 (dem Proton
entsprechend) einfach

Mfi = 2g2 1

u−M2 + iη
ū(1/2)
α (~p ′, s′) /Kαδ u

(1/2)
δ (~p, s) . (6.190)

Nun müssen wir die Streuamplitude mit einer experimentellen Observablen in Ver-
bindung bringen. Diese Observable ist in der Regel der Wirkungsquerschnitt für den
betrachteten Streuprozess. Zunächst definieren wir den Übergangsoperator T̂ durch
die Relation

Ŝ = 1 + i T̂ . (6.191)

Dann kann das Streumatrix-Element Sfi folgendermaßen geschrieben werden,

Sfi = out〈f |i〉in = in〈f |Ŝ|i〉in = in〈f |1 + iT̂ |i〉in = in〈f |i〉in + iin〈f |T̂ |i〉in = δfi + i Tfi ,
(6.192)
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wobei die Übergangsamplitude

Tfi ≡ in〈f |T̂ |i〉in (6.193)

alle nicht-trivialen Streuprozesse enthält, während δfi alle Prozesse beinhaltet, bei dem
die beteiligten Teilchen nicht aneinander streuen. Die Übergangsamplitde ist mit der
Streuamplitude durch die Relation

Tfi = (2π)4δ(4)

(∑
f

P ′µf −
∑
i

P µ
i

)
Mfi (6.194)

verknüpft, vgl. Gl. (6.174), wobei P ′µf der 4–Impuls des f–ten Teilchens im Endzustand
und P µ

i der 4–Impuls des i–ten Teilchens im Anfangszustand ist. “Nicht-triviale Streuung”
bedeutet, dass lediglich verbundene Diagramme zu Tfi bzw. Mfi beitragen.

Man könnte nun denken, dass in einem Streuexperiment der Anfangsimpuls der betei-
ligten Teilchen recht genau durch die Beschleunigungsenergie (z.B. des Teilchenbeschleu-
nigers) bestimmt ist, also der Anfangszustand aus Impuls-Eigenzuständen der beteilig-
ten Teilchen besteht. Dies ist aber nicht so: in einem Beschleuniger werden Projektil-
Teilchen in lokalisierten Bündeln beschleunigt. Die Target-Teilchen befinden sich
entweder in Ruhe (engl. fixed-target experiment) in einem ebenfalls lokalisierten Target
(weshalb sie auch nicht in einem Impuls-Eigenzustand sein können), oder in einem relativ
zum Projektilstrahl gegenläufigen Strahl (engl. collider experiment), der aus lokalisier-
ten Bündeln besteht. Impuls-Eigenzustände (also ebene Wellen) sind aber gerade nicht
lokalisiert. Der Anfangszustand besteht also i.a. aus Wellenpaketen, die miteinander
streuen. Daher gilt

|i〉in =
∏
i

∫
d3~qi

(2π)32Eqi
φ̃i(~qi) |~qi〉in , (6.195)

wobei φ̃i(~qi) die Fourier–Transformierte der Wellenfunktion des i–ten einlaufenden Teil-
chens ist,

φi(X) =

∫
d3~qi

(2π)3
√

2Eqi
e−iQi·X φ̃i(~qi) , Qµ

i = (Eqi , ~qi)
T . (6.196)

Die Wellenfunktion ist auf Eins normiert, d.h.

1 =

∫
d3~x |φi(X)|2 =

∫
d3~x

∫
d3~qi

(2π)3
√

2Eqi
eiQi·X φ̃∗i (~qi)

∫
d3~ki

(2π)3
√

2Eki
e−iKi·X φ̃i(~ki)

=

∫
d3~qi d

3~ki

(2π)6
√

4EqiEki
φ̃∗i (~qi) φ̃i(

~ki) (2π)3 δ(3)(~qi − ~ki) ei(Eqi−Eki )t

=

∫
d3~qi

(2π)32Eqi
|φ̃i(~qi)|2 . (6.197)

Obwohl sich die miteinander streuenden Teilchen in lokalisierten Bündeln (oder einem lo-
kalisierten Target) befinden, ist in der Regel die Fourier–Transformierte φ̃(~qi) dennoch eine
Funktion, die ein relativ scharfes Maximum beim mittleren Impuls ~pi ≡ 〈~qi〉 des i–ten
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Teilchens hat. Dagegen ist der Endzustand im Prinzip ein Impuls-Eigenzustand, wenn
man einen Teilchendetektor mit unendlich guter Impuls-Auflösung bauen könnte,

|f〉in =
∏
f

|~p ′f〉in . (6.198)

Ein fixed-target Streuprozess läßt sich nun wie in Abb. 6.8 gezeigt veranschaulichen.

P

P

P

P

P

T z

b

Abbildung 6.8: Schematische Darstellung eines fixed-target Streuprozesses.

Ein Bündel von Projektil-Teilchen “P” bewegt sich in Strahlrichtung (z–Richtung) auf
ein Target-Teilchen “T”, das im Labor ruht, zu. Es findet eine Kollision zwischen Target-
Teilchen und einem der Projektil-Teilchen bei einem gewissen Stoßparameter ~b statt.
Der Stoßparameter ist ein zweidimensionaler Vektor, der in der Ebene transversal zur
Strahlrichtung liegt, ~b · ~ez = 0. Die Fourier–transformierte Wellenfunktion des Target-

Teilchens sei φ̃T (~qT ), die des Projektil-Teilchens φ̃P (~qP ) e−i
~b·~qP , wobei der Exponential-

faktor der räumlichen Verschiebung dieses Teilchens um den Stoßparameter ~b Rechnung
trägt. Die Amplitude für den Streuprozess zwischen Projektil- und Target-Teilchen ist
dann∏
i=P,T

∫
d3~qi

(2π)32Eqi
φ̃i(~qi) e

−i~b·~qP Tfi = (6.199)

∏
i=P,T

∫
d3~qi

(2π)32Eqi
φ̃i(~qi) e

−i~b·~qP (2π)4δ(4)

(∑
f

P ′µf −Q
µ
P −Q

µ
T

)
Mfi(P

′
1, P

′
2, . . . ;QP , QT ) .

Hier ist die Definition der Amplituden Tfi und Mfi so modifiziert worden, dass der
Anfangszustand aus einem Produkt von Impuls-Eigenzuständen besteht,

|i〉in −→
∏
i=P,T

|~qi〉in , (6.200)

so dass die Wellenfunktionen aus der Definition von |i〉in herausgezogen werden konnten.
Der Endzustand ist nach Gl. (6.198) bereits ein Produkt aus Impuls-Eigenzuständen und
muss daher nicht modifiziert werden.
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Die Wahrscheinlichkeit für einen Streuprozess ist das Betragsquadrat der entspre-
chenden Amplitude, also∏
i,j=P,T

∫
d3~qi

(2π)32Eqi

d3~kj
(2π)32Ekj

φ̃i(~qi) φ̃
∗
j(
~kj) e

i~b·(~kP−~qP ) (2π)8δ(4)

(∑
f

P ′µf −Q
µ
P −Q

µ
T

)

× δ(4)

(∑
f

P ′µf −K
µ
P −K

µ
T

)
Mfi(P

′
1, P

′
2, . . . ;QP , QT )M∗

jf (P
′
1, P

′
2, . . . ;KP , KT ) .

(6.201)

Dies ist die Wahrscheinlichkeit für einen Streuprozess bei festem Stoßparameter und fes-
ten 4–Impulsen P ′µ1 , P ′µ2 , . . . für die auslaufenden Teilchen. Wenn wir beliebige Stoßpa-

rameter und 4–Impulse der auslaufenden Teilchen zulassen wollen, müssen wir über ~b und
den (Lorentz–invarianten) Phasenraum der auslaufenden Teilchen integrieren. Dies bildet
dann die Definition des totalen Wirkungsquerschnittes für die Reaktion P + T →
1′ + 2′ + . . .,

σ(P + T → 1′ + 2′ + . . .) =

∫
d2~b

∏
f

∫
d3~p ′f

(2π)32Ep′f

∏
i,j=P,T

∫
d3~qi

(2π)32Eqi

d3~kj
(2π)32Ekj

× φ̃i(~qi) φ̃
∗
j(
~kj) e

i~b·(~kP−~qP ) (2π)8δ(4)

(∑
f

P ′µf −Q
µ
P −Q

µ
T

)
δ(4) (Kµ

P +Kµ
T −Q

µ
P −Q

µ
T )

× Mfi(P
′
1, P

′
2, . . . ;QP , QT )M∗

jf (P
′
1, P

′
2, . . . ;KP , KT ) . (6.202)

Die ~kj–Integrale können mit Hilfe der zweiten vierdimensionalen δ–Funktion und der
Relation ∫

d2~b ei
~b·(~kP−~qP ) = (2π)2δ(2)(~kP,⊥ − ~qP,⊥) (6.203)

eliminiert werden:∫
d3~kP d3~kT

(2π)64EkPEkT
(2π)6δ(2)(~kP,⊥ − ~qP,⊥) δ(2)(~kP,⊥ + ~kT,⊥ − ~qP,⊥ − ~qT,⊥)

× δ(kzP + kzT − qzP − qzT ) δ(EkP + EkT − EqP − EqT )

=

∫
d3~kP d3~kT
4EkPEkT

δ(2)(~kP,⊥ − ~qP,⊥)δ(2)(~kT,⊥ − ~qT,⊥) δ(kzP + kzT − qzP − qzT )

× δ(EkP + EkT − EqP − EqT )

=

∫
dkzP dkzT
4EkPEkT

δ(kzP + kzT − qzP − qzT ) δ(EkP + EkT − EqP − EqT )
∣∣∣
~kj,⊥=~qj,⊥

=

∫
dkzT

4EkPEkT
δ(EkP + EkT − EqP − EqT )

∣∣∣ ~kj,⊥ = ~qj,⊥
kzP = qzP + qzT − k

z
T

. (6.204)

Die verbleibende δ–Funktion kann benutzt werden, um das kzT–Integral zu eliminieren.
Das Argument der δ–Funktion ist (unter Benutzung der Randbedingungen)

g(kzT ) =
√

(qzP + qzT − kzT )2 + ~q 2
P,⊥ +m2

P+
√

(kzT )2 + ~q 2
T,⊥ +m2

T−
√
~q 2
P +m2

P−
√
~q 2
T +m2

T ,

(6.205)
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d.h.

g′(kzT ) = − q
z
P + qzT − kzT

EkP
+

kzT
EkT

≡ vzT − vzP , (6.206)

also die Relativgeschwindigkeit zwischen Target und Projektil. Also wird Gl. (6.204)
zu ∫

dkzT
4EkPEkT

δ(EkP + EkT − EqP − EqT )
∣∣∣ ~kj,⊥ = ~qj,⊥
kzP = qzP + qzT − k

z
T

=
1

4EkPEkT

1

|vzP − vzT |

∣∣∣∣ ~kj,⊥ = ~qj,⊥
kzP = qzP + qzT − k

z
T

kzT Lösung von EkP + EkT = EqP + EqT

(6.207)

Dies ist nun in Gl. (6.202) einzusetzen. Um den entstehenden Ausdruck zu vereinfachen,
benutzen wir die Tatsache, dass die Fourier–transformierten Wellenfunktionen φ̃i(~qi),

φ̃∗j(
~kj) ein scharfes Maximum um den mittleren Impuls ~pi = 〈~qi〉 = 〈~kj〉 haben. Dann

können wir in allen anderen Faktoren in guter Näherung Kµ
j = Qµ

i = P µ
i ersetzen und

erhalten

σ(P + T → 1′ + 2′ + . . .) '
∏
f

∫
d3~p ′f

(2π)32Ep′f
(2π)4δ(4)

(∑
f

P ′µf − P
µ
P − P

µ
T

)
(6.208)

× 1

4EpPEpT

1

|vzP − vzT |
|Mfi(P

′
1, P

′
2, . . . ;PP , PT )|2

∏
i=P,T

∫
d3~qi

(2π)32Eqi
|φ̃i(~qi)|2

=
∏
f

∫
d3~p ′f

(2π)32Ep′f
(2π)4δ(4)

(∑
f

P ′µf − P
µ
P − P

µ
T

)
|Mfi(P

′
1, P

′
2, . . . ;PP , PT )|2

4EpPEpT |vzP − vzT |
,

wobei wir im letzten Schritt Gl. (6.197) benutzt haben. Dies ist der Wirkungsquerschnitt
für die Streuung von Spin-Null-Teilchen an Spin-Null-Teilchen.

21.5.2021

Für Spin-1/2-Teilchen muss man noch über die Spins im Endzustand summieren
und über die Spins im Eingangszustand mitteln. Für den Pion-Nukleon-Streuprozess
ergibt sich damit der totale Wirkungsquerschnitt als

σ
(
π(~k) +N(~p)→ π(~k ′) +N(~p ′)

)
(6.209)

=

∫
d3~p ′ d3~k ′

(2π)64Ep′Ek′
(2π)4δ(4)(P ′ +K ′ − P −K)

1

4EpEk vrel

1

2

∑
s,s′

|Mfi(P
′, K ′;P,K)|2 ,

mit der Relativgeschwindigkeit der aneinander streuenden Teilchen

vrel ≡ |~vp − ~vk| =

∣∣∣∣∣ ~pEp − ~k

Ek

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ~p√
~p 2 +M2

−
~k√

~k 2 +m2

∣∣∣∣∣ . (6.210)

Die weiteren Berechnungen führen wir im Schwerpunktsystem der Impulse der ein-
laufenden Teilchen (engl. center-of-momentum frame oder kurz CM frame) durch, d.h.
in dem System, in dem

~k = −~p . (6.211)
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Die Mandelstam-Variable (6.176) berechnet man in diesem System gemäß

s = (P +K)2 = (Ep + Ek)
2 − (~p+ ~k)2 ≡ (Ep + Ek)

2 =

(√
~k 2 +M2 +

√
~k 2 +m2

)2

,

(6.212)
aber da s Lorentz–invariant ist, ist dies der Wert von s in allen Bezugssystemen (wobei
aber in dieser Gleichung die Werte von Ep und Ek im CM-System einzusetzen sind). Die
Relativgeschwindigkeit (6.210) im CM-System kann man auch durch s ausdrücken,

vrel =

∣∣∣∣∣− ~k

Ep
−

~k

Ek

∣∣∣∣∣ = k
Ek + Ep
EpEk

≡ k
√
s

EpEk
, (6.213)

so dass wir für den totalen Wirkungsquerschnitt (6.209) erhalten

σ
(
π(~k) +N(~p)→ π(~k ′) +N(~p ′)

)
=

∫
d3~p ′ d3~k ′

(2π)64Ep′Ek′
(2π)4δ(Ep′ + Ek′ −

√
s) δ(3)(~p ′ + ~k ′)

1

4k
√
s

1

2

∑
s,s′

|Mfi|2 ,

=

∫
d3~k ′

(2π)24Ep′Ek′
δ(Ep′ + Ek′ −

√
s)

1

4k
√
s

1

2

∑
s,s′

|Mfi|2

=

∫
dΩk′

4π2

k′

4Ep′

1

4k
√
s

1

2

∑
s,s′

|Mfi|2 . (6.214)

Hier haben wir im letzten Schritt Kugelkoordinaten für die ~k ′–Integration benutzt,

d3~k ′

Ek′
=

dk′ k′ 2 dΩk′

Ek′
≡ dEk′ k

′ dΩk′ ,

und die Ek′–Integration mit Hilfe der δ–Funktion eliminiert. Desweiteren ist

Ep′ =
√
~p ′ 2 +M2 ≡

√
~k ′ 2 +M2

und k′ ist die Lösung der Gleichung

√
s = Ep′ + Ek′ =

√
~k ′ 2 +M2 +

√
~k ′ 2 +m2 .

Weil aber auch
√
s = Ep + Ek =

√
~k2 +M2 +

√
~k2 +m2 ,

folgern wir sofort, dass k′ = k ist. Eine kleinere Rechnung, die wir als Übungsaufgabe
überlassen, liefert das Resultat

k′ = k =
1

2
√
s

√
[s− (M +m)2] [s− (M −m)2] . (6.215)
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Daraus folgt dann

Ep′ =

√
~k ′ 2 +M2 =

1

2
√
s

√
[s− (M +m)2] [s− (M −m)2] + 4sM2

=
1

2
√
s

√
s2 − 2s(M2 +m2) + (M2 −m2)2 + 4sM2

=
1

2
√
s

√
s2 + 2s(M2 −m2) + (M2 −m2)2 =

s+M2 −m2

2
√
s

. (6.216)

Mit den Glgen. (6.215) und (6.216) erhalten wir dann den differentiellen Wirkungs-
querschnitt

dσ

dΩk′
=

1

64π2

1

s+M2 −m2

∑
s,s′

|Mfi|2 . (6.217)

Der letzte Schritt besteht in der Berechnung der Spin-Summen. Mit der Streuamplitude
(6.190) ergibt sich dafür∑

s,s′

|Mfi|2 =
4g4

(u−M2)2 + η2

∑
s,s′

ūα(~p ′, s′) /Kαδ uδ(~p, s)u
†
β(~p, s) /K†βγ ū

†
γ(~p

′, s′)

=
4g4

(u−M2)2

∑
s,s′

ūα(~p ′, s′) /Kαδ uδ(~p, s) ūβ(~p, s) /Kβγ uγ(~p
′, s′) , (6.218)

wobei wir den Isospin-Index (1/2) der Übersicht halber unterdrückt und im zweiten Schritt
die Relation γ0γ

†
µγ0 = γµ benutzt haben. Desweiteren haben wir angenommen, dass die

Kinematik der Reaktion stets dafür sorgt, dass die Pole bei u = M2 ∓ iη vermieden
werden. Die Spin-Summen werden nun mit Hilfe der folgenden Identitäten berechnet,∑

s

uδ(~p, s) ūβ(~p, s) = ( /P +M)δβ ,∑
s′

uγ(~p
′, s′) ūα(~p ′, s′) = ( /P ′ +M)γα , (6.219)

so dass ∑
s,s′

|Mfi|2 =
4g4

(u−M2)2
/Kαδ ( /P +M)δβ /Kβγ ( /P ′ +M)γα

≡ 4g4

(u−M2)2
Tr [ /K ( /P +M) /K ( /P ′ +M)] . (6.220)

Für die Berechnung von Spuren von γ–Matrizen gelten folgende Regeln (vgl. Übungsaufgabe
H5.1):

(i) Die Spur über eine ungerade Anzahl von γ–Matrizen verschwindet.

(ii) Tr(γµγν) = 4gµν .

(iii) Tr(γµγνγλγσ) = 4(gµνgλσ − gµλgνσ + gµσgνλ), usw.
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Damit berechnen wir

Tr [ /K ( /P +M) /K ( /P ′ +M)] = Tr [ /K /P /K /P ′] +M2Tr /K2

= 4
(
K · P K · P ′ −K2 P · P ′ +K · P ′P ·K +M2K2

)
= 8K · P K · P ′ − 4m2(P · P ′ −M2) , (6.221)

wobei wir benutzt haben, dass alle Impulse auf der Massenschale liegen, also für das Pion
K2 = K ′ 2 = m2 und für das Nukleon P 2 = P ′ 2 = M2. Gleichung (6.221) läßt sich durch
die Mandelstam–Variablen ausdrücken,

u = (P −K ′)2 = (P ′ −K)2 = P ′ 2 +K2 − 2P ′ ·K = M2 +m2 − 2P ′ ·K

=⇒ P ′ ·K =
1

2
(M2 +m2 − u) ,

s = (P +K)2 = P 2 +K2 + 2P ·K = M2 +m2 + 2P ·K

=⇒ P ·K =
1

2
(s−M2 −m2) ,

t = (P − P ′)2 = P 2 + P ′ 2 − 2P · P ′ = 2M2 − 2P · P ′

=⇒ P · P ′ = M2 − t

2
, (6.222)

so dass

Tr [ /K ( /P +M) /K ( /P ′ +M)] = 2 (s−M2 −m2)(M2 +m2 − u) + 2m2t

= 2(s−M2)(M2 − u) + 2m2(s+ u+ t− 2M2)− 2m4

= 2
[
(s−M2)(M2 − u) +m4

]
, (6.223)

wobei wir die in Übungsaufgabe P16.1 bewiesene Relation

s+ u+ t = 2M2 + 2m2 (6.224)

benutzt haben. Setzen wir Gl. (6.223) in die Spin-Summe (6.220) ein, so folgt∑
s,s′

|Mfi|2 =
4g4

(u−M2)2
2
[
(s−M2)(M2 − u) +m4

]
= 8g4

[
s−M2

M2 − u
+

m4

(M2 − u)2

]
, (6.225)

und damit für den differentiellen Wirkungsquerschnitt (6.217)

dσ

dΩk′
=

g4

8π2

1

s+M2 −m2

[
s−M2

M2 − u
+

m4

(M2 − u)2

]
. (6.226)

Im Niederenergielimes, ~k, ~p→ 0, Ek → m, Ep →M gilt

s = M2 +m2 + 2P ·K −→ M2 +m2 + 2Mm = (M +m)2 ,

u = M2 +m2 − 2P ′ ·K −→ M2 +m2 − 2Mm = (M −m)2 , (6.227)
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so dass

dσ

dΩk′
=

g4

8π2

1

2M(M +m)

[
m(2M +m)

m(2M −m)
+

m2

(2M −m)2

]
=

g4

8π2

1

2M(M +m)

4M2

(2M −m)2

=
g4

16π2M2

1(
1 + m

M

) (
1− m

2M

)2 . (6.228)

6.5 Das erzeugende Funktional für Vertex–Funktionen

Wir betrachten nun wieder die φ4–Theorie. Im allgemeinen definieren wir die verbundene
n-Punkt-Funktion dieser Theorie als

G(n)
c (X1, . . . Xn) ≡ 1

in−1

δnW [J ]

δJ(X1) · · · δJ(Xn)

∣∣∣∣
J=0

. (6.229)

Die verbundene Zwei-Punkt-Funktion, die gemäß Gl. (6.47) identisch mit der gewöhnlichen
Zwei-Punkt-Funktion ist, lautet,

G(2)
c (X, Y ) =

1

i

δ2W [J ]

δJ(X) δJ(Y )

∣∣∣∣
J=0

=
1

i2
δ2Z[J ]

δJ(X) δJ(Y )

∣∣∣∣
J=0

= 〈0|T̂
[
φ̂(X)φ̂(Y )

]
|0〉 .

(6.230)
Die störungstheoretische Entwicklung dieser Funktion bis zur Ordnung O(λ2) läßt sich
diagrammatisch wie folgt darstellen (s. Übungsaufgaben H14 und P14):

G(2)
c (X, Y ) =

O(   )

1

2
+

+ 1

4
+

1

4
+ 1

+

6

λ
3

(6.231)
Die kombinatorischen Faktoren der Diagramme der Ordnung O(λ2) (zweite Zeile dieser
Gleichung) erklären sich wie folgt:

(i) Beim ersten Diagramm haben wir zwei Vertizes, die untereinander auf 4 · 4 = 16
verschiedene Weisen verbunden werden können. Die drei verbleibenden Beine des
ersten Vertex können auf 3 verschiedene Weisen entweder mit X oder mit Y ver-
bunden werden, was 3 ·2 = 6 Möglichkeiten entspricht. Die drei verbleibenden Beine
des zweiten Vertex können dann auf 3 verschiedene Weisen mit dem verbleibenden
Punkt (X oder Y ) verbunden werden. Für die dann jeweils verbleibenden zwei Bei-
ne der Vertizes gibt es keine Möglichkeiten mehr, sie müssen jeweils miteinander
zu einer Schleife geschlossen werden. Insgesamt ergibt dies also 16 · 6 · 3 = (4!)2/2
Möglichkeiten. Beide Faktoren 4! werden durch die Faktoren 1/4! an den beiden
Vertizes gekürzt. Es gibt aber einen weiteren Faktor 1/n! beim Term ∼ λn in der
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Taylor-Reihenentwicklung von Z[J ] nach Potenzen von λ, hier also 1/2! = 1/2. Dies
erklärt den Faktor 1/4.

(ii) Beim zweiten Diagramm werden zunächst zwei der vier Beine eines der beiden Ver-
tizes mit den Punkten X und Y verbunden. Dafür gibt es 4 · 3 = 12 Möglichkeiten,
multipliziert mit 2, da wir diese Operation sowohl bei einem als auch beim anderen
Vertex durchführen können. Sodann werden die verbleibenden zwei Beine mit je-
weils zwei der vier Beine des anderen Vertex verbunden. Dafür gibt es ebenfalls 4 · 3
Möglichkeiten. Die verbleibenden zwei Beine werden zu einer Schleife geschlossen (1
Möglichkeit). Insgesamt ergibt dies wie beim ersten Diagramm 12 · 2 · 4 · 3 = (4!)2/2
Möglichkeiten. Mit denselben Argumenten wie oben resultiert daraus dann der Fak-
tor 1/4.

(iii) Beim dritten Diagramm (dem sog. “Sonnenuntergangs”- bzw. “Sunset”-Diagramm)
verbinden wir zunächst eines der vier Beine eines Vertex mit X, wofür es 4 Möglich-
keiten gibt, oder Y , wofür es ebenfalls 4 Möglichkeiten gibt, also insgesamt 4 · 2 = 8
Möglichkeiten. Dann verbinden wir eines der vier Beine des anderen Vertex mit dem
verbleibenden Punkt (X oder Y ), wofür es nun lediglich nur noch 4 Möglichkeiten
gibt. Die verbleibenden drei Beine eines Vertex müssen jetzt jeweils mit einem Bein
des jeweils anderen Vertex verbunden werden. Für das erste Bein gibt es 3, für das
zweite 2 und für das letzte nur noch eine Möglichkeit, dies zu tun. Insgesamt ergibt
sich also ein Faktor 8 · 4 · 3 · 2 = (4!)2/3. Mit denselben Argumenten wie oben
resultiert daraus der Faktor 1/6.

Ein sog. trunkiertes Diagramm ist ein Diagramm ohne externe Beine, z.B.

(6.232)

das Kaulquappendiagramm, das in Ordnung O(λ) zu G
(2)
c beiträgt, oder

(6.233)

das “Sonnenuntergangsdiagramm”, das in Ordnung O(λ2) zu G
(2)
c beiträgt. Man erhält

diese trunkierten Diagramme, indem man die entsprechenden Diagramme von G
(2)
c von

links und rechts mit dem inversen Propagator ∆−1
F multipliziert, da diese Operation gerade

die äußeren Beine, die ja ebenfalls Propagatoren ∆F sind, “amputiert”.
Betrachten wir nun Gl. (6.231), so erkennen wir, dass abgesehen von den beiden äußeren

Beinen das erste Diagramm der OrdnungO(λ2) einfach aus zwei Kaulquappendiagrammen
der Ordnung O(λ) besteht, die mit einem Propagator miteinander verbunden sind,

=
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Auch in höheren Ordnungen von λ werden wir immer wieder Diagramme finden, die aus
mehreren trunkierten Diagrammen niedrigerer Ordnung von λ bestehen, die mittels Pro-
pagatoren miteinander verbunden sind. Andererseits ist das Sonnenuntergangsdiagramm
(6.233) ein genuin neues Diagramm der Ordnung O(λ2) und kein Produkt von trunkierten
Diagrammen niedrigerer Ordnung mit Propagatoren.

Um zu gegebener Ordnung in λ zwischen genuin neuen Diagrammen und Diagrammen,
die lediglich aus mehreren trunkierten Diagrammen niedrigerer Ordnung bestehen, die
mittels Propagatoren miteinander verbunden sind, zu unterscheiden, führen wir den Be-
griff der Irreduzibilität ein:

Definition: Ein verbundenes Diagramm heißt n-Teilchen irreduzibel (engl. n-particle
irreducible, nPI), wenn es durch Zerschneiden von n beliebigen internen Linien nicht
in zwei unverbundene Stücke zerfällt. Falls doch, so nennt man es n-Teilchen reduzibel
(engl. n-particle reducible, nPR).

Beispiele:

(i) Das Kaulquappendiagramm (6.232) ist 1PI:

=

(ii) Das zweite Diagramm von der Ordnung O(λ2) in Gl. (6.231) ist 1PI:

==

und 2PR:

=
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(iii) Das Sonnenuntergangsdiagramm (6.233) ist 2PI:

=

und 3PR:

=

Wir definieren nun die eigentliche Selbstenergie als Summe aller trunkierten 1PI-
Diagramme:

1

i
Σ = =

4
+1

2
+1 1

6
+ O(   )λ

3Σ

(6.234)
Nun schreiben wir die verbundene Zwei-Punkt-Funktion mit der Abkürzung G0 ≡ i∆F

als

G(2)
c = G0 +G0

1

i
ΣG0 +G0

1

i
ΣG0

1

i
ΣG0 + . . .

= + +Σ Σ Σ + (6.235)

=
+

1

2
+ +

1

4
+

1

6 4
+

1
+

Ganz offensichtlich handelt es sich hierbei nur um eine Reorganisation der ursprünglichen
Störungsreihe (6.231).

Wir erkennen nun, dass es sich bei Gl. (6.235) um eine geometrische Reihe handelt,

G(2)
c = G0

(
1 +

1

i
ΣG0 +

1

i
ΣG0

1

i
ΣG0 + . . .

)
= G0

∞∑
n=0

(
1

i
ΣG0

)n
= G0

(
1− 1

i
ΣG0

)−1

=

(
G−1

0 −
1

i
ΣG0G

−1
0

)−1

=

(
G−1

0 −
1

i
Σ

)−1

. (6.236)

Dies ist eine wichtige Gleichung. Ihr Inverses lautet[
G(2)
c

]−1
= G−1

0 −
1

i
Σ , (6.237)
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die sog. Dyson-Schwinger-Gleichung für die verbundene Zwei-Punkt-Funktion. Ihre
formale Lösung lautet

G(2)
c = G0 +G0

1

i
ΣG(2)

c , (6.238)

oder diagrammatisch

= + Σ
(6.239)

Man bezeichnet G
(2)
c auch als den vollen oder “angezogenen” (engl. “dressed”) Propa-

gator.
26.5.2021

Betrachten wir nun den vollen Propagator unter Einbeziehung der eigentlichen Selbst-
energie bis zur Ordnung O(λ), d.h. wir berücksichtigen lediglich das erste Diagramm auf
der rechten Seite von Gl. (6.234), also das Kaulquappendiagramm. Die Feynman-Regeln
im Impulsraum (s. Abschnitt 6.4) liefern

1

i
Σ = −iλ

2
i∆F (0) , (6.240)

d.h. dieser Beitrag zur eigentlichen Selbstenergie ist unabhängig vom Impuls. Im Impuls-
raum gilt ferner G−1

0 (P ) = −i∆−1
F (P ) = −i(P 2 −m2), so dass[

G(2)
c (P )

]−1
= G−1

0 (P )− 1

i
Σ = −i

[
P 2 −m2 − λ

2
i∆F (0)

]
≡ −i(P 2 −m2

r) , (6.241)

mit der renormierten Masse m2
r ≡ m2 + λ

2
i∆F (0). Dies ist konsistent mit Gl. (6.32). Das

Inverse von Gl. (6.241) hat die Reihendarstellung

G(2)
c = +

1

2
+ +

1

4
(6.242)

Obwohl die eigentliche Selbstenergie mit dem Kaulquappendiagramm lediglich den Beitrag
erster Ordnung in λ enthält, trägt dieses Diagramm im vollen Propagator in unendlicher
Ordnung in λ bei. Für eine gegebene Approximation der eigentlichen Selbstenergie resum-
miert die Lösung der Dyson-Schwinger-Gleichung (6.241) also bestimmte Klassen von
Diagrammen, in unserem Fall das Kaulquappendiagramm (6.232). Selbstverständlich
ist dies nicht die komplette Lösung für den vollen Propagator. Dazu müsste man die ei-
gentliche Selbstenergie vollständig in jeder Ordnung in λ berechnen. Es handelt sich aber
dennoch um eine Approximation für den vollen Propagator, die unendlich viele Ord-
nungen von λ enthält. Die Lösung der Dyson-Schwinger-Gleichung geht also weit über
jede störungstheoretische Berechnung von G

(2)
c hinaus.

Abgesehen vom inversen freien Propagator −i∆−1
F enthält der inverse volle Propaga-

tor [G2
c ]
−1

, Gl. (6.237), ausschließlich die trunkierten 1PI-Diagramme der eigentlichen
Selbstenergie. Der inverse volle Propagator ist das einfachste Beispiel für eine sog. 1PI-
Vertexfunktion, in diesem Fall die Zwei-Punkt-1PI-Vertexfunktion,

Γ(2)(X, Y ) ≡ i
[
G(2)
c

]−1
(X, Y ) = iG−1

0 (X, Y )− Σ(X, Y ) , (6.243)
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bzw. im Impulsraum

Γ(2)(P ) = iG−1
0 (P )− Σ(P ) = P 2 −m2 − Σ(P ) . (6.244)

Sie erfüllt offensichtlich die Gleichung∫
d4Z G(2)

c (X,Z) Γ(2)(Z, Y ) = i δ(4)(X − Y ) , (6.245)

Wie für die verbundenen n-Punkt-Funktionen G
(n)
c , Gl. (6.229), gibt es auch für die n-

Punkt-1PI-Vertexfunktionen Γ(n) ein erzeugendes Funktional, Γ[ϕ]. Es ist definiert
als funktionale Legendre-Transformierte von W [J ], dem erzeugenden Funktional der
verbundenen n-Punkt-Funktionen,

Γ[ϕ] ≡ W [J ]−
∫

d4X J(X)ϕ(X) , (6.246)

wobei

ϕ(X) ≡ δW [J ]

δJ(X)
. (6.247)

Für verschwindende Quellen J(X),

φ(X) ≡ lim
J→0

ϕ(X) =
δW [J ]

δJ(X)

∣∣∣∣
J=0

≡ 〈0|φ̂(X)|0〉 , (6.248)

erhält man den Vakuumerwartungswert (engl. vacuum expectation value, v.e.v) des
Feldes, also die Ein-Punkt-Funktion.

Offensichtlich gilt aufgrund der Ketten- und Produktregel und mit Gl. (6.247)

δΓ[ϕ]

δϕ(X)
=

∫
d4Y

[
δW [J ]

δJ(Y )

δJ(Y )

δϕ(X)
− δJ(Y )

δϕ(X)
ϕ(Y )− J(Y ) δ(4)(X − Y )

]
= −J(X) . (6.249)

In Abwesenheit von Quellen J gilt dann mit Gl. (6.248)

δΓ[ϕ]

δϕ(X)

∣∣∣∣
ϕ=φ

= 0 , (6.250)

d.h. der Vakuumerwartungswert φ(X) ist ein Extremum des Funktionals Γ[ϕ].
Wir müssen nun zeigen, dass die Funktionalableitungen von Γ[ϕ], genommen am Ex-

tremum ϕ = φ, genau den 1PI-Vertexfunktionen entsprechen, also

Γ(n)(X1, . . . , Xn) ≡ δnΓ[ϕ]

δϕ(X1) · · · δϕ(Xn)

∣∣∣∣
ϕ=φ

. (6.251)

Bei diesem Beweis beschränken wir uns auf die Fälle n = 2, 3, man kann dies aber auch
für beliebiges n zeigen.
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Wir zeigen zunächst, dass δ2Γ[ϕ]/δϕ(X)δϕ(Y )|ϕ=φ = Γ(2)(X, Y ), mit der in Gl. (6.245)
definierten Zwei-Punkt-1PI-Vertexfunktion. Dazu betrachten wir die Funktion

G(X, Y ) ≡ 1

i

δ2W [J ]

δJ(X)δJ(Y )
=

1

i

δ

δJ(X)

δW [J ]

δJ(Y )
=

1

i

δϕ(Y )

δJ(X)
, (6.252)

wobei wir Gl. (6.247) benutzt haben. In Abwesenheit von Quellen gilt mit Gl. (6.230)

lim
J→0

G(X, Y ) = G(2)
c (X, Y ) , (6.253)

d.h. die Funktion G(X, Y ) wird zur verbundenen Zwei-Punkt-Funktion, bzw. zum vollen
Propagator. Andererseits gilt mit Gl. (6.249)

Γ(X, Y ) ≡ δ2Γ[ϕ]

δϕ(X)δϕ(Y )
=

δ

δϕ(X)

δΓ[ϕ]

δϕ(Y )
= − δJ(Y )

δϕ(X)
. (6.254)

Also gilt mit den Glgen. (6.252), (6.254), sowie nach Rückgängigmachen der Kettenregel∫
d4Z G(X,Z) Γ(Z, Y ) =

∫
d4Z

1

i

δϕ(Z)

δJ(X)

(
−δJ(Y )

δϕ(Z)

)
= i

δJ(Y )

δJ(X)
≡ i δ(4)(X − Y ) ,

(6.255)
d.h. bis auf einen Faktor i sind G(X,Z) und Γ(Z, Y ) Inverse voneinander. In Abwesenheit
von Quellen gilt aufgrund der Glgen. (6.250) und (6.253)

lim
J→0

∫
d4Z G(X,Z) Γ(Z, Y ) ≡

∫
d4Z G(2)

c (X,Z) lim
ϕ→φ

Γ(Z, Y ) = i δ(4)(X − Y ) . (6.256)

Der Vergleich mit Gl. (6.245) liefert

Γ(2)(X, Y ) = lim
ϕ→φ

Γ(X, Y ) ≡ δ2Γ[ϕ]

δϕ(X)δϕ(Y )

∣∣∣∣
ϕ=φ

. (6.257)

Dies beweist, dass die zweite Funktionalableitung von Γ[ϕ] nach den Feldern ϕ(X) und
ϕ(Y ) am Extremum ϕ(X) = φ(X) von Γ[ϕ] gerade die Zwei-Punkt-1PI-Vertexfunktion
ergibt.

Für den Fall n = 3 betrachten wir zunächst die verbundene Drei-Punkt-Funktion

G(3)
c (X, Y, Z) =

1

i2
δ3W [J ]

δJ(X)δJ(Y )δJ(Z)

∣∣∣∣
J=0

, (6.258)

vgl. Gl. (6.229). Wir erwarten, dass diese Funktion diagrammatisch eine analoge Darstel-
lung hat wie Gl. (6.239) für die verbundene Zwei-Punkt-Funktion, also

= (3)
Γ

(6.259)
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Hierbei sind die drei Punkte (X, Y und Z) über volle Propagatoren G
(2)
c (fette Linien

mit schwarzem Punkt) mit der Drei-Punkt-1PI-Vertexfunktion Γ(3) (schraffierter Kreis)
verknüpft. Wir zeigen nun, dass dies in der Tat der Fall ist. Dazu differenzieren wir Gl.
(6.255) (nach Umbenennen der Variablen X → Y , Z → V , Y → W ) funktional nach
J(X), ∫

d4V

[
δG(Y, V )

δJ(X)
Γ(V,W ) +G(Y, V )

δΓ(V,W )

δJ(X)

]
= 0 . (6.260)

Gemäß Gl. (6.254) hängt Γ(V,W ) nur implizit von J(X) ab, also müssen wir für den
letzten Term die Kettenregel in der Form

δ

δJ(X)
=

∫
d4U

δϕ(U)

δJ(X)

δ

δϕ(U)
=

∫
d4U iG(X,U)

δ

δϕ(U)

anwenden, wobei wir Gl. (6.252) benutzt haben. Mit den Glgen. (6.252) und (6.254) wird
Gl. (6.260) dann zu∫

d4V
1

i

δ3W [J ]

δJ(X)δJ(Y )δJ(V )
Γ(V,W )

= −
∫

d4U d4V G(Y, V ) iG(X,U)
δ3Γ[ϕ]

δϕ(U)δϕ(V )δϕ(W )
.(6.261)

Wir definieren die Funktion

Γ(U, V,W ) ≡ δ3Γ[ϕ]

δϕ(U)δϕ(V )δϕ(W )
, (6.262)

multiplizieren beide Seiten von Gl. (6.261) mit G(W,Z), integrieren über W und benutzen
Gl. (6.255),∫

d4V
1

i

δ3W [J ]

δJ(X)δJ(Y )δJ(V )

∫
d4W Γ(V,W )G(W,Z)

=

∫
d4V

1

i

δ3W [J ]

δJ(X)δJ(Y )δJ(V )
iδ(4)(V − Z) =

δ3W [J ]

δJ(X)δJ(Y )δJ(Z)

= −i
∫

d4U d4V d4W G(X,U)G(Y, V ) Γ(U, V,W )G(W,Z) . (6.263)

Nach Division durch i2 erhalten wir im Limes J → 0, bzw. ϕ → φ mit Hilfe der Glgen.
(6.229) und (6.251)

G(3)
c (X, Y, Z) = i

∫
d4U d4V d4W G(2)

c (X,U)G(2)
c (Y, V ) Γ(3)(U, V,W )G(2)

c (W,Z) .

(6.264)
Dies entspricht (bis auf einen Faktor i) genau Gl. (6.259). Damit ist Gl. (6.251) auch für
den Fall n = 3 bewiesen.

Gleichung (6.263) lässt sich durch Multiplikation mit Γ(R,X) Γ(S, Y ) Γ(Z, T ), Integra-
tion über d4X d4Y d4Z und Benutzung von Gl. (6.255) formal nach Γ(R, S, T ) auflösen,

Γ(R, S, T ) =

∫
d4X d4Y d4Z Γ(R,X) Γ(S, Y ) Γ(Z, T )

1

i2
δ3W [J ]

δJ(X)δJ(Y )δJ(Z)
. (6.265)
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Im Limes J → 0, bzw. ϕ→ φ wird dies zu

Γ(3)(R, S, T ) =

∫
d4X d4Y d4Z Γ(2)(R,X) Γ(2)(S, Y ) Γ(2)(Z, T )G(3)

c (X, Y, Z) , (6.266)

oder diagrammatisch

(2)
Γ

Γ
(2) (2)

Γ

Γ
(3) =

(6.267)

Durch erneutes funktionales Ableiten von Gl. (6.263) nach der Quelle J lassen sich nun
auch Gleichungen für die verbundenen n-Punkt-Funktionen für n ≥ 4 herleiten, z.B. für
die verbundene Vier-Punkt-Funktion,

Γ
(4)= + Γ

(3)
Γ

(3)

Γ
(3)

(3)
Γ

+ +

(3)
Γ

Γ
(3)

(6.268)

wobei wir Gl. (6.259) benutzt haben. Diese Gleichungen kann man dann unter zu Hilfe-
nahme von Gl. (6.255) wieder nach den n-Punkt-1PI-Vertexfunktionen auflösen. Dies soll
hier aber nicht weiter ausgeführt werden.
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6.6 QED: Ward–Takahashi–Identitäten 28.5.2021

Wir betrachten das erzeugende Funktional für n-Punkt-Funktionen in der QED. In
kovarianter Eichung gilt (vgl. Glgen. (5.132), (5.260))

Z[J, η̄, η] = N
∫
DAµDψ̄Dψ exp

{
i

∫
d4X

[
−1

4
F µνFµν −

λ

2
(∂µA

µ)2

+ ψ̄ (i /D −m)ψ + JµA
µ + η̄ψ + ψ̄η

]}
. (6.269)

Da die Fadeev-Popov-Determinante in der QED von den anderen Felder entkoppelt, haben
wir sie bereits in der Normierungskonstanten N absorbiert.

Ganz offensichtlich hängt die detaillierte Form des erzeugenden Funktionals (6.269) von
der Wahl der Eichung ab. Physikalische Observable dürfen jedoch nicht von der Eichung
abhängen. Im Prinzip können physikalische Observable durch die n-Punkt-Funktionen der
Theorie ausgedrückt werden (s. z.B. der in Abschnitt 6.4 berechnete Wirkungsquerschnitt
für die Pion-Nukleon-Streuung), und daher dürfen die n-Punkt-Funktionen nicht von
der Wahl der Eichung abhängen. Dann muss aber auch das erzeugende Funktional für
die n-Punkt-Funktionen eichunabhängig sein. Aus dieser Forderung werden wir nun eine
funktionale Differentialgleichung für Z[J, η̄, η] ableiten.

Unter einer infinitesimalen Eichtransformation U(eΛ) ≡ e−ieΛ = 1 − ieΛ + O(Λ2),
|Λ| � 1 transformieren sich das Eichfeld und die Materiefelder wie folgt,

Aµ → Aµ + ∂µΛ , ψ → ψ − ieΛψ , ψ̄ → ψ̄ + ieΛψ̄ . (6.270)

Man beachte, dass wir hier, entgegen der bisherigen Diskussion von Eichtransformationen,
den Parameter Λ der Eichtransformation mit einem zusätzlichen Faktor e (der Elemen-
tarladung) definiert haben.

Nun wenden wir diese Eichtransformation auf das erzeugende Funktional (6.269) an.
Das Integrationsmaß bleibt invariant, weil die Eichtransformation des Eichfelds ledig-
lich einer Verschiebung der Integrationsvariablen Aµ um einen (konstanten) Term ∂µΛ
entspricht, während sich die Eichtransformationen von Dψ̄ und Dψ gerade gegeneinan-
der wegheben. Im Exponenten bleibt der Eichfeld-Term und der Dirac-Term unter einer
Eichtransformation (6.270) invariant. Der eichfixierende Term und die Quellterme sind
aber nicht eichinvariant. Also führt die Eichtransformation (6.270) zu einem zusätzlichen
Faktor

exp

{
i

∫
d4X

[
−λ ∂µAµ�Λ− λ

2
(�Λ)2 + Jµ∂µΛ− ieΛ

(
η̄ψ − ψ̄η

)]}
' 1 + i

∫
d4X

[
−λ ∂µAµ�Λ + Jµ∂µΛ− ieΛ

(
η̄ψ − ψ̄η

)]
= 1 + i

∫
d4X

[
−λ� ∂µA

µ − ∂µJµ − ie
(
η̄ψ − ψ̄η

)]
Λ (6.271)

im Funktionalintegral, wobei wir im ersten Schritt die Exponentialfunktion bis zur linearen
Ordnung im kleinen Parameter Λ entwickelt haben und im zweiten Schritt mehrfach
partiell integriert haben (die Oberflächenterme verschwinden im Unendlichen).
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Die Bedingung, dass das erzeugende Funktional eichunabhängig ist, lautet nun

Z[J, η̄, η] ≡ ZΛ[J, η̄, η]

' Z[J, η̄, η]

+ N
∫
DAµDψ̄Dψ i

∫
d4X

[
−λ� ∂µA

µ − ∂µJµ − ie
(
η̄ψ − ψ̄η

)]
Λ

× exp

{
i

∫
d4Y

[
−1

4
F µνFµν −

λ

2
(∂µA

µ)2 + ψ̄ (i /D −m)ψ

+ JµA
µ + η̄ψ + ψ̄η

]}
. (6.272)

Die linke Seite hebt sich gegen den ersten Term auf der rechten Seite weg. Der Vorfaktor
vor der Exponentialfunktion läßt sich aus dem Funktionalintegral herausziehen, wenn wir
die Felder durch Funktionalableitungen nach den Quellen ersetzen. Dies führt dann auf
die Bedingung

0 =

∫
d4X Λ

[
−λ� ∂µ

1

i

δ

δJµ
− ∂µJµ − ie

(
η̄

1

i

δ

δη̄
− 1

−i
δ

δη
η

)]
Z[J, η̄, η] , (6.273)

bzw., weil die Funktion Λ(X) beliebig ist,

0 = iλ� ∂µ
δZ

δJµ
− Z ∂µJµ − e

(
η̄
δZ

δη̄
+
δZ

δη
η

)
. (6.274)

Dies ist die gesuchte funktionale Differentialgleichung für Z[J, η̄, η]. Mit Z = eiW erhalten
wir eine äquivalente Differentialgleichung für das erzeugende Funktional W [J, η̄, η] der
verbundenen n-Punkt-Funktionen,

0 = −λ� ∂µ
δW

δJµ
− ∂µJµ − ie

(
η̄
δW

δη̄
+
δW

δη
η

)
. (6.275)

Nun führen wir das erzeugende Funktional für n-Punkt-1PI-Vertexfunktionen als funk-
tionale Legendre-Transformierte von W [J, η̄, η] ein,

Γ[A,Ψ, Ψ̄] ≡ W [J, η̄, η]−
∫

d4X
(
JµAµ + Ψ̄η + η̄Ψ

)
, (6.276)

wobei

Aµ ≡
δW

δJµ
, Ψ̄ ≡ −δW

δη
, Ψ ≡ δW

δη̄
. (6.277)

Mit einer Rechnung analog der in Gl. (6.249) zeigt man

δΓ

δAµ
= −Jµ , δΓ

δΨ̄
= −η , δΓ

δΨ
= η̄ . (6.278)

Unter Benutzung der Glgen. (6.277), (6.278) wird Gl. (6.275) zu

0 = −λ�x ∂
x
µAµ(X) + ∂xµ

δΓ

δAµ(X)
− ie

(
δΓ

δΨ(X)
Ψ(X) + Ψ̄(X)

δΓ

δΨ̄(X)

)
. (6.279)
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Nun differenzieren wir funktional bezüglich Ψ̄(Y ) und Ψ(Z). Der erste Term auf der rech-
ten Seite hängt nicht von diesen Feldern ab und verschwindet. Bringen wir die Klammer
auf die linke Seite, so erhalten wir

∂xµ
δ3Γ

δΨ(Z)δΨ̄(Y )δAµ(X)
= ie

δ

δΨ(Z)

[
δ2Γ

δΨ̄(Y )δΨ(X)
Ψ(X) + δ(4)(X − Y )

δΓ

δΨ̄(X)

− Ψ̄(X)
δ2Γ

δΨ̄(Y )δΨ̄(X)

]
= ie

[
δ3Γ

δΨ(Z)δΨ̄(Y )δΨ(X)
Ψ(X) +

δ2Γ

δΨ̄(Y )δΨ(X)
δ(4)(X − Z)

+ δ(4)(X − Y )
δ2Γ

δΨ(Z)δΨ̄(X)
+ Ψ̄(X)

δ3Γ

δΨ(Z)δΨ̄(Y )δΨ̄(X)

]
.

(6.280)

Nun werten wir diese Gleichung am Extremum A = A, Ψ = ψ, Ψ̄ = ψ von Γ[A,Ψ, Ψ̄]
aus. Zumindest in Störungstheorie liegt dieses bei A = ψ = ψ̄ = 0 und wir werden dies im
Folgenden benutzen, um die Notation zu vereinfachen. Desweiteren können wir ausnutzen,
dass dieselbe Zahl von Fermionen in einen Vertex hinein- wie hinauslaufen müssen, d.h.
alle dritten Funktionalableitungen von Γ, die nicht dieselbe Zahl von Ableitungen nach Ψ
und nach Ψ̄ haben, verschwinden. Also erhalten wir

∂xµ
δ3Γ

δΨ(Z)δΨ̄(Y )δAµ(X)

∣∣∣∣
A=Ψ=Ψ̄=0

= ie

[
δ(4)(X − Y )

δ2Γ

δΨ(Z)δΨ̄(Y )

∣∣∣∣
A=Ψ=Ψ̄=0

− δ(4)(X − Z)
δ2Γ

δΨ(Z)δΨ̄(Y )

∣∣∣∣
A=Ψ=Ψ̄=0

]
,

(6.281)

wobei wir die Argumente der Funktionalableitungen mit Hilfe der δ-Funktion umbenannt
haben, sowie δ2Γ/δΨ̄δΨ = −δ2Γ/δΨδΨ̄ benutzt haben. Gleichung (6.281) ist die sog.
Ward-Takahashi-Identität (in Raum-Zeit-Koordinaten). Sie verknüpft die 4-Divergenz
des Elektron-Photon-Vertex mit der Differenz von zwei Zwei-Punkt-1PI-Vertex-
funktionen für Elektronen. Letztere sind, wie aufgrund der Diskussion aus Abschnitt
6.5 zu erwarten ist, (bis auf Faktoren i) identisch mit inversen vollen Elektron-
Propagatoren. Um dies zu sehen, bemerken wir zunächst, dass aufgrund von Gl. (6.277)

G(X, Y ) ≡ i
δ2W

δη̄(X)δη(Y )
= −iδΨ̄(Y )

δη̄(X)
. (6.282)

Für verschwindende Quellen und unter Benutzung von W = −i lnZ folgt, dass

G(X, Y )|J=η̄=η=0 = i
δ2W

δη̄(X)δη(Y )

∣∣∣∣
J=η̄=η=0

≡ δ2Z

δη̄(X)δη(Y )

∣∣∣∣
J=η̄=η=0

= 〈0|T̂
[
ψ̂(X) ˆ̄ψ(Y )

]
|0〉 ≡ G(2)

c (X, Y ) (6.283)

gerade die volle verbundene fermionische Zwei-Punkt-Funktion (also bis auf einen
Faktor i der volle Propagator, vgl. Gl. (5.155)) ist.
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Ferner ist aufgrund von Gl. (6.278)

Γ(X, Y ) ≡ δ2Γ

δΨ(Y )δΨ̄(X)
= − δ2Γ

δΨ̄(X)δΨ(Y )
= − δη̄(Y )

δΨ̄(X)
. (6.284)

Somit ist

Γ(X, Y )|A=Ψ=Ψ̄=0 =
δ2Γ

δΨ(Y )δΨ̄(X)

∣∣∣∣
A=Ψ=Ψ̄=0

≡ Γ(2)(X, Y ) (6.285)

die fermionische Zwei-Punkt-1PI-Vertexfunktion. Die in den Glgen. (6.282) bzw.
(6.284) definierten Funktionen G(X,Z) und Γ(Z, Y ) sind (bis auf einen Faktor i) zuein-
ander invers,∫

d4Z G(X,Z)Γ(Z, Y ) =

∫
d4Z

(
−i δΨ̄(Z)

δη̄(X)

)(
− δη̄(Y )

δΨ̄(Z)

)
= i

δη̄(Y )

δη̄(X)
= i δ(4)(X − Y ) ,

(6.286)
wobei wir die Kettenregel angewendet haben. Also ist

δ2Γ

δΨ(Y )δΨ̄(X)

∣∣∣∣
A=Ψ=Ψ̄=0

≡ Γ(2)(X, Y ) = i
[
G(2)
c

]−1
(X, Y ) . (6.287)

Weil der volle Fermion-Propagator identisch mit −iG(2)
c ist (vgl. Gl. (5.155) für den

nicht-wechselwirkenden Fall), ist i[G(2)
c ]−1 identisch mit dem inversen vollen Fermion-

Propagator. Dies beweist die Behauptung, dass die Zwei-Punkt-1PI-Vertexfunktion iden-
tisch mit dem inversen vollen Propagator ist.

Wir transformieren die Ward-Takahashi-Identität (6.281) nun in den Impulsraum. Für
die linke Seite benutzen wir∫

d4X d4Y d4Z ei(P
′·Y−P ·Z−Q·X) δ3Γ

δΨ(Z)δΨ̄(Y )δAµ(X)

∣∣∣∣
A=Ψ=Ψ̄=0

≡ −e(2π)4δ(4)(P ′ − P −Q) Γµ(P ′, P,Q) , (6.288)

wobei dies als Definition für den vollen Elektron-Photon-Vertex Γµ(P ′, P,Q) im Im-
pulsraum anzusehen ist, vgl. Abb. 6.9 für eine graphische Darstellung. Die vierdimensio-
nale δ-Funktion stellt hierbei die Energie-Impuls-Erhaltung am Vertex sicher, während
der Faktor −e reine Konvention ist.

In niedrigster Ordnung in Störungstheorie erwarten wir, dass Γµ(P ′, P,Q) ≡ γµ. Dies
kann man mit einem einfachen heuristischen Argument begründen. Dazu bemerkt man
zunächst, dass das erzeugende Funktional Γ[A,Ψ, Ψ̄] mathematisch einer Wirkung ent-
spricht. Man bezeichnet Γ deshalb auch als effektive Wirkung. Wenn wir Quanten-
fluktuationen vernachlässigen, also die Funktionalintegrale über die Felder der Theorie
ignorieren, wird das erzeugende Funktional

Wklass[J, η̄, η] = −i lnZklass[J, η̄, η] ≡
∫

d4X
[
L(A,Ψ, Ψ̄) + JµAµ + Ψ̄η + η̄Ψ

]
,

wobei wir die Quantenfelder Aµ, ψ, ψ̄ durch ihre Erwartungswerte Aµ, Ψ, Ψ̄ (in Anwe-
senheit von Quellen Jµ, η̄, η) ersetzt haben, vgl. Gl. (6.277). Eingesetzt in die Definition

242



6.6 QED: Ward–Takahashi–Identitäten

Abbildung 6.9: Der volle Elektron-Photon-Vertex im Impulsraum.

Γµ
(P’,P,Q)

Q

P P’

von Γ[A,Ψ, Ψ̄], Gl. (6.276), ergibt sich sofort

Γklass[A,Ψ, Ψ̄] =

∫
d4XL(A,Ψ, Ψ̄) ≡ S[A,Ψ, Ψ̄] ,

also gerade die klassische Wirkung der Theorie. Daraus folgt wiederum

δ3Γklass

δΨ(Z)δΨ̄(Y )δAµ(X)

∣∣∣∣
A=Ψ=Ψ̄=0

= −eγµδ(4)(X − Y )δ(4)(X − Z) .

Eingesetzt in Gl. (6.288) ergibt sich für die linke Seite

−e
∫

d4X ei(P
′−P−Q)·Xγµ = −e(2π)4δ(4)(P ′ − P −Q)γµ,

also wie erwartet Γµklass(P
′, P,Q) = γµ.

Um die rechte Seite der Ward-Takahashi-Identität (6.281) in den Impulsraum zu trans-
formieren, benutzen wir

∫
d4Y d4Z ei(P

′·Y−P ·Z)
[
G(2)
c

]−1
(Y, Z) ≡ (2π)4δ(4)(P ′ − P )

[
G(2)
c

]−1
(P ) , (6.289)

wobei dies als Definition der inversen vollen verbundenen Zwei-Punkt-Funktion [G(2)
c ]−1(P )

im Impulsraum anzusehen ist.

Mit den Glgen. (6.288), (6.289) erhalten wir die in den Impulsraum transformierte
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Ward-Takahashi-Identität (6.281):∫
d4X d4Y d4Z ei(P

′·Y−P ·Z−Q·X) ∂xµ
δ3Γ

δΨ(Z)δΨ̄(Y )δAµ(X)

∣∣∣∣
A=Ψ=Ψ̄=0

= −
∫

d4X d4Y d4Z (−iQµ)ei(P
′·Y−P ·Z−Q·X) δ3Γ

δΨ(Z)δΨ̄(Y )δAµ(X)

∣∣∣∣
A=Ψ=Ψ̄=0

= iQµ(−e)(2π)4δ(4)(P ′ − P −Q) Γµ(P ′, P,Q)

=

∫
d4X d4Y d4Z ei(P

′·Y−P ·Z−Q·X) ie
{
δ(4)(X − Y ) i

[
G(2)
c

]−1
(Y, Z)

− δ(4)(X − Z) i
[
G(2)
c

]−1
(Y, Z)

}
= −e

∫
d4Y d4Z

{
ei[(P

′−Q)·Y−P ·Z] − ei[P ′·Y−(P+Q)·Z]
} [
G(2)
c

]−1
(Y, Z)

= −e(2π)4δ(4)(P ′ − P −Q)
{[
G(2)
c

]−1
(P )−

[
G(2)
c

]−1
(P +Q)

}
, (6.290)

wobei wir zur zweiten Zeile partiell integriert und zur vierten Zeile Gl. (6.287) benutzt ha-
ben. Kombinieren wir die dritte mit der letzten Zeile, erhalten wir die Ward-Takahashi-
Identität im Impulsraum,

− iQµΓµ(P +Q,P,Q) =
[
G(2)
c

]−1
(P +Q)−

[
G(2)
c

]−1
(P ) . (6.291)

Graphisch läßt sich dies wie folgt darstellen:

Q

−iQ =

P+Q P
−

−1 −1

µ

P+QP
 

Im Limes Qµ → 0 erhalten wir aus Gl. (6.290) die sog. Ward-Identität

− iΓµ(P, P, 0) =
∂

∂Pµ

[
G(2)
c

]−1
(P ) . (6.292)

In niedrigster Ordnung Störungstheorie ist der volle Propagator gerade gleich dem freien,
also G(2)

c (P ) = iSF (P ), [G(2)
c ]−1(P ) = −iS−1

F (P ) = −i( /P −M), und der volle Elektron-
Photon-Vertex gerade gleich dem der klassischen Wirkung, Γµ(P, P, 0) = γµ. Dann ist die
Ward-Identität automatisch erfüllt,

∂

∂Pµ
(−i)( /P −M) = −iγµ .

6.7 QCD: Becchi–Rouet–Stora–Tyutin–Transformation
und Slavnov–Taylor–Identitäten

2.6.2021

Wir betrachten die reine Yang–Mills–Theorie, d.h. ausschließlich nicht-Abelsche Eich-
felder mit SU(N)–Eichsymmetrie ohne Fermionen. In einer gegebenen Eichung lautet
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die Lagrange-Dichte
L = LYM + Lgf + LFPG , (6.293)

wobei LYM die Yang–Mills–Lagrange-Dichte (2.222) ist. In kovarianter Eichung lautet der
eichfixierende Anteil, vgl. Gl. (3.179),

Lgf = −λ
2

(∂ · Aa)2 (6.294)

und der Anteil der Faddeev-Popov-Geistfelder, vgl. Glgen. (5.302) und (5.303),

LFPG = η̄a {−δab� + g fabc [(∂µA
µ
c ) + Aµc ∂µ]} ηb

= −η̄a� ηa + g fabcη̄a∂µ (Aµc ηb)

= (∂µη̄a) ∂
µηa − g fabc (∂µη̄a)A

µ
c ηb

= (∂µη̄a) (∂µηa + g fabcA
µ
b ηc)

= (∂µη̄a)D
µ
acηc

= −η̄a ∂ ·Dacηc , (6.295)

mit der kovarianten Ableitung in der adjungierten Darstellung

Dµ
ac ≡ ∂µδac + g fabcA

µ
b . (6.296)

In Gl. (6.295) haben wir von der zweiten zur dritten Zeile beide Terme partiell integriert
und von der dritten zur vierten Zeile die Farbindizes im zweiten Term vertauscht (b↔ c)
sowie die Antisymmetrie der Strukturkonstanten ausgenutzt. Von der fünften zur sechsten
Zeile haben wir ein weiteres Mal partiell integriert.

Zur Form der kovarianten Ableitung in der adjungierten Darstellung bemerken wir
noch, dass die kovariante Ableitung allgemein wie in Gl. (2.205) definiert ist, also

Dµ ≡ ∂µ − igAµ = ∂µ − ig TbAbµ , (6.297)

dass wir aber nun die Generatoren in der adjungierten Darstellung benötigen, vgl. Gl.
(6.109) für die Gruppe SU(2), also allgemein für die Gruppe SU(N)

(Tb)ac ≡ −i fbac = ifabc . (6.298)

Damit nimmt die kovariante Ableitung in der adjungierten Darstellung (in Komponenten)
genau die in Gl. (6.296) angegebene Form an. Man beachte, dass im Gegensatz zur kova-
rianten Ableitung in der fundamentalen Darstellung, Gl. (2.203), nun adjungierte (a, b, c)
anstelle der fundamentalen Farbindizes (i, k) auftreten.

Eine SU(N)–Eichtransformation des Eichfeldes lautet wie in Gl. (5.294) angegeben,
also

Aµ −→ A′µ = UAµU † −
i

g
(∂µU)U † , (6.299)

mit U = eiωaTa , vgl. Gl. (5.295). Wir bemerken nun, dass das Produkt von zwei Graßmann–
wertigen Variablen sich wie eine gewöhnliche klassische Zahl (eine sog. c-Zahl) verhält.
Dies gilt auch für die (raum-zeit-abhängigen) Parameter ωa(X) der Eichgruppe SU(N).
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Da die Eichparameter beliebig gewählt werden können, können wir auch folgende spezielle
Wahl treffen, die aus dem Produkt von zwei Graßmann–Variablen besteht,

ωa(X) ≡ −ηa(X)ζ , (6.300)

wobei ηa(X) gerade das Graßmann-wertige Geistfeld ist, was sowohl den Farbindex a als
auch die Raum-Zeit-Abhängigkeit des Eichparameters ωa(X) übernimmt, während ζ eine
raum-zeit-unabhängige, also konstante Graßmann–Variable ist. Das Minus-Zeichen in Gl.
(6.300) ist reine Konvention. Für das Element U der Eichgruppe erhalten wir in diesem
speziellen Fall

U = eiωa(X)Ta =
∞∑
n=0

in

n!
[−Ta ηa(X) ζ]n = 1− i Ta ηa(X) ζ , (6.301)

weil in allen Termen n > 1 die Graßmann–Zahl ζ mehr als einmal vorkommt und (nach
entsprechendem Antivertauschen mit ηa(X)) Potenzen n ≥ 2 von ζ auftreten, für die
ζn = 0 gilt. Unter Benutzung der Tatsache, dass ζn = 0 ∀n ≥ 2, berechnen wir die
Eichtransformation (6.299) zu

AaµTa −→ A′ aµ Ta = (1− i Tb ηb ζ)AaµTa (1 + i Tc ηc ζ)− 1

g
(∂µηa) ζ Ta (1 + i Tb ηb ζ)

= AaµTa − i[Tb, Ta]Aaµ ηb ζ −
1

g
(∂µηa) ζ Ta

= Ta

[
Aaµ + fcbaA

b
µ ηc ζ −

1

g
(∂µηa) ζ

]
= Ta

[
Aaµ − fabcAbµ ηc ζ −

1

g
(∂µηa) ζ

]
= Ta

(
Aaµ + δAaµ

)
, (6.302)

mit

δAaµ ≡ −
1

g

(
Dac
µ η

c
)
ζ , (6.303)

vgl. Gl. (6.296). Wir fordern nun, dass sich die Geistfelder ηa und η̄a in folgender Weise
transformieren:

ηa −→ η′ a = ηa + δηa , η̄a −→ η̄′ a = η̄a + δη̄a , (6.304)

mit

δηa ≡ −1

2
fabcηbηcζ , (6.305)

δη̄a ≡ −λ
g

(∂ · Aa) ζ . (6.306)

Die Gleichungen (6.303), (6.305) und (6.306) bezeichnet man als Becchi–Rouet–Stora–
Tyutin–Transformation, oder kurz BRST–Transformation. Man beachte, dass ηa und
η̄a voneinander völlig unabhängige Graßmann–Variablen sind, daher sich auch in unter-
schiedlicher Weise transformieren dürfen.

Wir zeigen nun, dass die Lagrange-Dichte (6.293) invariant unter dieser Transforma-
tion ist, die Lagrange-Dichte also eine sog. BRST–Symmetrie besitzt.
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(i) Zunächst ist klar, dass der Eichfeldanteil LYM BRST–invariant ist: hier wird lediglich
das Eichfeld Aaµ um den Beitrag (6.303) korrigiert, was einer üblichen Eichtransfor-
mation des Eichfeldes entspricht. Wir wissen aber bereits, dass LYM eichinvariant
ist.

(ii) Wegen ζ2 = 0 brauchen wir lediglich Terme in linearer Ordnung in δAaµ betrachten.

Dann lautet die Änderung des eichfixierenden Anteils (6.294) unter der Transfor-
mation (6.303)

δLgf = −λ (∂ · Aa) (∂ · δAa) =
λ

g
(∂ · Aa) (∂ ·Dacηc) ζ . (6.307)

(iii) In linearer Ordnung in δη̄a, δηc und δAbµ lautet die Änderung des Faddeev–Popov-
Anteils (6.295)

δLFPG = −δη̄a ∂ ·Dacηc − η̄a ∂µδ (Dµ
acηc) . (6.308)

Der erste Term lautet mit Gl. (6.306)

− δη̄a ∂ ·Dacηc =
λ

g
(∂ · Aa) ζ ∂ ·Dacηc = −λ

g
(∂ · Aa) (∂ ·Dacηc) ζ , (6.309)

wobei das Minus-Zeichen im letzten Schritt durch (Anti-)Vertauschung der beiden
Graßmann–Variablen ζ und ηc zustande kommt. Wir sehen, dass dieser Term sich
exakt mit δLgf , Gl. (6.307), weghebt.

Für die gesamte Änderung der Lagrange-Dichte (6.293) unter einer BRST–Transformation
verbleibt also lediglich der zweite Term aus Gl. (6.308),

δL = −η̄a ∂µδ (Dµ
acηc) .

Wir zeigen nun, dass dies verschwindet. In linearer Ordnung in δηc und δAbµ haben wir

δ (Dµ
acηc) = δ [(δac ∂

µ + g fabcA
µ
b ) ηc]

= ∂µδηa + g fabc (δAµb ηc + Aµb δηc)

= −1

2
fabc ∂

µ (ηbηc) ζ − fabc (Dµ
bd ηd) ζηc −

g

2
fabcA

µ
b fcde ηdηe ζ ,

wobei wir die Glgen. (6.303) und (6.305) benutzt haben. Wir berechnen dies nun weiter,
indem wir im ersten Term die Produktregel, im zweiten Term die Definition (6.296) und
die Antivertauschungseigenschaften von Graßmann–Variablen ausnutzen,

δ (Dµ
acηc) =

{
−1

2
fabc [(∂µηb) ηc − (∂µηc) ηb] + fabc (∂µηb + g fbedA

µ
eηd) ηc

− g

2
fabcfcdeA

µ
b ηdηe

}
ζ

=
[
−fabc (∂µηb) ηc + fabc (∂µηb + g fbedA

µ
eηd) ηc −

g

2
fabcfcdeA

µ
b ηdηe

]
ζ

=
g

2
(2facefcbd − fabcfcde)Aµb ηdηeζ ,
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wobei wir von der vorletzten zur letzten Zeile im ersten Term lediglich Indizes umbenannt
haben (b → c, c → e, e → b). Mit der Jacobi-Identität für die Strukturkonstanten der
SU(N) (vgl. Vorlesung ”Quantenmechanik II”, Gl. (2.62))

0 = fabcfcde + fadcfceb + faecfcbd (6.310)

berechnen wir weiter:

δ (Dµ
acηc) =

g

2
(−2faecfcbd − fabcfcde)Aµb ηdηeζ

=
g

2
(−faecfcbd − faecfcbd − fabcfcde)Aµb ηdηeζ

=
g

2
(−faecfcbd + fadcfceb)A

µ
b ηdηeζ

=
g

2
(fadcfcbe + fadcfceb)A

µ
b ηdηeζ ≡ 0 , (6.311)

wobei wir zur letzten Zeile im ersten Term die Summationsindizes d↔ e vertauscht haben,
aber wegen ηeηd = −ηdηe ein weiteres Minuszeichen erhalten. Der gesamte Ausdruck
verschwindet aufgrund der Antisymmetrie der Strukturkonstanten. Insgesamt haben wir
damit die BRST–Invarianz der Lagrange–Dichte (6.293) gezeigt.

Wir werden nun aus der Forderung, dass das erzeugende Funktional für die Yang–
Mills–Theorie BRST–invariant ist, die sog. Slavnov–Taylor–Identitäten herleiten, das
Analogon zu den Ward-Takahashi–Identitäten der QED. Es ist zweckmäßig, nicht nur für
das Eichfeld Aaµ und die Geistfelder η̄a und ηa Quellen einzuführen, sondern auch für die
Terme 1

g
Dµ
acηc und −1

2
fabcηbηc:

Z[s, x, y;u, v] = N
∫
DAaµDη̄aDηa exp

{
i

∫
d4X

[
L+ saµA

µ
a + xaηa + yaη̄a

+ uaµ
1

g
Dµ
acηc + va

(
−1

2
fabcηbηc

)]}
.

(6.312)

Man beachte, dass xa, ya und uaµ Graßmann–wertig sind, va dagegen eine gewöhnliche
c-Zahl.

Nun führen wir eine BRST–Transformation von Z[s, x, y;u, v] durch. Im Exponenten
ist L BRST–invariant, wie wir gerade gezeigt haben. Ferner ist der Koeffizient von uaµ,
Dµ
acηc, BRST–invariant, s. Gl. (6.311). Desweiteren ist auch der Koeffizient von va BRST–

invariant, denn mit Gl. (6.305) erhalten wir

δ
(
fabcηbηc

)
= fabc

[(
δηb
)
ηc + ηbδηc

]
= −1

2
fabc

(
f bdeηdηeζηc + f cdeηbηdηeζ

)
=

1

2
fabc

(
f bdeηdηeηc − f cdeηbηdηe

)
ζ

=
1

2
fabc

(
f bdeηcηdηe − f cdeηbηdηe

)
ζ

= −1

2
fabc

(
f cdeηbηdηe + f cdeηbηdηe

)
ζ

= −fabcf cdeηbηdηeζ ,
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wobei wir zur vorletzten Zeile die Indizes b ↔ c im ersten Term umbenannt haben und
die Antisymmetrie der Strukturkonstanten, facb = −fabc, ausgenutzt haben. Nutzen wir
die Antivertauschungsregeln für Graßmann–Variablen, können wir das Ergebnis in der
folgenden Form schreiben,

δ
(
fabcηbηc

)
= −1

3
fabcf cde

(
ηbηdηe + ηdηeηb + ηeηbηd

)
ζ

= −1

3

(
fabcf cde + faecf cbd + fadcf ceb

)
ηbηdηeζ ≡ 0 ,

wobei wir zur letzten Zeile die Indizes im zweiten und dritten Term der ersten Zeile
geeignet umbenannt haben. Die rechte Seite verschwindet aufgrund der Jacobi-Identität
(6.310).

Wir zeigen nun, dass auch das Integrationsmasß in Gl. (6.312) BRST–invariant ist.
Dazu müssen wir folgende Jacobi-Determinante berechnen:

J ≡ det

(
δ[Aaµ(X) + δAaµ(X), η̄a(X) + δη̄a(X), ηa(X) + δηa(X)]

δ[Abν(Y ), η̄b(Y ), ηb(Y )]

)
(6.313)

= det

(
1 +

δ[δAaµ(X), δη̄a(X), δηa(X)]

δ[Abν(Y ), η̄b(Y ), ηb(Y )]

)
≡ det (1 + δA) . (6.314)

Nun ist

lnJ = ln det (1 + δA) = Tr ln (1 + δA) = −
∞∑
n=1

(−1)n

n
Tr (δA)n .

Da δA ∼ ζ (s.u., Gl. (6.319)), bricht die Summe (wegen ζ2 = 0) nach dem ersten Term
ab und wir erhalten

lnJ = Tr δA = Tr

(
δ[δAaµ(X), δη̄a(X), δηa(X)]

δ[Abν(Y ), η̄b(Y ), ηb(Y )]

)
.

Mit den Glgen. (6.303), (6.305) und (6.306) berechnen wir die nichtverschwindenden Ele-
mente von δA,

δ(δAaµ(X))

δAbν(Y )
= −fabcηc(X) g ν

µ δ(4)(X − Y ) ζ , (6.315)

δ(δAaµ(X))

δηb(Y )
= −1

g
Dab
µ (X)δ(4)(X − Y ) ζ , (6.316)

δ(δηa(X))

δηb(Y )
= −1

2
facd

[
δbcηd(X)− ηc(X)δbd

]
δ(4)(X − Y ) ζ

= −fabcηc(X) δ(4)(X − Y ) ζ , (6.317)

δ(δη̄a(X))

δAbν(Y )
= −λ

g
∂νxδ

abδ(4)(X − Y ) ζ . (6.318)

Schematisch nimmt das (X, Y )–Element der Matrix δA daher folgende Form an:

δA(X, Y ) =

 −fabcηc(X) g ν
µ 0 −1

g
Dab
µ (X)

−λ
g
∂νxδab 0 0

0 0 −fabcηc(X)

 δ(4)(X − Y ) ζ . (6.319)
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Man beachte, dass das (1, 1)–Element auch noch eine Matrix im Raum der adjungier-
ten Farben (Indizes a, b) und eine Lorentz–Matrix (Indizes µ und ν) ist, während das
(1, 3)–Element ebenfalls eine Farbmatrix und einen Lorentz–Vektor darstellt. Das (2, 1)–
Element ist lediglich ein Lorentz–Vektor und das (3, 3)–Element lediglich eine Farbmatrix.
Die Spur von δA verschwindet nun, da die fabc antisymmetrisch sind, also keine nichtver-
schwindenden Haupt-Diagonalelemente (Terme ∼ δab) existieren. Daher gilt

lnJ = Tr δA = 0 , J = 1 . (6.320)

Die Bedingung, dass Z[s, x, y;u, v], Gl. (6.312), BRST–invariant ist, lautet nun 4.6.2021

Z[s, x, y;u, v] ≡ ZBRST [s, x, y;u, v]

= N
∫
DAaµDη̄aDηa exp

{
i

∫
d4X

[
L+ saµ

(
Aµa + δAaµ

)
+ xa (ηa + δηa) + ya (η̄a + δη̄a) + uaµ

1

g
Dµ
acηc + va

(
−1

2
fabcηbηc

)]}
= N

∫
DAaµDη̄aDηa

[
1 + i

∫
d4X

(
saµδA

µ
a + xaδηa + yaδη̄a

)]
× exp

{
i

∫
d4Y

[
L+ saµA

µ
a + xaηa + yaη̄a + uaµ

1

g
Dµ
acηc + va

(
−1

2
fabcηbηc

)]}
.

(6.321)

Hier haben wir von der zweiten zur dritten Zeile alle Terme im Exponenten, die δAaµ, δη
a

und δη̄a enthalten, in Form einer Exponentialfunktion faktorisiert und diese dann nach
Taylor entwickelt. Da aber δAaµ, δη

a und δη̄a proportional zu ζ sind, bricht diese Taylor-
reihe nach dem linearen Term in ζ ab. Nun benutzen wir die Glgen. (6.303), (6.305) und
(6.306) und erhalten

Z[s, x, y;u, v] ≡ ZBRST [s, x, y;u, v]

= N
∫
DAaµDη̄aDηa

[
1 + iζ

∫
d4X

(
saµ

1

g
Dµ
acηc + xa

1

2
fabcηbηc + ya

λ

g
∂µA

µ
a

)]
× exp

{
i

∫
d4Y

[
L+ saµA

µ
a + xaηa + yaη̄a + uaµ

1

g
Dµ
acηc + va

(
−1

2
fabcηbηc

)]}
=

[
1 + iζ

∫
d4X

(
saµ

1

i

δ

δuaµ
− xa 1

i

δ

δva
+ ya

λ

g
∂µ

1

i

δ

δsaµ

)]
Z[s, x, y;u, v] , (6.322)

wobei wir den Vorfaktor der Exponentialfunktion wieder aus dem Funktionalintegral unter
Ersetzung von Feldern durch entsprechende Funktionalableitungen nach Quellen heraus-
gezogen haben. Die Bedingung, dass Z[s, x, y;u, v] BRST–invariant ist, lautet nun

0 =

∫
d4X

(
saµ
δZ

δuaµ
− xa δZ

δva
+ ya

λ

g
∂µ
δZ

δsaµ

)
⇐⇒ 0 =

∫
d4X

(
saµ
δW

δuaµ
− xa δW

δva
+ ya

λ

g
∂µ
δW

δsaµ

)
, (6.323)
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wobei wir Z = eiW benutzt haben.
Wir führen nun die Legendre–Transformierte von W ein,

Γ[A, η, η̄;u, v] ≡ W [s, x, y;u, v]−
∫

d4X
(
saµA

µ
a + xaηa + yaη̄a

)
, (6.324)

wobei
δW

δsaµ
= Aµa ,

δW

δxa
= ηa ,

δW

δya
= η̄a . (6.325)

Damit zeigt man, dass

δΓ

δAaµ
= −sµa ,

δΓ

δηa
= xa ,

δΓ

δη̄a
= ya . (6.326)

Desweiteren gilt
δW

δuaµ
=

δΓ

δuaµ
,

δW

δva
=

δΓ

δva
, (6.327)

da die Abhängigkeit von W von den Feldern uaµ und va nicht Legendre-transformiert wird.
Mit den Glgen. (6.325) – (6.327) wird Gl. (6.323) zu

0 =

∫
d4X

(
− δΓ

δAµa

δΓ

δuaµ
− δΓ

δηa
δΓ

δva
+
δΓ

δη̄a
λ

g
∂µA

µ
a

)
. (6.328)

Diese Gleichung läßt sich noch etwas vereinfachen, indem man ausnutzt, dass Differentia-
tion nach und Integration über Graßmann–Variablen im Prinzip dasselbe sind, d.h.∫

dη̄a(X)
δ

δη̄a(X)
f(η̄a(X)) ≡

∫
dη̄a(X) dη̄a(X) f(η̄a(X)) ≡ 0 .

Also gilt

0 = N
∫
DAaµDη̄aDηa

δ

δη̄a(X)
exp

{
i

∫
d4Y

[
LYM + Lgf − η̄a∂µDac

µ η
c

+ saµA
µ
a + xaηa + yaη̄a + uaµ

1

g
Dµ
acηc + va

(
−1

2
fabcηbηc

)]}
= N

∫
DAaµDη̄aDηa i

[
−∂µDac

µ (X)ηc(X)− ya(X)
]

exp

{
i

∫
d4Y

[
L+ saµA

µ
a

+ xaηa + yaη̄a + uaµ
1

g
Dµ
acηc + va

(
−1

2
fabcηbηc

)]}
= N

∫
DAaµDη̄aDηa i

[
−∂µ

g

i

δ

δuaµ(X)
− ya(X)

]
exp

{
i

∫
d4Y

[
L+ saµA

µ
a

+ xaηa + yaη̄a + uaµ
1

g
Dµ
acηc + va

(
−1

2
fabcηbηc

)]}
= i

[
−∂µ

g

i

δ

δuaµ(X)
− ya(X)

]
Z[s, x, y;u, v] . (6.329)
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

Ersetzen wir Z durch W = −i lnZ und benutzen die Glgen. (6.326) und (6.327), so
erhalten wir

− g ∂µ
δΓ

δuaµ
= ya =

δΓ

δη̄a
. (6.330)

Damit wird Gl. (6.328) zu

0 =

∫
d4X

[
δΓ

δAµa

δΓ

δuaµ
+
δΓ

δηa
δΓ

δva
+ g

(
∂µ

δΓ

δuaµ

)
λ

g
∂νA

ν
a

]
=

∫
d4X

[
δΓ

δuaµ

(
δΓ

δAµa
− λ ∂µ∂νAνa

)
+
δΓ

δηa
δΓ

δva

]
, (6.331)

wobei wir im letzten Schritt partiell integriert haben. Wir definieren nun noch das Funk-
tional

Γ′ ≡ Γ +
λ

2

∫
d4X (∂ · Aa)2 . (6.332)

Es gilt

δΓ′

δAµa(X)
=

δΓ

δAµa(X)
+ λ

∫
d4Y [∂yνA

ν
a(Y )] ∂yµδ

(4)(X − Y )

=
δΓ

δAµa(X)
− λ

∫
d4Y ∂yµ [∂yνA

ν
a(Y )] δ(4)(X − Y )

=
δΓ

δAµa(X)
− λ ∂µ∂νAνa(X) , (6.333)

während alle anderen funktionalen Ableitungen unverändert bleiben,

δΓ′

δuaµ
=

δΓ

δuaµ
,

δΓ′

δηa
=

δΓ

δηa
,

δΓ′

δva
=

δΓ

δva
. (6.334)

Mit den Glgen. (6.333), (6.334) wird Gl. (6.331) zu

0 =

∫
d4X

[
δΓ′

δuaµ

δΓ′

δAµa
+
δΓ′

δηa
δΓ′

δva

]
. (6.335)

Dies ist die Gleichung, die die Basis für die Slavnov–Taylor–Identitäten bildet.
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7 Spontane Symmetriebrechung

7.1 Das Vakuum und spontane Symmetriebrechung

Das Vakuum ist per Definition der Zustand niedrigster Energie, d.h. der Grund-
zustand. In der klassischen Physik entspricht dieser dem Minimum der potentiellen
Energie.

Dies gilt auch in der Quantenfeldtheorie. Betrachten wir z.B. die φ4–Theorie mit der
Lagrange–Dichte (6.1), die wir in der Form

L =
1

2
∂µφ ∂

µφ− V (φ) (7.1)

schreiben können, mit der potentiellen Energiedichte, oder kurz (aber nicht ganz
korrekt) dem Potential

V (φ) =
m2

2
φ2 +

λ

4!
φ4 . (7.2)

Solange m2 > 0 und λ > 0, besitzt V (φ) ein Minimum bei φ = φ0 = 0, s. Abb. 7.1.

0

0

(φ)(φ)V

φ

Abbildung 7.1: Die potentielle Energiedichte der φ4–Theorie für m2 > 0, λ > 0.

Das Vakuum oder der Grundzustand liegt also bei φ0 = 0. Die Krümmung des Potentials
am Minimum ist

d2V (φ)

dφ2

∣∣∣∣
φ=φ0=0

= m2 > 0 . (7.3)
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7 Spontane Symmetriebrechung

Bislang haben wir m2 als die (quadrierte) Masse der Anregungen des neutralen skalaren
Feldes φ interpretiert. Aber das Feld φ muss nicht notwendigerweise Teilchen mit der
Masse m beschreiben. In der Theorie der kritischen Phänomene beispielsweise kann
φ der Ordnungsparameter für einen Phasenübergang sein.

Das Potential V (φ) ist auch nicht notwendigerweise auf quadratische und quartische
Terme beschränkt. Allgemeiner kann es z.B. ein Polynom in φ sein,

V̄ (φ) =
N∑
n=1

αn
n!
φn . (7.4)

Die einzige physikalisch begründbare Forderung, die man an das Potential V̄ (φ) stellt ist,
dass es nach unten beschränkt sein muss. Dies bedeutet, dass αN > 0 und N eine
gerade Zahl sein muss (ansonsten geht V̄ (φ) → −∞ für αN > 0 und φ → −∞ oder für
αN < 0 und φ→ +∞). Eine zusätzliche Forderung im Rahmen der Quantenfeldtheorie ist,
dass V̄ (φ) renormierbar ist (s. Kap. 8). Diese Forderung wird dann eine obere Schranke
für N setzen (die i.a. von der Zahl der Raum-Zeit-Dimensionen abhängt).

Wir machen nun einen Gedankensprung, der aus der Tatsache resultiert, dass die Theo-
rie (7.1) allgemeiner gültig ist als die bislang studierte Anwendung als wechselwirkende
Quantenfeldtheorie neutraler skalarer Teilchen. Wir fragen uns deshalb, warum man m2

auf positive Werte beschränken muss. Wenn wir auch Werte m2 < 0 zulassen, dann hat
das Potential (für λ > 0, was aufgrund der Beschränktheit nach unten gefordert werden
muss) die in Abb. 7.2 gezeigte Form.

0

0

−φ

(φ)V

+φ
0 0

Abbildung 7.2: Die potentielle Energiedichte der φ4–Theorie für m2 < 0, λ > 0.

Wie man sieht, liegt der Grundzustand nun nicht länger bei φ = 0. Dieser Punkt
entspricht jetzt einem lokalen Maximum des Potentials. Die beiden energetisch ent-
arteten Minima bestimmt man als nicht-triviale Lösungen der Gleichung

0 =
dV (φ)

dφ

∣∣∣∣
φ=±φ0

= ±φ0

(
m2 +

λ

3!
φ2

0

)
⇐⇒ ±φ0 = ±

√
− 6m2

λ
. (7.5)
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7.1 Das Vakuum und spontane Symmetriebrechung

Das System wählt eines der beiden (aber nicht beide gleichzeitig) als Grundzustand aus.
Die Krümmung des Potentials am lokalen Maximum bei φ = 0 ist

d2V (φ)

dφ2

∣∣∣∣
φ=0

= m2 < 0 , (7.6)

aber in den beiden Minima

d2V (φ)

dφ2

∣∣∣∣
φ=±φ0

= m2 +
λ

2
φ2

0 = m2 − λ

2

6m2

λ
= −2m2 > 0 . (7.7)

Der Fall m2 < 0 ist ein klassisches Beispiel für die spontane Symmetriebrechung.
Spontane Symmetriebrechung liegt dann vor, wenn eine Theorie (genauer gesagt, die
Lagrange–Dichte der Theorie) eine Symmetrie besitzt, aber das Vakuum bzw. der Grund-
zustand diese Symmetrie nicht erfüllt. Im hier diskutierten Beispiel besitzt die Lagrange–
Dichte (7.1) eine sog. Z2–Symmetrie, d.h. sie ist invariant unter der Z2–Transformation

φ −→ −φ . (7.8)

Der Grundzustand besitzt diese Symmetrie jedoch nicht, denn wenn wir annehmen, dass
das System bei +φ0 (−φ0) im Grundzustand ist, so geht dieser unter der Z2–Transforma-
tion (7.8) in −φ0 (+φ0) über, oder anders ausgedrückt, das System geht vom rechten
(linken) Minimum in Abb. 7.2 in das linke (rechte) über.

Physikalische Anregungen, sprich Teilchen, entsprechen Fluktuationen um den Grund-
zustand. Wir zerlegen das Feld gemäß

φ = φ0 + φ′ , (7.9)

wobei φ′ die Fluktuation des Feldes um den Grundzustand φ0 darstellt. Setzen wir dies
in die Lagrange–Dichte (7.1) ein, so erhalten wir (unter der Annahme φ0 = const.)

L =
1

2
∂µφ

′∂µφ′ − m2

2

(
φ2

0 + 2φ0φ
′ + φ′ 2

)
− λ

4!

(
φ4

0 + 4φ3
0φ
′ + 6φ2

0φ
′ 2 + 4φ0φ

′ 3 + φ′ 4
)

=
1

2
∂µφ

′∂µφ′ − 1

2

(
m2 +

λ

2
φ2

0

)
φ′ 2 − λ

3!
φ0φ

′ 3 − λ

4!
φ′ 4 − V (φ0)−

(
m2 +

λ

3!
φ2

0

)
φ0φ

′

=
1

2
∂µφ

′∂µφ′ − 1

2

(
−2m2

)
φ′ 2 − λ

3!
φ0φ

′ 3 − λ

4!
φ′ 4 + const. . (7.10)

Hier haben wir im letzten Schritt die Bedingung (7.5) für das Minimum φ0 des Potentials
benutzt, woraufhin der letzte Term in der vorletzten Zeile verschwindet. Das Potential
V (φ0) am Minimum stellt eine (irrelevante) Konstante dar,

V (φ0) =

(
m2

2
+
λ

4!
φ2

0

)
φ2

0 = −
(
m2

2
− λ

4!

6m2

λ

)
6m2

λ
= −m

2

4

6m2

λ
= −3m4

2λ
= const. ,

(7.11)
die lediglich den Nullpunkt der Energieskala verschiebt, und daher im folgenden wegge-
lassen werden kann.
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7 Spontane Symmetriebrechung

Gleichung (7.10) stellt die Lagrange–Dichte einer Theorie für das Fluktuationsfeld φ′

dar. Die Fluktuationen (Teilchen) tragen die (quadrierte) Masse µ2 ≡ −2m2 > 0. Gemäß
Gl. (7.7) ist die Masse identisch mit der Krümmung des Potentials am Minimum. Spontane
Symmetriebrechung erzeugt auch eine neue Wechselwirkung; zur ursprünglichen quarti-
schen (4–Punkt–)Wechselwirkung (λ/4!)φ′ 4 kommt nun eine kubische (3–Punkt–) Wech-
selwirkung (λ/3!)φ0φ

′ 3 hinzu. Diese ist proportional zum Wert des (ursprünglichen) Fel-
des φ im Grundzustand, φ0, d.h. seinem Vakuumerwartungswert. Man beachte jedoch,
dass die Lagrange–Dichte trotz dieser kubischen Wechselwirkung immer noch die ur-
sprüngliche Z2–Symmetrie aufweist. Die entsprechende Transformation lautet nämlich
aufgrund der Verschiebung (7.9) nicht einfach φ′ → −φ′ (hier würde der kubische Term
die Z2–Symmetrie in der Tat brechen), sondern φ′+φ0 → −(φ′+φ0). Ferner sollte erwähnt
werden, dass der Vakuumerwartungswert φ0 des Feldes nicht unbedingt physikalisch ob-
servabel sein muss.

9.6.2021

Das obige Beispiel ist in vielerlei Hinsicht das einfachste denkbare. Weil Z2 eine dis-
krete Symmetriegruppe ist, passiert auch nicht allzu viel Aufregendes. Viel interessanter
ist der Fall, bei dem eine kontinuierliche Symmetrie spontan gebrochen wird. Um dies
näher zu beleuchten, betrachten wir die einfachste uns bekannte kontinuierliche Symme-
triegruppe, nämlich U(1), in Verbindung mit der einfachsten uns bekannten Feldtheorie,
dem geladenen skalaren Feld,

L = ∂µΦ∗∂µΦ− V (Φ,Φ∗) ,

V (Φ,Φ∗) = m2Φ∗Φ + λ(Φ∗Φ)2 . (7.12)

Diese Theorie besitzt eine globale U(1)–Symmetrie, d.h. die Lagrange–Dichte ist inva-
riant unter der U(1)–Transformation

Φ −→ Φ′ = e−iΛΦ , Φ∗ −→ Φ′ ∗ = eiΛΦ∗ , Λ = const. . (7.13)

Für m2 > 0 ist der Grundzustand wiederum bei Φ = Φ∗ = 0. Für m2 < 0 ist er jedoch
die nicht-triviale Lösung der Gleichung

0 =
∂V (Φ,Φ∗)

∂Φ

∣∣∣∣
Φ=Φ0

= m2Φ∗0 + 2λ(Φ∗0Φ0)Φ∗0 = (m2 + 2λ|Φ0|2)Φ∗0 ⇐⇒ |Φ0|2 = −m
2

2λ
.

(7.14)
In der komplexen Φ–Ebene hat das Potential die Gestalt eines “Mexikanerhutes” oder die
des Bodens einer Weinflasche, s. Abb. 7.3.

Es gibt unendlich viele Minima des Potentials V (Φ,Φ∗); sie liegen auf einem Kreis mit
Radius |Φ0| =

√
−m2/2λ in der komplexen Φ–Ebene. Das System wählt einen dieser

Zustände als Grundzustand aus, z.B. den für verschwindenden Imaginärteil und positiven
Realteil, Φ0 ≡ |Φ0|. Dieses “Auswählen” ist synonym mit der spontanen Brechung der
Symmetrie (in diesem Fall U(1)).

Wir bestimmen nun die Lagrange–Dichte für die physikalischen Anregungen (Teilchen)
im Fall der spontan gebrochenen U(1)–Symmetrie. Dazu müssen wir die Felder Φ,Φ∗

wieder in Grundzustand und Fluktuationen um denselben zerlegen. Der Einfachheit halber

256



7.1 Das Vakuum und spontane Symmetriebrechung

Abbildung 7.3: Die potentielle Energiedichte (7.12) für m2 < 0, λ > 0. [21]

nehmen wir für den Grundzustand

Φ0 =
1√
2

(φ0,1 + iφ0,2) = |Φ0| , φ0,1 =
√

2 |Φ0| =
√
−m

2

λ
, φ0,2 = 0 . (7.15)

Die gesuchte Zerlegung lautet nun

Φ = Φ0 + Φ′ = |Φ0|+
1√
2

(φ′1 + iφ′2) , Φ∗ = |Φ0|+
1√
2

(φ′1 − iφ′2) . (7.16)

Setzen wir dies in die Lagrange–Dichte (7.12) ein, so erhalten wir

L =
1

2
∂µ(φ′1 − iφ′2)∂µ(φ′1 + iφ′2)−m2

(
|Φ0|+

φ′1 − iφ′2√
2

)(
|Φ0|+

φ′1 + iφ′2√
2

)
−λ
[(
|Φ0|+

φ′1 − iφ′2√
2

)(
|Φ0|+

φ′1 + iφ′2√
2

)]2

=
1

2
(∂µφ

′
1∂

µφ′1 + ∂µφ
′
2∂

µφ′2)−m2|Φ0|2 −
√

2m2|Φ0|φ′1 −
m2

2

(
φ′ 21 + φ′ 22

)
−λ
[
|Φ0|4 + 2|Φ0|2φ′ 21 +

1

4

(
φ′ 21 + φ′ 22

)2
+ 2
√

2 |Φ0|3φ′1 + |Φ0|2
(
φ′ 21 + φ′ 22

)
+
√

2|Φ0|φ′1
(
φ′ 21 + φ′ 22

)]
=

1

2
(∂µφ

′
1∂

µφ′1 + ∂µφ
′
2∂

µφ′2)− 1

2

(
m2 + 6λ|Φ0|2

)
φ′ 21 −

1

2

(
m2 + 2λ|Φ0|2

)
φ′ 22

−
√

2λ|Φ0|φ′1
(
φ′ 21 + φ′ 22

)
− λ

4

(
φ′ 21 + φ′ 22

)2 −
√

2φ′1(m2 + 2λ|Φ0|2)|Φ0|

−V (|Φ0|, |Φ0|)

=
1

2
(∂µφ

′
1∂

µφ′1 + ∂µφ
′
2∂

µφ′2)− 1

2

(
m2 + 6λ|Φ0|2

)
φ′ 21 −

1

2

(
m2 + 2λ|Φ0|2

)
φ′ 22

−
√

2λ|Φ0|φ′1
(
φ′ 21 + φ′ 22

)
− λ

4

(
φ′ 21 + φ′ 22

)2
+ const. , (7.17)
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7 Spontane Symmetriebrechung

wobei zum vorletzten Schritt die Definition (7.12) des Potentials benutzt wurde und zum
letzten Schritt der vorletzte Term aufgrund von Gl. (7.14) verschwindet und das Potential
V (|Φ0|, |Φ0|) nur eine irrelevante Konstante darstellt, die im folgenden weggelassen wird.
Die Lagrange–Dichte (7.17) repräsentiert eine Theorie mit zwei neutralen skalaren Feldern,
die mittels kubischen und quartischen Termen miteinander wechselwirken. Die Quanten
des Feldes φ′1 sind Teilchen mit (quadratischer) Masse

m2
1 = m2 + 6λ|Φ0|2 = m2 − 6λ

m2

2λ
= −2m2 = 4λ|Φ0|2 , (7.18)

während die Quanten des Feldes φ′2 Teilchen mit der (quadratischen) Masse

m2
2 = m2 + 2λ|Φ0|2 = m2 − 2λ

m2

2λ
≡ 0 (7.19)

sind. Die Existenz eines masselosen Feldes, eines sog. Goldstone–Bosons, ist eine Kon-
sequenz der spontanen Brechung einer kontinuierlichen Symmetrie. Dies folgt aus dem
sog. Goldstone–Theorem, welches wir im nächsten Abschnitt besprechen.

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir noch ein physikalisch anschauliches Argument
geben, warum das Feld φ′1 massiv, das Feld φ′2 jedoch masselos ist. Dazu betrachten
wir wieder Abb. 7.3. Der Grundzustand |Φ0| ist hier gerade das rechte Minimum des
Potentials auf der φ1–Achse. Um von diesem Punkt aus in φ1–Richtung (die identisch mit
der φ′1–Richtung ist) fluktuieren zu können, muss man gegen die positive Krümmung des
Potentials anlaufen. Diese Krümmung entspricht aber gerade der Masse des Feldes φ′1,

∂2V (φ′1, φ
′
2)

∂φ′ 21

∣∣∣∣
φ′1=φ′2=0

= m2 + 6λ|Φ0|2 = m2
1 . (7.20)

Dagegen kosten Fluktuationen in φ2–Richtung (die identisch mit der φ′2–Richtung ist)
vom Grundzustand aus keine Energie, denn man läuft entlang des Kreises mit Radius
|Φ0|. Das Potential hat in dieser Richtung keine Krümmung und die Masse des Feldes φ′2
verschwindet,

∂2V (φ′1, φ
′
2)

∂φ′ 22

∣∣∣∣
φ′1=φ′2=0

= m2 + 2λ|Φ0|2 = m2
2 = 0 . (7.21)

7.2 Das O(N)–Modell und das Goldstone–Theorem

Wir betrachten die folgende Lagrange–Dichte,

L =
1

2
∂µ~φ · ∂µ~φ−

m2

2
~φ · ~φ− λ

N
(~φ · ~φ)2 , (7.22)

wobei
~φ = (φ1, . . . , φN)T , (7.23)

ein N–komponentiges, reelles skalares Feld ist. Offensichtlich ist die Lagrange–Dichte
(7.22) invariant unter O(N)–Transformationen des Feldes ~φ,

~φ −→ ~φ ′ = Ô(g) ~φ . (7.24)
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7.2 Das O(N)–Modell und das Goldstone–Theorem

Hier ist Ô(g) die Darstellung eines Elementes g ∈ G, wobei G = O(N) die Gruppe

der orthogonalen Transformationen in N Dimensionen ist. Da ~φ ein N–komponentiger
Vektor ist, muss Ô(g) eine orthogonale (N × N)–Matrix sein. Da O(N) aber auch eine
(nicht-Abelsche) Lie–Gruppe ist, wissen wir, dass Ô(g) die folgende Form haben muss,

Ô(g) = e−iαkTk , (7.25)

mit den Parametern αk und den Generatoren Tk der Gruppe O(N). Eine Summe über
k von 1 bis N(N − 1)/2 (die Zahl der Generatoren der O(N)) ist impliziert.

Beispiel: N = 2. O(2) ist die Gruppe der orthogonalen Transformationen in zwei Di-
mensionen, also mit anderen Worten die Gruppe der Drehungen in einer Ebene. Die Zahl
der Generatoren ist N(N − 1)/2 = 1; der einzige Generator T1 ≡ τ2 ist identisch mit der
zweiten Pauli–Matrix. Der einzige Parameter α1 ≡ Λ ist der Drehwinkel in der Ebene.
Die (2× 2)–Matrix-Darstellung von Elementen der O(2) lautet

Ô(g) = e−iΛτ2 =
∞∑
n=0

(−i)n

n!
Λnτn2 =

∞∑
n=0

(−i)2n

(2n)!
Λ2nτ 2n

2 +
∞∑
n=0

(−i)2n+1

(2n+ 1)!
Λ2n+1τ 2n+1

2

= 1
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
Λ2n − iτ2

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
Λ2n+1 = 1 cos Λ− iτ2 sin Λ

=

(
cos Λ − sin Λ
sin Λ cos Λ

)
, (7.26)

wobei wir τ 2
2 = 12×2 ≡ 1 benutzt haben. Dies ist in der Tat eine Drehmatrix für eine

Drehung in zwei Dimensionen, d.h. in einer Ebene, um den Winkel Λ.
Wie gehabt suchen wir das Minimum des Potentials

V (~φ) =
m2

2
~φ · ~φ+

λ

N
(~φ · ~φ)2 . (7.27)

Für m2 > 0 ist das Minimum offensichtlich bei ~φ = 0, aber für m2 < 0 befindet es sich
bei

0 =
∂V (~φ)

∂φi

∣∣∣∣∣
~φ=~φ0

= φ0,i

(
m2 +

4λ

N
|~φ0|2

)
⇐⇒ |~φ0| ≡ φ0 =

√
−Nm

2

4λ
. (7.28)

Dies entspricht wieder einem Kontinuum von Punkten imN–dimensionalen Raum, nämlich
die gesamte Oberfläche der N–dimensionalen Kugel mit Radius φ0 =

√
−Nm2/(4λ).

Das System wird als Grundzustand einen Punkt auf der Oberfläche auswählen (was der
spontanen Symmetriebrechung entspricht). O.B.d.A. können wir annehmen, dass er auf
einer der kartesischen Achsen liegt, z.B. der φ1–Achse,

~φ0 = (φ0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
N−1

)T (7.29)

Obwohl V (~φ) invariant unter O(N)–Transformationen ist,

V (~φ ′) = V (Ô(g)~φ) ≡ V (~φ) (7.30)
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(da V (~φ) nur vom Skalarprodukt ~φ · ~φ = |~φ|2 abhängt, welches invariant unter Drehungen
ist), ist es der Grundzustand i.a. nicht mehr,

~φ ′0 = Ô(g)~φ0 6= ~φ0 . (7.31)

Die Wahl eines bestimmten Grundzustands, z.B. (7.29), bricht die O(N)–Symmetrie spon-
tan. Dennoch verbleibt eine residuale O(N − 1)–Symmetrie, die Drehungen um die φ1–
Achse entspricht,

Ô(h) =

(
1

Ô(N−1)×(N−1)

)
. (7.32)

Hier ist h ein Element der Untergruppe H = O(N − 1) der ursprünglichen Symmetrie-
gruppe G = O(N), d.h. Ô(N−1)×(N−1) ist eine orthogonale (N−1)×(N−1)–Matrix. Diese
Transformationen lassen das Vakuum (7.29) offensichtlich invariant,

~φ ′0 = Ô(h)~φ0 ≡ ~φ0 . (7.33)

Beispiel: N = 3. Die Gruppe O(3) hat drei Generatoren, z.B.

T3 ≡ λ2 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , T2 ≡ λ5 =

 0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , T1 ≡ λ7 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 .

(7.34)
Diese erzeugen Drehungen um die z–, die y– und die x–Achse. Wenn das Vakuum in
Richtung der x–Achse zeigt, ~φ0 = (φ0, 0, 0)T , dann lassen Drehungen um diese Achse, also
in der zweidimensionalen (y, z)–Ebene, das Vakuum invariant. Die O(3)–Symmetrie ist
zu O(2) gebrochen und

Ô(h) = e−iα1T1 ≡ e−iΛλ7 =
∞∑
n=0

(−i)n

n!
Λnλn7

= 1 + λ2
7

∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!
Λ2n − iλ7

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
Λ2n+1

= 1 + λ2
7(cos Λ− 1)− iλ7 sin Λ

=

 1 0 0
0 cos Λ − sin Λ
0 sin Λ cos Λ

 . (7.35)

Hier haben wir

λ2
7 =

 0 0 0
0 1 0
0 0 1

 ≡ λ2n
7 (7.36)

benutzt.
Die Frage, die sich nun stellt, ist, wie viele Goldstone–Bosonen, also masselose An-

regungen, es gibt. Hierzu machen wir wieder die Zerlegung

~φ = ~φ0 + ~φ ′ (7.37)
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und setzen diese in die Lagrange–Dichte (7.22) ein. Dabei benutzen wir Gl. (7.29), so dass

~φ · ~φ = ~φ 2
0 + 2~φ0 · ~φ ′ + ~φ ′ 2 = φ2

0 + 2φ0φ
′
1 + ~φ ′ 2 . (7.38)

Bezeichnen wir noch

φ′1 ≡ σ , ~π ≡ (0, φ′2, . . . , φ
′
N)T =⇒ ~φ ′ 2 = σ2 + ~π 2 , (7.39)

so erhalten wir

L =
1

2
∂µσ∂

µσ +
1

2
∂µ~π · ∂µ~π −

m2

2

(
φ2

0 + 2φ0σ + σ2 + ~π 2
)

− λ
N

[
φ4

0 + 4φ2
0σ

2 + (σ2 + ~π 2)2 + 2φ2
0(σ2 + ~π 2) + 4φ3

0σ + 4φ0σ(σ2 + ~π 2)
]

=
1

2
∂µσ∂

µσ − 1

2

(
m2 +

12λ

N
φ2

0

)
σ2 +

1

2
∂µ~π · ∂µ~π −

1

2

(
m2 +

4λ

N
φ2

0

)
~π 2

−4λ

N
φ0 σ(σ2 + ~π 2)− λ

N
(σ2 + ~π 2)2 − φ0

(
m2 +

4λ

N
φ2

0

)
σ − V (φ0) . (7.40)

Der vorletzte Term verschwindet wieder aufgrund von Gl. (7.28). Der letzte Term stellt ei-
ne irrelevante Konstante dar und kann weggelassen werden. Insgesamt stellt die Lagrange–
Dichte (7.40) eine Theorie mit einer massiven Anregung, dem Feld σ, mit einer (qua-
drierten) Masse

m2
σ = m2 +

12λ

N
φ2

0 = m2 − 3m2 = −2m2 =
8λ

N
φ2

0 , (7.41)

und N − 1 masselosen Anregungen, den Komponenten des Feldes ~π, mit Masse

m2
π = m2 +

4λ

N
φ2

0 = 0 , (7.42)

dar. Die letztgenannten Freiheitsgrade sind die Goldstone–Bosonen, die aufgrund der
spontanen Brechung der O(N)–Symmetrie zu O(N − 1) auftreten.

11.6.2021

Gibt es ein allgemeines Kriterium, anhand dessen man die Zahl der Goldstone–Bosonen
bestimmen kann? Dazu betrachten wir die Taylor–Entwicklung des Potentials V (~φ) um

seinen Grundzustand ~φ0,

V (~φ) = V (~φ0) +
1

2

N∑
i,j=1

∂2V (~φ)

∂φi∂φj

∣∣∣∣∣
~φ=~φ0

(φi − φ0,i)(φj − φ0,j) +O
(
(φi − φ0,i)

3
)
. (7.43)

Hier haben wir bereits ausgenutzt, dass aufgrund der Definition von ~φ0 (als Minimum des
Potentials)

∂V (~φ)

∂φi

∣∣∣∣∣
~φ=~φ0

= 0 , i = 1, . . . , N . (7.44)
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Damit ~φ0 ein Minimum des Potentials darstellt, muss für die Massenmatrix gelten

M2
ij ≡

∂2V (~φ)

∂φi∂φj

∣∣∣∣∣
~φ=~φ0

≥ 0 ∀ i, j = 1, . . . , N . (7.45)

Die Frage ist nun, für welche Felder M2
ij > 0 und für welche M2

ij = 0 ist. Die letztgenann-
ten sind natürlich die Goldstone–Bosonen. Eine andere Formulierung der Tatsache, dass
es sich um masselose Teilchen handelt, ist zu sagen, dass das Potential in Richtung der
Goldstone–Freiheitsgrade flach ist bzw. keine Krümmung aufweist. Um zu klären, wel-
che Felder die Goldstone–Bosonen sind, betrachten wir eine Symmetrie–Transformation
(7.31) des Potentials V (~φ0) am Minimum und benutzen Gl. (7.43),

V (~φ ′0) = V (Ô(g)~φ0) = V (~φ0) +
1

2

N∑
i,j=1

∂2V (~φ)

∂φi∂φj

∣∣∣∣∣
~φ=~φ0

δφ0,iδφ0,j +O
(
δφ3

0,i

)
, (7.46)

wobei δφ0,i ≡ φ′0,i−φ0,i die Änderung der i–ten Komponente von ~φ0 unter der Symmetrie–

Transformation Ô(g) ist. Da das Potential invariant unter dieser Transformation ist, muss

V (~φ ′0) ≡ V (~φ0) sein und daher (bis zur quadratischen Ordnung in δφ0,i)

N∑
i,j=1

∂2V (~φ)

∂φi∂φj

∣∣∣∣∣
~φ=~φ0

δφ0,iδφ0,j =
N∑

i,j=1

M2
ij δφ0,iδφ0,j ≡ 0 . (7.47)

Nehmen wir an, dass g ∈ H. Dann ist ~φ ′0 = ~φ0 und δφ0,i = 0 ∀ i = 1, . . . , N . In diesem
Fall folgt aus Gl. (7.47), dass die Massenmatrix M2

ij beliebige Werte annehmen kann.

Für i = 2, . . . , N ist δφ0,i jedoch trivialerweise gleich null, weil Ô(g) für g ∈ H lediglich
Nullen in Nullen transformiert. Wir schließen daraus, dass wir für i, j = 2, . . . , N keine
Aussage über die Werte M2

ij der Massenmatrix treffen können. Für i = j = 1 können wir
M2

11 > 0 haben (obwohl auch zufällig M2
11 = 0 sein könnte). Dies ist die massive Mode.

Nun nehmen wir an, dass g 6∈ H. Dann ist ~φ ′0 6= ~φ0 und δφ0,i 6= 0 für einige (oder
zumindest ein gewisses) i. In diesem Fall ist g ∈ G/H (sprich “G modulo H”), d.h.
die Menge der (Links-)Nebenklassen (engl. (left-)coset) von H in G. Dies sind alle
Transformationen g ∈ G, die bis auf eine Transformation h ∈ H identisch sind. Die Menge
der Nebenklassen bildet i.a. keine Gruppe (sie ist eine Gruppe, falls H eine normale
Untergruppe bildet).

Die Dimension von G/H ist

dimG/H = dimG− dimH . (7.48)

In unserem Fall gilt daher

dim [O(N)/O(N − 1)] = dimO(N)− dimO(N − 1) . (7.49)

Die Dimension einer Lie–Gruppe ist die Zahl ihrer Generatoren, also N(N − 1)/2 für
O(N). Also haben wir

dim [O(N)/O(N − 1)] =
N(N − 1)

2
− (N − 1)(N − 2)

2
=
N − 1

2
(N −N + 2) = N − 1 .

(7.50)
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Die Dimension von G/H ist die Zahl der Generatoren, die Transformationen g ∈ G/H
erzeugen. In unserem Fall sind es N − 1 der ursprünglichen N(N − 1)/2 Generatoren
der O(N), die diese Transformationen erzeugen. Im obigen Beispiel für N = 3 sind zwei
Generatoren in G/H, nämlich T3 und T2, da der verbleibende Generator T1 ∈ H O(2)–
Transformationen um die x–Achse erzeugt.

Wir können nun danach fragen, wie viele linear unabhängige Transformationen g ∈
G/H existieren. Dies sind offensichtlich genau N − 1, nämlich eine für jeden Generator
in G/H. Für diese N − 1 Transformationen Ô(gj), gj ∈ G/H, j = 2, . . . , N , kann man
annehmen, dass δφ0,j 6= 0 ist, aber (bis zur Ordnung O(αj) im infinitesimalen Parameter
αj der Transformation) δφ0,i = 0 für i = 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , N . In unserem Beispiel

für N = 3 wären dies die Transformation Ô(g2), entsprechend einer Drehung um die z(!)–
Achse, mit δφ0,2 6= 0 und δφ0,1 = δφ0,3 = 0, und die Transformation Ô(g3), entsprechend
einer Drehung um die y(!)–Achse, mit δφ0,1 = δφ0,2 = 0 und δφ0,3 6= 0.

Für diese N − 1 Transformationen reduziert sich Gl. (7.47) jeweils auf

M2
jj = 0 , j = 2, . . . , N . (7.51)

Daraus folgt, dass die Zahl der Goldstone–Bosonen identisch ist mit der Zahl der
Generatoren in G/H. Dies ist eine allgemeine Schlussfolgerung und hängt nicht von der
speziellen Gruppe ab, die man betrachtet. Für das Symmetriebrechungsschema

O(N) −→ O(N − 1) (7.52)

haben wir aufgrund von Gl. (7.50) folglich O(N−1) Goldstone–Bosonen (2 im Fall N = 3,
die Anregungen in y– und z–Richtung entsprechen). Das Goldstone–Theorem fasst die-
se Beobachtungen formal zusammen:

Falls ein Feldoperator φ̂(X) existiert, der einen nichtverschwindenden Vakuu-
merwartungswert hat,

〈0|φ̂(X)|0〉 6= 0 , (7.53)

und falls φ̂(X) nicht wie ein Singulett unter einer Symmetriegruppe der La-
grange–Dichte transformiert, so existieren masselose Anregungen.

Beweis: Falls die Lagrange–Dichte L invariant unter Transformationen einer Gruppe G
ist (d.h. wenn G eine Symmetriegruppe von L ist), dann existieren aufgrund des Noether–
Theorems erhaltene Ströme. Für die Änderung des Feldoperators unter der Symmetrie-
transformation gilt

∆φ̂(X) = Ω̂a(X) δωa , (7.54)

vgl. Gl. (2.43), und die Noether–Stromdichte ist, falls wir uns auf interne Symmetrien
beschränken,

Ĵ µ
a (X) =

∂L
∂(∂µφ̂(X))

Ω̂a(X) , (7.55)

vgl. Gl. (2.59). Diese Stromdichte ist erhalten,

∂µĴ µ
a (X) = 0 , (7.56)
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mit den zugehörigen Noether–Ladungen

Q̂a =

∫
d3~x Ĵ 0

a (X) = const. , d.h.
dQ̂a

dt
= 0 . (7.57)

Die Ladungen tragen die Quantenzahlen der adjungierten Darstellung der Symme-
triegruppe. Sie genügen daher den Vertauschungsrelationen[

Q̂a, Q̂b

]
= Cabc Q̂c , (7.58)

wobei Cabc die Strukturkonstanten der Gruppe G darstellen. Aus diesem Grund stel-
len die Noether–Ladungen einen alternativen Satz von Generatoren der Gruppe G
dar (weil letztere dieselben Vertauschungsrelationen erfüllen). Für Lie–Gruppen ist eine
Darstellung eines Elementes g ∈ G folglich

Û(g) = e−iωaQ̂a . (7.59)

Falls das Vakuum invariant unter Transformationen g ∈ G ist, so gilt

Û(g) |0〉 = |0〉 . (7.60)

Für infinitesimale Transformationen lautet diese Gleichung[
1 − iωaQ̂a +O(ω2

a)
]
|0〉 = |0〉 , (7.61)

d.h. die Noether–Ladungen Q̂a müssen das Vakuum vernichten,

Q̂a |0〉 = 0 . (7.62)

Falls das Vakuum nicht invariant ist,

Û(g) |0〉 = |0〉′ 6= |0〉 , (7.63)

so gibt es verschiedene energetisch entartete Vakua und

Q̂a |0〉 6= 0 . (7.64)

Dies ist der Fall der spontanen Symmetriebrechung. Da φ̂(X) sich nicht wie ein Singulett
under G transformiert (also unter Transformationen aus G nicht invariant bleibt), existiert
ein φ̂′(X) 6= φ̂(X), so dass

φ̂(X) = Û(g) φ̂′(X) Û †(g) = φ̂′(X)− iωa
[
Q̂a, φ̂

′(X)
]

+O(ω2
a) 6= φ̂′(X) . (7.65)

Hier haben wir wieder infinitesimale Transformationen betrachtet und die Taylor–Entwick-
lung von Û(g) und Û †(g) benutzt (sowie die Tatsache, dass die Ladungen Q̂a hermitesch
und die Parameter ωa reell sind). Die letzte Ungleichheit impliziert (da die Parameter ωa
i.a. nicht verschwinden) [

Q̂a, φ̂
′(X)

]
6= 0 . (7.66)

264



7.2 Das O(N)–Modell und das Goldstone–Theorem

Der Vakuumerwartungswert dieser Ungleichung lautet mit der Definition (7.57) der Noether–
Ladungen

0 6= 〈0|
[
Q̂a, φ̂

′(X)
]
|0〉 = 〈0| Q̂aφ̂

′(X)− φ̂′(X)Q̂a |0〉

=

∫
d3~y 〈0| Ĵ 0

a (Y )φ̂′(X)− φ̂′(X)Ĵ 0
a (Y ) |0〉

=
∑
n

∫
d3~y

[
〈0| Ĵ 0

a (Y ) |n〉〈n| φ̂′(X) |0〉 − 〈0| φ̂′(X) |n〉〈n| Ĵ 0
a (Y ) |0〉

]
. (7.67)

Eine Raum-Zeit-Translation des Ladungsdichteoperators,

Ĵ 0
a (Y ) = e−iY ·P̂ Ĵ 0

a (0)eiY ·P̂ , (7.68)

liefert mit e±iY ·P̂ |0〉 ≡ |0〉 (das Vakuum ist translationsinvariant)

0 6=
∑
n

∫
d3~y

[
〈0|Ĵ 0

a (0)|n〉 eiY ·Pn 〈n|φ̂′(X)|0〉 − 〈0|φ̂′(X)|n〉 e−iY ·Pn 〈n|Ĵ 0
a (0)|0〉

]
(7.69)

=
∑
n

(2π)3δ(3)(~pn)
[
〈0|Ĵ 0

a (0)|n〉〈n|φ̂′(X)|0〉eiy0En − 〈0|φ̂′(X)|n〉〈n|Ĵ 0
a (0)|0〉e−iy0En

]
=
∑
n

(2π)3δ(3)(~pn)
[
〈0|Ĵ 0

a (0)|n〉〈n|φ̂′(X)|0〉eiy0Mn − 〈0|φ̂′(X)|n〉〈n|Ĵ 0
a (0)|0〉e−iy0Mn

]
,

wobei wir im letzten Schritt En(~pn = 0) ≡ Mn benutzt haben, mit der “Masse” Mn

des Zustands |n〉. Man beachte nun, dass der Term n = 0, d.h. das Vakuum |0〉, in
der Summe über n keinen Beitrag liefert (da M0 = 0). Dies gilt auch für Zustände |n〉,
die keine Teilchen enthalten, die von φ̂′(X) vernichtet bzw. erzeugt werden, also für die
〈0|φ̂′(X)|n〉 = 0 gilt. Wir bezeichnen die Summe über die verbleibenden Zustände (die
einen nicht-trivialen Beitrag zur Summe über n liefern) mit

∑′
n6=0 und erhalten

0 6= 〈0|
[
Q̂a, φ̂

′(X)
]
|0〉

=
∑
n6=0

′
(2π)3δ(3)(~pn)

[
〈0|Ĵ 0

a (0)|n〉〈n|φ̂′(X)|0〉eiy0Mn − 〈0|φ̂′(X)|n〉〈n|Ĵ 0
a (0)|0〉e−iy0Mn

]
≡ f(y0) . (7.70)

Die linke Seite war ursprünglich aber unabhängig von y0, d.h. f(y0) = const.. Dies kann
man unter Zuhilfenahme der Stromerhaltung (7.56) auch formal beweisen

∂

∂y0

〈0|
[
Q̂a, φ̂

′(X)
]
|0〉 =

∫
d3~y 〈0|

[
∂

∂y0

Ĵ 0
a (Y ), φ̂′(X)

]
|0〉

= −
∫

d3~y 〈0|
[
~∇y · ~̂Ja(Y ), φ̂′(X)

]
|0〉

= −
∮

d~S · 〈0|
[
~̂Ja(Y ), φ̂′(X)

]
|0〉 ≡ 0 , (7.71)
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weil ~̂Ja(Y ) im Unendlichen verschwindet. Wenn also die in Gl. (7.70) definierte Funktion
f(y0) = const., muss die y0–Abhängigkeit in der Summe verschwinden. Dies geht i.a.
nur, wenn die Masse Mn der in der Summe verbleibenden Zustände |n〉 verschwindet,
Mn = 0. Die Summe kann auch nicht leer sein, d.h. es muss wenigstens einen solchen
Zustand geben, dessen Masse verschwindet, sonst wäre f(y0) = 0, was der linken Seite
der Ungleichung widerspräche. Damit ist das Goldstone–Theorem bewiesen, q.e.d.

16.6.2021

7.3 Spontane Symmetriebrechung in Eichtheorien

Wir betrachten nun ein geladenes skalares Feld, welches mit sich selbst mittels einer 4–
Punkt-Wechselwirkung und zusätzlich mit dem elektromagnetischen Feld wechselwirkt,

L = (DµΦ)∗DµΦ−m2Φ∗Φ− λ(Φ∗Φ)2 − 1

4
FµνF

µν , (7.72)

mit der kovarianten Ableitung Dµ = ∂µ + ieAµ. Dies ist die geeichte Version der in
Abschnitt 7.1 betrachteten Feldtheorie. Der Unterschied ist, dass die ursprüngliche Versi-
on lediglich eine globale U(1)–Symmetrie besaß, während Gl. (7.72) symmetrisch unter
lokalen U(1)–Transformationen

Φ(X) −→ Φ′(X) = e−iΛ(X) Φ(X) ,

Aµ(X) −→ A′µ(X) = Aµ(X) +
1

e
∂µΛ(X) , (7.73)

also symmetrisch unter U(1)–Eichtransformationen, bzw. U(1)–eichinvariant ist. Wir
nehmen nun an, dass m2 < 0, so dass das Vakuum bei Φ0 =

√
−m2/(2λ) liegt. Mit der

Zerlegung (7.16) (der Übersicht halber lassen wir die Striche an den Feldern φ′1, φ
′
2 weg)

lautet der kinetische Term der Lagrange–Dichte (7.72)

(DµΦ)∗DµΦ

=

[
∂µ
φ1 − iφ2√

2
− ieAµ

(
Φ0 +

φ1 − iφ2√
2

)][
∂µ

φ1 + iφ2√
2

+ ieAµ
(

Φ0 +
φ1 + iφ2√

2

)]
=

1

2
(∂µφ1∂

µφ1 + ∂µφ2∂
µφ2) + e2AµA

µ

(
Φ2

0 +
√

2Φ0φ1 +
φ2

1 + φ2
2

2

)
+ieAµ

[(
Φ0 +

φ1 + iφ2√
2

)
∂µ
φ1 − iφ2√

2
−
(

Φ0 +
φ1 − iφ2√

2

)
∂µ
φ1 + iφ2√

2

]
=

1

2
(∂µφ1∂

µφ1 + ∂µφ2∂
µφ2) + e2AµA

µ

(
Φ2

0 +
√

2Φ0φ1 +
φ2

1 + φ2
2

2

)
+ieAµ

(
−i
√

2Φ0∂µφ2 + iφ2∂µφ1 − iφ1∂µφ2

)
=

1

2
(∂µφ1∂

µφ1 + ∂µφ2∂
µφ2) + e2Φ2

0AµA
µ +
√

2eΦ0A
µ∂µφ2

+
√

2e2Φ0AµA
µφ1 + eAµ(φ1∂µφ2 − φ2∂µφ1) +

e2

2
AµA

µ(φ2
1 + φ2

2) . (7.74)
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Kombinieren wir dies mit der Berechnung der potentiellen Energiedichte für die Zerlegung
(7.16), die wir schon vorher durchgeführt hatten, so erhalten wir für die Lagrange–Dichte
(7.72)

L =
1

2
∂µφ1∂

µφ1 −
1

2
(−2m2)φ2

1 +
1

2
∂µφ2∂

µφ2 −
1

4
FµνF

µν + e2Φ2
0AµA

µ +
√

2eΦ0A
µ∂µφ2

−
√

2λΦ0 φ1(φ2
1 + φ2

2)− λ

4
(φ2

1 + φ2
2)2 +

√
2e2Φ0AµA

µφ1 + eAµ(φ1∂µφ2 − φ2∂µφ1)

+
e2

2
AµA

µ(φ2
1 + φ2

2) . (7.75)

Wieder gibt es ein massives (φ1) und ein masseloses skalares Feld (φ2). Darüberhinaus
sind aber folgende Fakten bemerkenswert:

(i) Das Photon-Feld hat einen Massenterm bekommen,

M2

2
AµA

µ , M ≡
√

2 eΦ0 , (7.76)

die Photonmasse ist also proportional zum Vakuumerwartungswert Φ0 des skalaren
Feldes.

(ii) Es gibt einen bilinearen Mischterm zwischen Aµ und ∂µφ2. Solch ein Term ist im
Prinzip unerwünscht, da die Lagrange–Dichte in quadratischer Ordnung diagonal
in den Feldern sein sollte. Partielle Integration dieses Terms (welche immer möglich
ist, da nur die Wirkung S =

∫
d4X L eine Rolle spielt) führt zur Schlussfolgerung,

dass φ2 mit ∂ · A mischt, also mit der unphysikalischen, 4–longitudinalen Kom-
ponente des Eichfeldes. Diese Mischung zwischen dem masselosen Boson φ2 (dem
Goldstone–Boson im Fall der spontanen Brechung der globalen U(1)–Symmetrie)
und dem Eichfeld Aµ ist eine generische Eigenschaft bei der spontanen Brechung
von Eichsymmetrien.

Der Mischterm zwischen φ2 und Aµ kann durch geschickte Wahl einer Eichung eliminiert
werden. In der sog. ’t Hooft–Eichung addiert man den eichfixierenden Term

Lgf = − 1

2ξ
(∂ · A− ξMφ2)2 = − 1

2ξ
(∂ · A)2 +Mφ2 ∂ · A− ξ

M2

2
φ2

2 , (7.77)

zur Lagrange–Dichte (7.75). Die ’t Hooft–Eichung ist nützlich, um die Renormierbarkeit
von Theorien mit spontan gebrochener Eichsymmetrie zu beweisen. Der Mischterm in
Gl. (7.77) kann durch partielle Integration genau auf die Form des Mischterms in der
Lagrange–Dichte (7.75) gebracht werden, nur hat er dann das umgekehrte Vorzeichen,
so dass sich die beiden Terme gegeneinander wegheben. Der letzte Term in Gl. (7.77)
impliziert aber, dass das skalare Feld φ2 eine Masse bekommt,

m2
2 ≡ ξM2 . (7.78)

Wir haben jedoch noch die Freiheit, den Eichparameter ξ nach Belieben wählen zu
können. In der Landau–Eichung ξ = 0 ist das skalare Feld φ2 dann wieder masselos.
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7 Spontane Symmetriebrechung

In der Feynman–Eichung ξ = 1 dagegen ist das Feld φ2 genauso schwer wie das
Photon.

Schließlich kann man noch die Eichung ξ →∞ betrachten. In diesem Grenzfall wird das
Feld φ2 unendlich schwer und damit aus dem Spektrum der physikalischen Anregungen
der Theorie entfernt. Der φ2–Freiheitsgrad ist damit effektiv “eingefroren”. Diese Eichung
bezeichnet man üblicherweise als unitäre Eichung.

Wie sieht der Photon-Propagator in diesen Fällen aus? Wir betrachten zunächst den in-
versen Photon-Propagator, inklusive des eichfixierenden Terms (so dass die Invertierung
überhaupt möglich wird),

∆−1µν
(ξ) (X − Y ) =

[
−(�x +M2)gµν +

(
1− 1

ξ

)
∂µx∂

ν
x

]
δ(4)(X − Y ) , (7.79)

bzw. im Impuls-Raum

∆̃−1µν
(ξ) (K) = (K2 −M2)gµν −

(
1− 1

ξ

)
KµKν

= (K2 −M2)(P µν + Eµν)−K2

(
1− 1

ξ

)
Eµν

= (K2 −M2)P µν +

(
K2

ξ
−M2

)
Eµν , (7.80)

wobei wir die Projektoren (5.167) und (5.169) benutzt haben. Daraus folgt (man beachte
das zusätzliche Minus-Zeichen beim Invertieren im Minkowski-Raum)

∆̃µν
(ξ)(K) = − 1

K2 −M2
P µν − ξ

K2 − ξM2
Eµν

= − 1

K2 −M2

(
gµν − KµKν

K2

)
− ξ

K2 − ξM2

KµKν

K2

= − 1

K2 −M2
gµν +

(
1

K2 −M2
− ξ

K2 − ξM2

)
KµKν

K2

= − 1

K2 −M2
gµν + (1− ξ) K2

(K2 −M2)(K2 − ξM2)

KµKν

K2

= − 1

K2 −M2

[
gµν − (1− ξ) KµKν

K2 − ξM2

]
. (7.81)

In Landau–Eichung, ξ = 0,

∆̃µν
(0)(K) = − 1

K2 −M2

(
gµν − KµKν

K2

)
≡ − P µν

K2 −M2
. (7.82)

In Feynman–Eichung, ξ = 1,

∆̃µν
(1)(K) = − gµν

K2 −M2
. (7.83)

In unitärer Eichung, ξ →∞,

∆̃µν
(∞)(K) = − 1

K2 −M2

(
gµν − KµKν

M2

)
. (7.84)
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Der Unterschied ist, dass in den ersten beiden Fällen das Feld φ2 immer noch präsent ist
und die unphysikalischen Beiträge des Photon-Feldes aufhebt, während im letzten Fall φ2

aus dem Spektrum der physikalischen Anregungen entfernt ist.

Den Mechanismus, aufgrund dessen das Photon eine Masse bekommt, also die spontane
Brechung einer Eichsymmetrie, nennt man Anderson–Higgs–Mechanismus. Anstel-
le eines masselosen Goldstone–Bosons, wie bei der spontanen Brechung einer globalen
Symmetrie, wird das Eichfeld massiv. Massive Vektorfelder haben drei Freiheitsgrade
(drei Spin-Polarisationen), anstelle der zwei Freiheitsgrade (zwei Spin-Polarisationen) bei
Eichfeldern. Die Zahl der Freiheitsgrade bleibt also konstant. Man spricht (etwas bildlich)
davon, dass das Eichfeld das Goldstone–Boson “gegessen” hat. Streng genommen gilt dies
aber nur in unitärer Eichung.

7.4 Das Weinberg–Salam–Modell der elektroschwachen
Wechselwirkung

Die dem Weinberg–Salam–Modell, dem sog. Standardmodell der elektroschwachen
Wechselwirkung, zugrundeliegende Idee ist, dass die schwache Wechselwirkung, wie
schon die elektromagnetische Wechselwirkung, durch Eichbosonen vermittelt wird. Wie
das Photon sind sie zunächst masselos. Sodann führt man ein skalares Feld, das sog.
Higgs–Feld, ein. Spontane Symmetriebrechung mittels des Anderson–Higgs–Mechanis-
mus gibt diesen Eichbosonen dann eine Masse. Das Weinberg–Salam–Modell inkorporiert
auch die elektromagnetische Wechselwirkung, ist also insofern eine echte vereinheitlich-
te Feldtheorie. Allerdings läßt der Anderson–Higgs–Mechanismus im Weinberg–Salam–
Modell das Photon unberührt, dieses bleibt also masselos.

Die schwache Wechselwirkung ist für den β–Zerfall von Atomkernen verantwortlich. Sie
muss demnach wie die starke Wechselwirkung auf Hadronen, bzw. auf fundamentalem
Niveau auf Quarks wirken. Eine weitere Teilchensorte, die bei der schwachen Wechselwir-
kung eine Rolle spielt, sind die Neutrinos. Diese gehören, wie auch das Elektron, das
Myon und das Tauon, zur Gruppe der Leptonen, vgl. Kap. 1.

Der Anderson–Higgs–Mechanismus gibt nicht nur den schwachen Eichbosonen eine Mas-
se, sondern auch den Materiefeldern, also Elektronen, Myonen, Tauonen, sowie den ver-
schiedenen Quark-Flavors. Lediglich die Neutrinos bleiben im Weinberg–Salam–Modell
masselos. Heutzutage wissen wir, dass dies nicht der Fall ist: sog. Neutrino-Oszilla-
tionen, d.h. der Prozess der Umwandlung verschiedener Neutrino-Flavors ineinander, der
experimentell bereits beobachtet wurde, deutet daraufhin, dass die Neutrinos eine (sehr
kleine, aber nichtverschwindende) Masse besitzen. Dies wird in diesem Kapitel aber nicht
weiter ausgeführt.

Wir beginnen unsere Überlegungen zum Standardmodell der elektroschwachen Wech-
selwirkung mit dem Elektron-Neutrino-Sektor. Später fügen wir die anderen Eichboso-
nen und das Higgs–Feld hinzu, und zum Schluss betrachten wir auch noch die ande-
ren Leptonen (Myonen, Tauonen und die dazugehörigen Neutrinos) und die Quarks.
Zunächst müssen wir den Begriff der Chiralität einführen. Dazu definieren wir rechts-
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und linkshändige Dirac–Felder mittels

ψR,L = PR,L ψ , (7.85)

wobei

PR,L =
1± γ5

2
(7.86)

die Projektionsoperatoren auf Zustände mit rechts- bzw. linkshändiger Chiralität
sind. Diese Chiralitätsprojektoren sind orthogonal

PR,LPL,R =
1± γ5

2

1∓ γ5

2
=

1

4

(
1± γ5 ∓ γ5 − γ2

5

)
= 0 , (7.87)

idempotent,

P2
R,L =

1± γ5

2

1± γ5

2
=

1

4

(
1± 2γ5 + γ2

5

)
=

1

2
(1± γ5) = PR,L , (7.88)

und vollständig,
PR + PL = 1 . (7.89)

(Wir unterdrücken gewöhnlich die (4× 4)–Einheitsmatrix 14×4 und schreiben vereinfacht
1 auf der rechten Seite.) Die Dirac–Lagrange–Dichte für masselose Fermionen lautet

LD = ψ̄ i/∂ ψ . (7.90)

Wir zerlegen nun ψ und ψ̄ in rechts- und linkshändige Anteile,

ψ = (PR + PL)ψ = PRψ + PLψ = ψR + ψL , (7.91)

ψ̄ = ψ†γ0(PR + PL) = ψ†(PL + PR)γ0 = [(PL + PR)ψ]† γ0 = (ψ†L + ψ†R)γ0 = ψ̄L + ψ̄R ,

wobei wir

γµPR,L = γµ
1± γ5

2
=

1∓ γ5

2
γµ = PL,Rγµ (7.92)

und P†R,L = PR,L benutzt haben. Man beachte, dass die erste Relation (7.91) zusammen
mit der Idempotenz (7.88) impliziert, dass

ψR,L = PR,Lψ = PR,LψR,L , (7.93)

während die zweite Relation (7.91) zusammen mit der Idempotenz (7.88) impliziert, dass

ψ̄L,R = ψ̄PR,L ≡ ψ̄L,RPR,L . (7.94)

Die Dirac–Lagrange–Dichte (7.90) lautet mit Gl. (7.93)

LD = (ψ̄L + ψ̄R) i/∂ (ψR + ψL) = ψ̄L i/∂ ψR + ψ̄L i/∂ ψL + ψ̄R i/∂ ψR + ψ̄R i/∂ ψL

= ψ̄LPR i/∂ PRψR + ψ̄LPR i/∂ PLψL + ψ̄RPL i/∂ PRψR + ψ̄RPL i/∂ PLψL
= ψ̄L i/∂ PLPRψR + ψ̄L i/∂ PLPLψL + ψ̄R i/∂ PRPRψR + ψ̄R i/∂ PRPLψL
= ψ̄L i/∂ ψL + ψ̄R i/∂ ψR . (7.95)
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Hier haben wir zur zweiten Zeile die Glgen. (7.93) und (7.94), zur dritten Zeile Gl.
(7.92) und im letzten Schritt die Orthogonalität (7.87) und Idempotenz (7.88) der Chira-
litätsprojektoren sowie wieder Gl. (7.93) ausgenutzt.

Man sieht anhand von Gl. (7.95), dass die Dirac–Lagrange–Dichte für masselose Teil-
chen in zwei Lagrange–Dichten für rechts- und linkshändige Teilchen separiert. Man
spricht in diesem Zusammenhang von einer sog. chiralen Symmetrie. Falls die Dirac–
Teilchen Quarks mit Nf masselosen Flavors sind, dann wäre die Symmetrie von Gl. (7.95)
eine U(Nf )R × U(Nf )L–Symmetrie, da wir rechts- und linkshändige Quark-Flavors un-
abhängig voneinander unitären Transformationen unterwerfen können.

18.6.2021

Der elektronische Teil der Lagrange–Dichte des Weinberg–Salam–Modells enthält rechts-
und linkshändige Elektronen, aber nur linkshändige Neutrinos,

Le = ēL i/∂ eL + ēR i/∂ eR + ν̄e i/∂ νe , (7.96)

wobei
PLνe = νe , PRνe = 0 . (7.97)

(Die Existenz von Neutrino-Oszillationen, die eine nichtverschwindende Masse von Neu-
trinos impliziert, widerlegt die Annahme, dass es nur linkshändige Neutrinos gibt; es
muss auch rechtshändige Neutrinos geben. Eine der gegenwärtigen Herausforderungen
ist, das Standardmodell der elektroschwachen Wechselwirkung so zu erweitern, dass dies
berücksichtigt wird, ohne die großen Erfolge dieses Modells bei der Beschreibung experi-
mentell beobachtbarer Fakten zu beeinträchtigen.)

Wir schreiben linkshändige Elektronen und Neutrinos als Komponenten eines sog.
linkshändigen Dubletts,

L =

(
νe
eL

)
. (7.98)

Dieses Dublett wird als fundamentale Darstellung einer Symmetriegruppe, der sog.
schwachen Isospin-Gruppe SU(2)L, betrachtet. Das Neutrino hat die SU(2)L–Quan-
tenzahlen IW = 1

2
, I3

W = 1
2
, während für das Elektron IW = 1

2
, I3

W = −1
2

gilt. Rechtshändi-
ge Elektronen transformieren als Singulett unter SU(2)L,

R = eR (7.99)

mit IW = I3
W = 0. Dann können wir die Lagrange–Dichte (7.96) kompakt schreiben als

Le = L̄ i/∂ L+ R̄ i/∂ R . (7.100)

Das linkshändige Dublett L transformiert unter SU(2)L wie

L −→ L′ = e−i~α·~τ/2 L , (7.101)

während das rechtshändige Singulett R invariant bleibt,

R −→ R′ = R . (7.102)

Die elektrische Ladung der Teilchen hängt folgendermaßen mit ihrer schwachen Isospin-
Quantenzahl zusammen. Für das linkshändige Dublett gilt
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QL = I3
W −

1

2
, (7.103)

was Neutrinos elektrisch neutral macht und linkshändigen Elektronen die Ladung −1 (in
Einheiten der Elementarladung e = |e| > 0) gibt. Für das rechtshändige Singulett dagegen
gilt

QR = I3
W − 1 , (7.104)

da rechtshändige Elektronen ebenfalls die Ladung −1 tragen. Die Relationen (7.103) und
(7.104) erscheinen unnatürlich, denn warum sollte sich die Ladungsformel ändern, wenn
man links- oder rechtshändige Teilchen betrachtet? Man kann die Ladungsformel verein-
heitlichen, wenn man die Existenz einer zusätzlichen U(1)–Symmetrie annimmt, die sog.
schwache Hyperladungsgruppe U(1)Y . Die schwache Hyperladung der linkshändigen
Teilchen ist YW,L = −1, die der rechtshändigen Teilchen YW,R = −2. Die Ladungsformeln
(7.103) und (7.104) kann man dann zu

Q = I3
W +

YW
2

(7.105)

verallgemeinern und vereinheitlichen. Gleichung (7.105) erinnert an die Gell-Mann–Nishi-
jima–Formel für Hadronen (vgl. Gl. (2.204) der Vorlesung “Quantenmechanik II”). Schwa-
che Hyperladungstransformationen für das linkshändige Dublett lauten

L −→ L′ = e−iβYW /2 L ≡ eiβ/2 L , (7.106)

während für das rechtshändige Dublett

R −→ R′ = e−iβYW /2R ≡ eiβ R (7.107)

gilt. Die Lagrange–Dichte (7.100) ist offensichtlich invariant unter globalen SU(2)L ×
U(1)Y –Transformationen, Le → L′e ≡ Le. Wir machen diese globale Symmetrie nun
lokal, d.h. wir eichen das Modell. Dazu führen wir die kovariante Ableitung bezüglich
der SU(2)L–Symmetrie ein, wie sie auf linkshändige Fermionen wirkt,

DL,µ ≡ ∂µ − ig
~τ

2
· ~Wµ , (7.108)

mit den Generatoren der SU(2)L–Gruppe, den halben Pauli–Matrizen τi/2, sowie drei
Eichfeldern Wi,µ, i = 1, 2, 3. Die SU(2)L–Kopplungskonstante bezeichnen wir mit g. Des-
weiteren brauchen wir eine kovariante Ableitung bezüglich der U(1)Y –Symmetrie,

DY,µ = ∂µ − ig′
YW
2
Bµ , (7.109)

mit der Hyperladungsquantenzahl YW , dem Eichfeld Bµ und der U(1)Y –Kopplungskon-
stanten g′. Die kovariante Ableitung bezüglich der SU(2)L × U(1)Y –Symmetrie, wirkend
auf linkshändige Fermionen, lautet dann

DµL =

(
∂µ − i

g

2
~τ · ~Wµ + i

g′

2
Bµ

)
L , (7.110)
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wobei wir die Hyperladungsquantenzahl YW = −1 des linkshändigen Dubletts L benutzt
haben. Die kovariante Ableitung bezüglich der SU(2)L × U(1)Y –Symmetrie, wirkend auf
rechtshändige Fermionen, lautet

DµR = (∂µ + ig′Bµ)R , (7.111)

wobei wir die Hyperladungsquantenzahl YW = −2 des rechtshändigen Singuletts R be-
nutzt haben. Die SU(2)L–Eichfelder Wi,µ tauchen in der kovarianten Ableitung des rechts-
händigen Singuletts nicht auf, da sie nicht an letzteres koppeln.

Die lokal SU(2)L × U(1)Y –invariante Lagrange–Dichte (7.100) lautet nun

Le = L̄ i /D L+ R̄ i /DR ≡ L̄

(
i/∂ +

g

2
~τ · ~/W − g′

2
/B

)
L+ R̄ (i/∂ − g′ /B) R . (7.112)

Um eine dynamische Theorie der Wechselwirkung von Elektronen, Neutrinos und Eichfel-
dern zu bekommen, ist hierzu noch die Lagrange–Dichte der Eichfelder hinzu zu addieren,

Lg = −1

4
~Wµν · ~W µν − 1

4
BµνB

µν , (7.113)

mit dem Feldstärketensor des Abelschen U(1)Y –Eichfeldes

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ , (7.114)

und dem Feldstärktetensor der nicht–Abelschen SU(2)L–Eichfelder

~Wµν = ∂µ ~Wν − ∂ν ~Wµ + g ~Wµ × ~Wν . (7.115)

Der nächste Schritt besteht in der Einführung eines geladenen, skalaren, isovektori-
ellen Feldes, dem sog. Higgs–Feld,

Φ =

(
Φ+

Φ0

)
. (7.116)

Dieses transformiert sich wie ein SU(2)L–Dublett,

Φ −→ Φ′ = e−i~α·~τ/2 Φ . (7.117)

Unter U(1)Y transformiert es sich wie

Φ −→ Φ′ = e−iβ/2 Φ , (7.118)

d.h. es trägt die schwachen Isospin- und Hyperladungsquantenzahlen IW = 1
2
, YW = 1.

Aus der Ladungsformel (7.105) folgt dann, dass die obere Komponente des Isodubletts
(7.116), mit I3

W = +1
2
, einfach positiv geladen ist, während die untere Komponente, mit

I3
W = −1

2
, neutral ist. Dies haben wir in Gl. (7.116) schon durch die Indizes an den

Komponenten kenntlich gemacht. Sowohl Φ+ als auch Φ0 sind komplexwertige Felder,
d.h.

Φ =

(
Φ+

Φ0

)
=

1√
2

(
φ3 + iφ4

φ1 + iφ2

)
, φi ∈ R , i = 1, . . . , 4 . (7.119)
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Die kovariante Ableitung des Higgs–Feldes lautet

DµΦ =

(
∂µ − i

g

2
~τ · ~Wµ − i

g′

2
Bµ

)
Φ . (7.120)

Die Lagrange–Dichte des Higgs–Feldes ist

LH = (DµΦ)†DµΦ− µ2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2 . (7.121)

Bei spontaner Symmetriebrechung, µ2 < 0, nimmt das Higgs–Feld den folgenden nicht-
verschwindenden Vakuumerwartungswert an,

|Φ0| =
1√
2

√
φ2

0,1 + φ2
0,2 + φ2

0,3 + φ2
0,4 ≡ φ0 =

√
−µ

2

2λ
, (7.122)

vgl. Gl. (7.14). Wir können die Orientierung von Φ0 so wählen, dass φ0,1 =
√
−µ2/λ,

φ0,2 = φ0,3 = φ0,4 = 0, d.h.

Φ =

(
1√
2
(φ3 + iφ4)

φ0 + 1√
2
(σ + iφ2)

)
, (7.123)

wobei wir die Fluktuation von φ1 um das Minimum φ0 mit σ bezeichnet haben. Wählen
wir eine unitäre Eichung, so werden nach dem im letzten Abschnitt 7.3 Diskutierten
die Fluktuationen φ2, φ3, φ4 unendlich schwer, und wir können sie im folgenden gleich null
setzen. Das Higgs–Feld (7.123) vereinfacht sich dann zu

Φ =

(
0

φ0 + σ√
2

)
. (7.124)

In dieser Eichung lautet die kovariante Ableitung (7.120) des Higgs–Feldes

DµΦ =

(
0

1√
2
∂µσ

)
− i

2

[
g

(
W 3
µ W 1

µ − iW 2
µ

W 1
µ + iW 2

µ −W 3
µ

)
+ g′Bµ

](
0

φ0 + σ√
2

)

=

 −i g√
2
W+
µ

(
φ0 + σ√

2

)
1√
2
∂µσ + i

2
(gW 3

µ − g′Bµ)
(
φ0 + σ√

2

)  , (7.125)

wobei wir
√

2W±
µ = W 1

µ ∓ iW 2
µ benutzt haben. Ganz analog

(DµΦ)† =

(
i
g√
2
W−
µ

(
φ0 +

σ√
2

)
,

1√
2
∂µσ −

i

2
(gW 3

µ − g′Bµ)

(
φ0 +

σ√
2

))
, (7.126)

und

(DµΦ)†DµΦ =
1

2
∂µσ∂

µσ +

[
g2

2
W−
µ W

+µ +
1

4

(
gW 3

µ − g′Bµ

)2
](

φ2
0 +
√

2φ0σ +
σ2

2

)
.

(7.127)
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Man erkennt in diesem Ausdruck einen Massenterm für die geladenen Eichfelder W+
µ

und W−
µ ≡ (W+

µ )∗,

g2

2
φ2

0W
−
µ W

+µ ≡M2
W W−

µ W
+µ , M2

W ≡
g2

2
φ2

0 , (7.128)

und auf den ersten Blick auch Massenterme für W 3
µ und Bµ. Es gibt aber auch einen

gemischten Term ∼ gg′

2
φ2

0W
3
µB

µ. Dies bedeutet, dass die Massenmatrix im Raum der
Felder W 3

µ und Bµ nicht diagonal ist, d.h. wir müssen sie erst diagonalisieren, um die
Masseneigenwerte zu bestimmen. Die Masseneigenzustände sind dann Linearkom-
binationen der Felder W 3

µ und Bµ. Wir definieren

Zµ =
gW 3

µ − g′Bµ√
g2 + g′ 2

= cos ΘW W 3
µ − sin ΘW Bµ ,

Aµ =
g′W 3

µ + gBµ√
g2 + g′ 2

= sin ΘW W 3
µ + cos ΘW Bµ , (7.129)

führen also eine Drehung der Felder W 3
µ und Bµ durch, mit

cos ΘW ≡
g√

g2 + g′ 2
, sin ΘW ≡

g′√
g2 + g′ 2

, (7.130)

wobei der Drehwinkel ΘW als Weinberg–Winkel bezeichnet wird. Inspektion von Gl.
(7.127) ergibt, dass Zµ eine Masse trägt,

1

4
φ2

0

(
gW 3

µ − g′Bµ

)2
=

g2 + g′ 2

4
φ2

0 ZµZ
µ ≡ M2

Z

2
ZµZ

µ , (7.131)

=⇒ M2
Z =

g2 + g′ 2

2
φ2

0 =
g2

2
(1 + tan2 ΘW )φ2

0 =
g2

2 cos2 ΘW

φ2
0 =

M2
W

cos2 ΘW

.

Die Masse des Feldes Zµ ist also um einen Faktor 1/ cos2 ΘW größer als die der Felder
W±
µ . Die Quanten der Felder W±

µ sind die sog. W±–Bosonen, mit einer Masse

MW = (80.379± 0.012) GeV . (7.132)

Die Quanten des Feldes Zµ sind die Z0–Bosonen, mit einer Masse

MZ = (91.1876± 0.0021) GeV . (7.133)

Daraus berechnet man den Weinberg–Winkel zu

ΘW = arccos
MW

MZ

= 28.1780o . (7.134)

Das Aµ–Feld, als zu Zµ orthogonale Linearkombination der ursprünglichen Felder W 3
µ und

Bµ, bleibt gemäß Gl. (7.127) masselos, also ist nach wie vor ein Eichboson. Dies ist das
elektromagnetische Feld, mit Photonen als Quanten. Die residuale Eichsymmetrie
ist also die U(1)em–Symmetrie der elektromagnetischen Wechselwirkung. Das Schema der
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7 Spontane Symmetriebrechung

spontanen Symmetriebrechung im Standardmodell der elektroschwachen Wechselwirkung
ist demzufolge

SU(2)L × U(1)Y −→ U(1)em . (7.135)

Wir betrachten nun die elektronische Lagrange–Dichte (7.112) und schreiben die dort
auftretenden Felder W i

µ und Bµ unter Benutzung von W±
µ ≡ (W 1

µ ∓ iW 2
µ)/
√

2 und der
Umkehrung von Gl. (7.129),

Bµ = cos ΘW Aµ − sin ΘW Zµ ,

W 3
µ = sin ΘW Aµ + cos ΘW Zµ , (7.136)

in die physikalischen Felder W±
µ , Zµ und Aµ um. Dazu benötigen wir

gW 3
µ − g′Bµ =

√
g2 + g′ 2Zµ =

g

cos ΘW

Zµ , (7.137)

gW 3
µ + g′Bµ = g (sin ΘW Aµ + cos ΘW Zµ) + g′ (cos ΘW Aµ − sin ΘW Zµ)

= (g sin ΘW + g′ cos ΘW )Aµ + (g cos ΘW − g′ sin ΘW ) Zµ

= 2g sin ΘW Aµ + g(cos ΘW − tan ΘW sin ΘW )Zµ

= g

[
2 sin ΘW Aµ +

cos(2ΘW )

cos ΘW

Zµ

]
, (7.138)

und

g′Bµ = g tan ΘW (cos ΘW Aµ − sin ΘW Zµ) = g sin ΘW (Aµ − tan ΘW Zµ) . (7.139)

Gleichung (7.112) lautet dann

Le = L̄

[
i/∂ +

g

2

(
τ 1 /W 1 + τ 2 /W 2

)
+

1

2

(
g /W 3 − g′ /B 0

0 −g /W 3 − g′ /B

)]
L

+ R̄ (i/∂ − g′ /B) R

= L̄

[
i/∂ +

g√
2

(
0 /W+

/W− 0

)
+
g

2

(
1

cos ΘW
/Z 0

0 −2 sin ΘW /A− cos(2ΘW )
cos ΘW

/Z

)]
L

+ R̄ [i/∂ − g sin ΘW ( /A− tan ΘW /Z)] R

= ν̄e i/∂ νe + ēL i/∂ eL + ēR i/∂ eR +
g√
2

(
ν̄e /W

+eL + ēL /W
−νe
)

+
g

2 cos ΘW

ν̄e /Zνe

− g sin ΘW ēL /AeL − g
cos(2ΘW )

2 cos ΘW

ēL /ZeL − g sin ΘW ēR /AeR + g sin ΘW tan ΘW ēR /ZeR

≡ ν̄e i/∂ νe + ψ̄e i/∂ ψe − e ψ̄e /Aψe +
g√
2

(
ν̄e /W

+eL + ēL /W
−νe
)

+
g

2 cos ΘW

ν̄e /Zνe

+
g

2 cos ΘW

(
2 sin2 ΘW ēRγµeR − cos(2ΘW ) ēLγµeL

)
Zµ . (7.140)

Hier haben wir die Elektronenladung

e ≡ g sin ΘW (7.141)

276



7.4 Das Weinberg–Salam–Modell der elektroschwachen Wechselwirkung

eingeführt und die Relation

ēLγµeL + ēRγµeR ≡ ψ̄eγµψe (7.142)

benutzt.
Wir können nun den Vakuumerwartungswert φ0 berechnen. Es gilt gemäß Gl. (7.128)

φ0 =

√
2

g
MW =

√
2

e
MW sin ΘW =

1√
2πα

MW sin ΘW ' 177.270 GeV . (7.143)

Die Masse des Higgs–Teilchens ist mittlerweile recht gut experimentell bestimmt, MH '
(125.25±0.17) GeV, was einem erlaubt, die Konstanten µ2 und λ in der Lagrange–Dichte
(7.121) festzulegen,

M2
H ≡ −2µ2 = 4λφ2

0 =⇒ −µ2 ' (88.565 GeV)2 , λ =

(
MH

2φ0

)2

' 0.12480 . (7.144)

25.6.2021

Zum Schluss bemerken wir, dass der Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung
auch dazu dient, dem Elektron eine Masse zu geben. Dazu addieren wir zur Lagrange–
Dichte (7.140) eine Yukawa–Wechselwirkung,

Lint = −Ge

(
L̄ΦR + R̄Φ†L

)
. (7.145)

Man beachte, dass dieser Term ebenfalls invariant unter SU(2)L×U(1)Y –Transformatio-
nen ist: die SU(2)L–Matrizen heben sich zwischen L̄Φ und Φ†L weg, und die U(1)Y –
Phasen aller Felder ergeben einen Faktor 1, weil sich die Hyperladungen YW aller Felder
zu null addieren. Mit Gl. (7.124) erhalten wir dann

Lint = −Ge

[
(ν̄, ēL)

(
0
φ0

)
eR + ēR(0, φ0)

(
ν
eL

)]
+O(L̄σR, R̄σL)

= −Geφ0(ēLeR + ēReL) +O(L̄σR, R̄σL)

≡ −Geφ0 ψ̄eψe +O(L̄σR, R̄σL) , (7.146)

wobei wir
ēLeR + ēReL = ψ̄ePRψR + ψ̄ePLψe = ψ̄e(PR + PL)ψe = ψ̄eψe (7.147)

benutzt haben. Die Elektronenmasse identifizieren wir als

me ≡ Geφ0 ' 0.511 MeV =⇒ Ge =
me

φ0

' 2.8826 · 10−6 . (7.148)

Die Kondensation des Higgs–Feldes in einen Vakuumzustand mit nichtverschwinden-
dem Erwartungswert φ0 6= 0 sorgt also für die Erzeugung der Masse des ursprünglich
masselosen Elektrons.

Nun können wir die Lagrange–Dichte des Weinberg–Salam–Modells auch auf die an-
deren Leptonen-Familien sowie Quarks verallgemeinern. Es gibt drei leptonische und
drei Quark-Familien, sowie das Higgs–Feld Φ und das dazu adjungierte Feld Φ̃ ≡
(Φ0∗,−Φ−)T , Φ− = (Φ+)†, s. Tab. 7.1.
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α 1 2 3 IW I3
W YW Q = I3

W + YW/2

`α L1 =

(
νe

eL

)
L2 =

(
νµ

µL

)
L3 =

(
ντ

τL

) 1
2
1
2

1
2

−1
2

−1

−1

0

−1

R1 = eR R2 = µR R3 = τR 0 0 −2 −1

qα q1
L =

(
ũL
dL

)
q2
L =

(
c̃L

sL

)
q3
L =

(
t̃L

bL

) 1
2
1
2

1
2

−1
2

1
3
1
3

2
3

−1
3

q̃1
R = ũR q̃2

R = c̃R q̃3
R = t̃R 0 0 4

3
2
3

q1
R = dR q2

R = sR q3
R = bR 0 0 −2

3
−1

3

Φ

(
Φ+

Φ0

) 1
2
1
2

1
2

−1
2

1

1

1

0

Φ̃

(
Φ0∗

−Φ−

)
1
2
1
2

1
2

−1
2

−1

−1

0

−1

Tabelle 7.1: Die drei leptonischen Familien, die drei Quark-Familien, und das Higgs–Feld,
mit ihren elektroschwachen Quantenzahlen. Welche Bedeutung die Tilde über
den Quarkfeldern mit Ladung Q = 2/3 hat, wird im Text erläutert.

Die Lagrange–Dichte des Standardmodells der elektroschwachen Wechselwirkung lautet

L = L` + Lq + Lg + LH + Lint , (7.149)

mit

L` =
3∑

α=1

¯̀α i /D `α =
3∑

α=1

[
L̄α
(
i/∂ +

g

2
~τ · ~/W − g′

2
/B

)
Lα + R̄α(i/∂ − g′ /B)Rα

]
,

Lq =
3∑

α=1

q̄α i /D qα =
3∑

α=1

[
q̄αL

(
i/∂ +

g

2
~τ · ~/W +

g′

6
/B

)
qαL

+ ¯̃qαR

(
i/∂ +

2g′

3
/B

)
q̃αR + q̄αR

(
i/∂ − g′

3
/B

)
qαR

]
,

Lg = −1

4
~Wµν · ~W µν − 1

4
BµνB

µν ,

LH = (DµΦ)†DµΦ− µ2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2 ,

Lint = Lint,` + Lint,q . (7.150)

Die Wechselwirkungs–Lagrange–Dichte enthält die Yukawa–Wechselwirkungen des Higgs–
Feldes mit den Fermionen, die letzteren bei Kondensation des ersteren eine Masse geben.
Für den leptonischen Anteil gilt

Lint,` = −
3∑

α=1

(
L̄α

Φ

φ0

mαR
α + R̄α Φ†

φ0

mα L
α

)
. (7.151)
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Hierbei istmα die Masse der Leptonenfamilie α. In unitärer Eichung, Φ =
(

0, φ0 + σ√
2

)T
,

Lint,` = −
(

1 +
σ√
2φ0

)(ēL, µ̄L, τ̄L)

 me

mµ

mτ

 eR
µR
τR


+(ēR, µ̄R, τ̄R)

 me

mµ

mτ

 eL
µL
τL


≡ −

(
1 +

σ√
2φ0

)
(ē, µ̄, τ̄)

 me

mµ

mτ

 e
µ
τ

 , (7.152)

wobei wir im letzten Schritt wieder von der Relation (7.147), jetzt aber nicht nur für das
Elektron, sondern auch für Myon und Tauon, Gebrauch gemacht haben.

Der Quark-Anteil der Wechselwirkungs–Lagrange–Dichte in Gl. (7.150) ist komplizier-
ter als der leptonische, weil die Quark-Eigenzustände zu schwachem Isospin nicht
identisch mit den Massen-Eigenzuständen sind,

Lint,q = −
3∑

α,β=1

(
q̄αL

Φ

φ0

Mαβ q
β
R + q̄αL

Φ̃

φ0

M̃αβ q̃
β
R + q̄αR

Φ†

φ0

M †
αβ q

β
L + ¯̃qαR

Φ̃†

φ0

M̃ †
αβ q

β
L

)
.

(7.153)
Die Quark-Massenmatrizen M, M̃ sind i.a. nicht-diagonale, komplexwertige Matrizen

(in der Basis der schwachen Isospin-Zustände). In unitärer Eichung, Φ =
(

0, φ0 + σ√
2

)T
und Φ̃ =

(
φ0 + σ√

2
, 0
)T

,

Lint,q = −
(

1 +
σ√
2φ0

)(d̄L, s̄L, b̄L)M

 dR
sR
bR

+ (¯̃uL, ¯̃cL,
¯̃tL)M̃

 ũR
c̃R
t̃R

 (7.154)

+ (d̄R, s̄R, b̄R)M †

 dL
sL
bL

+ (¯̃uR, ¯̃cR,
¯̃tR)M̃ †

 ũL
c̃L
t̃L

 .

Man kann zeigen, dass man für die Familienmitglieder mit Isospinkomponente I3
W = −1

2

die Matrix M als reell und diagonal annehmen kann, so dass deren Massenterm zu

− (d̄, s̄, b̄)

 md

ms

mb

 d
s
b

 (7.155)

wird. Für die Familienmitglieder mit I3
W = 1

2
dagegen muss M̃ zunächst mit Hilfe einer

unitären Matrix C, C−1 = C†, der sog. Cabibbo–Kobayashi–Maskawa (CKM)–
Matrix, diagonalisiert werden,

CM̃C† =

 mu

mc

mt

 ≡ CM̃ †C† . (7.156)
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Die Massen-Eigenzustände der Quarks sind dann mit den Flavor-Eigenzuständen auf
folgende Weise verknüpft, ũR,L

c̃R,L
t̃R,L

 = C†

 uR,L
cR,L
tR,L

 ,

 uR,L
cR,L
tR,L

 = C

 ũR,L
c̃R,L
t̃R,L

 . (7.157)

Damit erhalten wir für den Massenterm der betreffenden Quarks

− (ū, c̄, t̄)

 mu

mc

mt

 u
c
t

 , (7.158)

wie erwartet. Die CKM–Matrix beeinflusst nicht den elektromagnetischen oder den neu-
tralen elektroschwachen Sektor der Lagrange–Dichte (7.150), weil bei den oberen Diago-
nalelementen der SU(2)L–Matrizen die dort paarweise auftretenden Faktoren C†αβ und Cβγ
einfach δαγ ergeben. Anders ist die Situation dagegen bei den sog. geladenen linkshändi-
gen elektroschwachen Strömen, die mit dem Austausch von W+– oder W−–Bosonen
einhergehen. Hier bleibt stets ein Element der CKM–Matrix übrig. Der entsprechende
Anteil der Lagrange–Dichte (7.150) lautet

g

2

(d̄L, s̄L, b̄L) /W−

 ũL
c̃L
t̃L

+ (¯̃uL, ¯̃cL,
¯̃tL) /W+

 dL
sL
bL


=

g

2

(d̄L, s̄L, b̄L) /W−C†

 uL
cL
tL

+ (ūL, c̄L, t̄L) /W+C

 dL
sL
bL

 . (7.159)

Die CKM–Matrix mischt also Quarks unterschiedlichen Flavors über die Mischung
d ↔ u, s ↔ c, und b ↔ t hinaus. Dies ist aufgrund von experimentellen Befunden
notwendig, weil ohne diese Mischung die K0K̄0–Mischung und der Zerfall K0 → µ+µ− zu
große Werte annehmen würden. Die Quark-Massen mf , wie auch die Elemente der CKM–
Matrix, sind Parameter des Standardmodells der elektroschwachen Wechselwirkung.

Wie viele freie Parameter sind in der CKM–Matrix enthalten? Im allgemeinen hat
eine komplexe (3 × 3)–Matrix 2 · 32 = 18 freie Parameter. Die Unitaritätsbedingung,
CαβC

†
βγ = δαγ, reduziert diese Zahl um 32 = 9 auf 9 freie Parameter. Die CKM–Matrix

spielt, wie wir gesehen haben, lediglich bei den geladenen elektroschwachen Strömen eine
Rolle, wo sie zwischen (ūL, c̄L, t̄L) und (dL, sL, bL)T vermittelt. Wir können nun in fünf
dieser sechs Quarkfelder einen (relativen) Phasenfaktor absorbieren (eine globale Phase
bleibt unbeobachtet), so dass die CKM–Matrix vier freie Parameter enthält. In der Regel
schreibt man diese in der Form von drei Mischungswinkeln Θi, i = 1, 2, 3, zwischen den
Quark-Flavors und einer (weiteren) komplexen Phase δ, z.B. [9]

C =

 c1 s1c3 s1s3

−s1c2 c1c2c3 − s2s3e
iδ c1c2s3 + s2c3e

iδ

s1s2 −c1s2c3 − c2s3e
iδ −c1s2s3 + c2c3e

iδ

 , (7.160)
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wobei ci ≡ cos Θi, si ≡ sin Θi. Den Winkel Θ1 ≡ ΘC bezeichnet man als Cabibbo–
Winkel.

Zum Schluss dieses Abschnitts betrachten wir als Anwendung des Standardmodells der
elektroschwachen Wechselwirkung den β–Zerfall des Neutrons,

n −→ p+ e− + ν̄e . (7.161)

Da der Quarkinhalt des Neutron ddu und der des Protons uud ist, ist der β–Zerfall auf
Quark-Ebene der Prozess

d −→ u+ e− + ν̄e . (7.162)

Das Feynman–Diagramm für diesen Prozess ist in Abb. 7.4 gezeigt. Man beachte, dass
ein in einen Vertex einlaufendes W+–Boson einem aus diesem Vertex herauslaufenden
W−–Boson entspricht.

d u

e

ν

L L

W

e

p,s p’,s’

k,r

P−P’

p−p’−k,r’

Abbildung 7.4: Das Feynman–Diagramm für den β–Zerfall eines d–Quarks in ein u–
Quark, ein Elektron und ein Anti-Elektron-Neutrino.

Gemäß den Feynman–Regeln ist die Amplitude für diesen Zerfall

M = cos ΘC ūu(~p
′, s′)γµPLud(~p, s)

ig√
2

1

(P − P ′)2 −M2
W

[
−gµν +

(P − P ′)µ(P − P ′)ν
M2

W

]
× ig√

2
ūe(~k, r)γ

νPLvν̄e(~p− ~p ′ − ~k, r′) . (7.163)

Hier haben wir u– und v–Spinoren den jeweiligen Teilchen entsprechend mit Indizes ver-
sehen.

Wenn Energie und Impuls, die über das W−–Boson an das Elektron- und Elektron-
Antineutrino-Paar weitergegeben werden, viel kleiner sind als die Masse MW ,

(P − P ′)2 �M2
W , (7.164)

so kann man den W−–Boson-Propagator durch

gµν
M2

W

(7.165)
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approximieren. Ein konstanter Propagator bedeutet aber, dass der W−–Boson-Austausch
instantan, d.h. am selben Raum-Zeit-Punkt stattfindet. Dies sieht man, wenn man
eine Fourier–Transformation in den Ortsraum durchführt, wo der Propagator dann ∼
δ(4)(X − Y ) wird. Dies bedeutet aber für das Feynman–Diagramm in Abb. 7.4, dass die
W−–Boson-Linie auf einen Punkt zusammenschrumpft. Dies führt dann effektiv zu einer
Vier-Punkt-Wechselwirkung der Fermionenfelder (in unserem Fall d–Quark, u–Quark,
Elektron und Anti-Elektron-Neutrino). Eine solche effektive Theorie der schwachen Wech-
selwirkung wurde von E. Fermi entwickelt und ist historisch betrachtet der Vorläufer des
Weinberg–Salam–Modells. Sie wird als Fermi–Theorie der schwachen Wechselwir-
kung bezeichnet.

In der Fermi–Theorie der schwachen Wechselwirkung vereinfacht sich das Diagramm
aus Abb. 7.4 so wie in Abb. 7.5 gezeigt.

dL

u
L

e

νe

Abbildung 7.5: Das Feynman–Diagramm für den β–Zerfall im Rahmen der Fermi–Theorie
der schwachen Wechselwirkung.

Dann wird das Matrixelement (7.163)

M' −2
√

2GF cos ΘC Q
µ(~p, ~p ′, s, s′)Lµ(~k, ~p− ~p ′ − ~k, r, r′) , (7.166)

mit dem Quark-Strom

Qµ(~p, ~p ′, s, s′) ≡ ūu(~p
′, s′)γµPLud(~p, s) , (7.167)

dem Leptonen-Strom

Lµ(~k, ~p− ~p ′ − ~k, r, r′) ≡ ūe(~k, r)γ
µPLvν̄e(~p− ~p ′ − ~k, r′) , (7.168)

und der sog. Fermi–Konstante

GF ≡
g2

4
√

2M2
W

=
e2

4
√

2M2
W sin2 ΘW

=
π√
2

α

M2
W sin2 ΘW

' 1.1252 · 10−5 GeV−2 .

(7.169)
Dass GF so klein ist, liegt natürlich an der großen Masse des W–Bosons. Historisch hat
dies zur Bezeichnung “schwache” Wechselwirkung geführt.
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In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit den Divergenzen, die uns schon an ver-
schiedenen Stellen in der Quantenfeldtheorie begegnet sind. Wir werden sehen, dass es
ein wohldefiniertes Verfahren gibt, diese Divergenzen mathematisch zu behandeln, die sog.
Regularisierung. Dabei wird ein neuer Parameter mit der Dimension Energie auftreten.
Da dieser Parameter zunächst willkürlich eingeführt wird, physikalische Observable aber
nicht von solchen Größen abhängen können, muss ein weiteres Verfahren, die sog. Re-
normierung, angewendet werden, um diese spuriose Abhängigkeit zu beseitigen. Wie wir
sehen werden, hat dies weitreichende Konsequenzen für die uns bekannten Feldtheorien.
Insbesondere werden wir damit auf die asymptotische Freiheit der QCD geführt, d.h.
die Tatsache, dass die Wechselwirkung zwischen Quarks und Gluonen bei hohen Energien
immer schwächer wird.

8.1 Divergenzen in der φ4–Theorie

Wir erinnern uns an den Ein-Schleifen-Beitrag δm2 aus Gl. (6.32) zur Masse des skalaren
Bosons,

δm2 =
λ

2
i∆F (0) =

iλ

2

∫
d4Q

(2π)4

1

Q2 −m2 + iη
, (8.1)

wobei wir Gl. (6.33) benutzt haben. Wir hatten schon damals gesehen, dass dieses Inte-
gral quadratisch UV-divergent ist. Wir wollen diese Divergenz im folgenden genauer
untersuchen. Nach analytischer Fortsetzung zu imaginären Energien, s. Gl. (5.36), gilt in
vierdimensionalen Kugelkoordinaten

i

∫
d4Q

(2π)4

1

Q2 −m2 + iη
−→

∫
d4Q̄

(2π)4

1

Q̄2 +m2
=

∫
dΩQ̄

∫ ∞
0

dQ̄ Q̄3 1

Q̄2 +m2
. (8.2)

Um das dQ̄–Integral zu berechnen, führen wir nun einen Ultraviolett (UV)–Abschnei-
deparameter (engl.: cut-off ) Λ ein, den wir am Schluß der Rechnung gegen unendlich
schicken werden,∫ Λ

0

dQ̄ Q̄3 1

Q̄2 +m2
=

∫ µ

0

dQ̄ Q̄3 1

Q̄2 +m2
+

∫ Λ

µ

dQ̄ Q̄3 1

Q̄2 +m2
. (8.3)

Hier sei µ eine intermediäre Impulsskala mit m� µ� Λ. Wegen µ� m können wir im
zweiten Integral die Masse im Nenner vernachlässigen und erhalten die Abschätzung∫ Λ

µ

dQ̄ Q̄3 1

Q̄2 +m2
≤
∫ Λ

µ

dQ̄ Q̄3 1

Q̄2
=

∫ Λ

µ

dQ̄ Q̄ =
1

2
(Λ2 − µ2) . (8.4)

283



8 Renormierung

Dieser Ausdruck divergiert quadratisch für Λ→∞.
Ein weiteres Diagramm mit einer UV–Divergenz ist die in Abb. 8.1 gezeigte 4–Punkt-

Funktion, die einen Ein-Schleifen-Beitrag zur Streuamplitude von zwei skalaren Bosonen
bildet.

P

P

P

P’

P’

1

22
Q

2

1

Q
1

Abbildung 8.1: Ein-Schleifen-Beitrag zur 4–Punkt-Funktion in der φ4–Theorie.

Der Beitrag zur Streuamplitude ist gemäß den Feynman–Regeln

iM1 = 4 · 3 · 4 · 3 · 2
(
−i λ

4!

)2 ∫
d4Q1

(2π)4

d4Q2

(2π)4
(2π)4δ(4)(P1 + P2 −Q1 −Q2)

× i

Q2
1 −m2 + iη

i

Q2
2 −m2 + iη

=
λ2

2

∫
d4Q

(2π)4

1

Q2 −m2 + iη

1

(P1 + P2 −Q)2 −m2 + iη
(8.5)

Der kombinatorische Faktor ergibt sich wie folgt: Für den einlaufenden Impuls P1 gibt
es vier Möglichkeiten, am ersten Vertex “anzudocken”. Dann verbleiben dort noch drei
Möglichkeiten für den zweiten Impuls P2. Entsprechend gibt es vier Möglichkeiten, den
auslaufenden Impuls P ′1 mit Beinen des zweiten Vertex zu verbinden, und drei Möglichkei-
ten für den verbleibenden Impuls P ′2. Die dann jeweils verbleibenden zwei Beine an den
beiden Vertizes können auf zwei verschiedene Weisen miteinander verbunden werden.

Desweiteren haben wir die Energie-Impuls-erhaltende δ–Funktion am zweiten Vertex,
δ(4)(Q1 + Q2 − P ′1 − P ′2), bereits aus iM1 herausfaktorisiert, da sie zusammen mit der
ersten δ–Funktion auch als δ(4)(P1 + P2 − P ′1 − P ′2) geschrieben werden kann, also für die
Energie-Impuls-Erhaltung des gesamten Streuprozesses sorgt, vgl. Gl. (6.174).

Nun schreiben wir das Impulsintegral nach analytischer Fortsetzung wieder in vierdi-
mensionalen Kugelkoordinaten, führen einen UV–cut-off Λ und eine intermediäre Impuls-
skala µ ein, mit m, |P̄1 + P̄2| � µ� Λ. Wir erhalten

iM1 = i
λ2

2

∫
dΩQ̄

∫ µ

0

dQ̄ Q̄3 1

Q̄2 +m2

1

(P̄1 + P̄2 − Q̄)2 +m2

+ i
λ2

2

∫
dΩQ̄

∫ Λ

µ

dQ̄ Q̄3 1

Q̄2 +m2

1

(Q̄− P̄1 − P̄2)2 +m2
. (8.6)

Das zweite Integral können wir wieder nach oben abschätzen,∫ Λ

µ

dQ̄ Q̄3 1

Q̄2 +m2

1

(Q̄− P̄1 − P̄2)2 +m2
≤
∫ Λ

µ

dQ̄
Q̄3

(Q̄2)2
=

∫ Λ

µ

dQ̄

Q̄
= ln

Λ

µ
. (8.7)
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Es handelt sich also (im Limes Λ→∞) um eine logarithmische UV–Divergenz.
Wie kann man den Grad der Divergenz eines bestimmten Feynman–Diagramms able-

sen? Hierzu gibt es eine Methode, das sog. Potenz-Zählen (engl. power counting). Be-
trachten wir z.B. eine Theorie mit einem skalaren Boson, mit einer r–Punkt-Wechselwir-
kung ∼ φr, in d Raum-Zeit-Dimensionen. Es gilt

(i) Jede interne Linie (jeder Propagator) des skalaren Bosons verhält sich für große
Impulse wie ∼ Q−2, wobei Qµ der d-Impuls ist, der vom Propagator übertragen
wird. (Anmerkung: für Fermionen gilt entsprechendes, aber hier verhält sich der
Propagator aufgrund des zusätzlichen Faktors /Q im Zähler wie ∼ Q−1).

(ii) Für jede interne Linie gibt es eine d–dimensionale Integration ∼
∫

ddQ ∼ Qd.

(iii) Jeder Vertex wird von einer d–Impuls erhaltenden δ–Funktion ∼ Q−d begleitet, die
eines der d–dimensionalen Q–Integrale eliminiert.

(iv) Es gibt eine δ–Funktion, die die gesamte d–Impuls-Erhaltung garantiert und nicht
benutzt werden kann, um ein d–dimensionales Q–Integral zu eliminieren.

Nun betrachten wir ein Diagramm mit n Vertizes, I internen Linien (Propagatoren)
und E externen Linien. Die erste Frage, die sich stellt, ist, wieviele Schleifen L dieses
Diagramm hat. Die Behauptung ist, dass

L = I − n+ 1 . (8.8)

Dies macht man sich folgendermaßen klar. Wenn wir eine interne Linie aus dem Diagramm
entfernen (z.B. durch Durchschneiden eines Propagators, was aus der internen Linie zwei
externe macht), dann haben wir gleichzeitig eine Schleife geöffnet und damit beseitigt.
Die Relation (8.8) lautet dann

L− 1 = (I − 1)− n+ 1 .

Wenn man diese Prozedur wiederholt, bis alle Schleifen entfernt wurden, bleibt ein sog.
Baum-Graph, auch Baum-Diagramm (engl. tree diagram) genannt, übrig. Per Defi-
nition ist dies ein Diagramm ohne Schleifen. Es besitzt noch J < I innere Linien (weil
durch das Durchschneiden von internen Linien externe Linien geschaffen werden). Die
Relation (8.8) für den Baum-Graphen lautet

0 = J − n+ 1 . (8.9)

Nun entfernen wir einen Vertex von (irgend-)einem Ende des Baum-Graphen. Dies ver-
ringert n um eins und macht eine der verbleibenden J internen Linien zu einer externen
Linie, verringert also auch J um eins:

0 = J − 1− (n− 1) + 1 .

Nun wiederhole man diese Prozedur, bis man den einfachsten Baum-Graphen erzeugt hat,
nämlich den mit einer internen Linie und zwei Vertizes, vgl. Abb. 8.2. Für diesen lautet
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1 1

r−1

2

r−2

r−1
r−2

2

Abbildung 8.2: Der einfachste Baum-Graph in der φr–Theorie.

die Relation (8.8)
0 = 1− 2 + 1 ,

was offenbar richtig ist. Die ursprüngliche Relation (8.8) muss also korrekt gewesen sein.
(Bemerkung: dieser “Beweis” hält mathematischen Ansprüchen natürlich nicht stand,
sollte aber für den Physiker hinreichend einleuchtend sein.)

Die Relation (8.8) bedeutet auch, dass die Zahl der Schleifen identisch ist mit der
Zahl der unabhängigen d–Impuls-Integrale, L = I − (n − 1), denn man integriert
über jede interne Linie, aber es gibt n − 1 δ–Funktionen, mit denen man solche Impuls-
Integrale eliminieren kann (eine steht aufgrund der gesamten Energie-Impuls-Erhaltung
nicht zur Verfügung). Diese Tatsache kann man auch in der Aussage zusammenfassen,
dass man über alle Impulse integriert, die durch eine Schleife fließen.

Nun sind wir in der Lage, den Grad der Divergenz eines gegebenen Diagramms zu
bestimmen. Der sog. oberflächliche Grad (engl. superficial degree) der Divergenz, D,
ist einfach die Zahl der unabhängigen d–Impuls-Integrale (die, wie wir gerade gesehen
haben, identisch mit der Zahl der Schleifen ist, multipliziert mit d), minus der Anzahl der
Potenzen der Impulse, die von internen Linien stammen also (für skalare Bosonen)

D = dL− 2I . (8.10)

Mit Gl. (8.8) gilt dann auch

D = d(I − n+ 1)− 2I = (d− 2)I − nd+ d . (8.11)

Für die Ein-Schleifen-Korrektur (8.1) zur Masse haben wir d = 4, I = n = 1, was D = 2
ergibt, also in der Tat eine quadratische UV–Divergenz. Für den Ein-Schleifen-Beitrag
(8.5) zur 4–Punkt-Funktion ist d = 4, I = n = 2, also D = 0, was gleichbedeutend mit
einer logarithmischen UV–Divergenz ist.

In φr–Theorie hat jeder Vertex r Beine und jede interne Linie ist mit zwei Vertizes
verbunden. Dies bedeutet, dass in jedem Diagramm die Relation

r n = E + 2I (8.12)

erfüllt sein muss. Nach I aufgelöst haben wir also

I =
r n− E

2
, (8.13)
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8.1 Divergenzen in der φ4–Theorie

und eingesetzt in Gl. (8.11) ergibt sich

D = (d−2)
r n− E

2
−nd+d =

[(
d

2
− 1

)
r − d

]
n−
(
d

2
− 1

)
E+d ≡ −δ n−

(
d

2
− 1

)
E+d ,

(8.14)
mit

δ ≡ d−
(
d

2
− 1

)
r . (8.15)

Die Zahl d der Raum-Zeit-Dimensionen ist durch das gegebene Problem festgelegt (bei
Quantenfeldtheorien in der Minkowski–Raum-Zeit ist gewöhnlich d = 4). Die Zahl E der
externen Linien ist für einen gegebenen Streuprozess fixiert. Daher hängt D eigentlich nur
vom Typ der Wechselwirkung ab, d.h. von der Zahl r der Felder, die an einem Raum-Zeit-
Punkt wechselwirken, und der Anzahl n solcher Vertizes in einem gegebenen Diagramm.
Wir machen folgende Fallunterscheidung:

(i) δ < 0: Der oberflächliche Grad der Divergenz D wächst proportional zu n an. Dies
bedeutet, dass die Divergenzen in jeder nächsthöheren Ordnung in Störungstheorie
(die identisch mit der Zahl n der Vertizes ist) schwerwiegender sind als in der vor-
angegangenen. Solche Theorien bezeichnet man als störungstheoretisch nicht
renormierbar.

(ii) δ = 0: Der oberflächliche Grad der Divergenz D ist unabhängig von der Anzahl
der Vertizes und hängt lediglich von der Anzahl der Raum-Zeit-Dimensionen und
der Zahl der externen Linien ab. Da beide Größen, wie oben erläutert, vorgegeben
sind, divergiert kein Diagramm höherer Ordnung in Störungstheorie (d.h. mit einer
größeren Anzahl Vertizes) schwerwiegender als die in niedrigerer Ordnung. Solche
Theorien bezeichnet man als störungstheoretisch renormierbar.

(iii) δ > 0: Der oberflächliche Grad der Divergenz D nimmt mit n ab. Dies bedeu-
tet, dass ab einer bestimmten Ordnung in Störungstheorie keine UV–Divergenzen
mehr auftreten. Solche Theorien bezeichnet man als störungstheoretisch super-
renormierbar.

Beispiele:

(a) r = 4: In diesem Fall ist

δ = −4

(
d

2
− 1

)
+ d = −2d+ d+ 4 = 4− d . (8.16)

Die φ4–Theorie ist also nicht renormierbar in d > 4 Raum-Zeit-Dimensionen, renor-
mierbar in d = 4 Dimensionen und super-renormierbar in d < 4 Dimensionen.

(b) r = 6: In diesem Fall ist

δ = −6

(
d

2
− 1

)
+ d = −3d+ d+ 6 = 2(3− d) . (8.17)

Die φ6–Theorie ist also nicht renormierbar in d > 3 Raum-Zeit-Dimensionen, renor-
mierbar in d = 3 Dimensionen und super-renormierbar in d < 3 Dimensionen.
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8 Renormierung

(c) d = 2: In diesem Fall ist δ ≡ 2, unabhängig vom Wert von r. Alle φr–Theorien sind
in d = 2 Raum-Zeit-Dimensionen super-renormierbar! Der oberflächliche Grad der
Divergenz ist

D = 2(1− n) , (8.18)

d.h. kein Diagramm mit n > 1 Vertizes divergiert!

Der oberflächliche Grad der Divergenz ist nicht der tatsächliche Grad der Divergenz.
Beispiel: Wir betrachten d = 4, r = 4, woraus δ = 0 und D = 4−E folgt. Dies bedeutet,
dass alle Diagramme mit E > 4 externen Beinen konvergent sein sollten. Nun betrachten
wir einen Streuprozess, bei dem drei Teilchen miteinander streuen, d.h. E = 6 (drei einlau-
fende und drei auslaufende Beine). Alle drei Diagramme in Abb. 8.3 haben demzufolge den
oberflächlichen Grad der Divergenz D = −2. (Man kann dies auch “von Hand” bestätigen,
indem man die Zahl der internen Linien, der Impuls-Integrale und der unabhängigen δ–
Funktionen bestimmt.) Dennoch wissen wir, dass der (eingerahmte) Ein-Schleifen-Beitrag
in Abb. 8.3 (b) quadratisch und die beiden (eingerahmten) Ein-Schleifen-Beiträge in Abb.
8.3 (c) logarithmisch divergieren! Also ist der tatsächliche Grad der Divergenz in der Tat
nicht identisch mit dem oberflächlichen. Man muss nach Subdivergenzen Ausschau hal-
ten, d.h. divergente Unterdiagramme eines gegebenen Diagramms.

(c)(b)(a)

Abbildung 8.3: Drei Diagramme mit D = −2, aber unterschiedlichen Subdivergenzen.

Ohne Beweis geben wir das sog. Weinberg–Theorem an:

Ein Feynman–Diagramm ist konvergent, wenn der oberflächliche Grad der Divergenz al-
ler seiner Unterdiagramme negativ ist.

Der oberflächliche Grad der Divergenz in der φ4–Theorie in d = 4 Raum-Zeit-Dimensio-
nen ist nach obigem Beispiel unabhängig von der Ordnung n eines bestimmten Dia-
gramms. Daher erwarten wir, dass die Zahl der divergenten Diagramme endlich ist.
Diese divergenten Diagramme nennt man primitive Divergenzen. In der φ4–Theorie
gibt es in der Tat nur zwei primitive Divergenzen, den Ein-Schleifen-Beitrag (8.1) zur
Masse mit D = 2 (quadratische UV–Divergenz) und den Ein-Schleifen-Beitrag (8.5) zur
4–Punkt-Funktion mit D = 0 (logarithmische UV–Divergenz).

Wir zeigen nun, dass die in Gl. (8.15) definierte Größe δ identisch mit der Dimension
der Kopplungskonstanten in der φr–Theorie ist. Dies ergibt dann ein einfaches Kri-
terium für die Renormierbarkeit einer gegebenen Theorie. Als erstes bemerken wir, dass
die Wirkung S einer beliebigen Theorie für jede Zahl d von Raum-Zeit-Dimension (in
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8.2 Dimensionale Regularisierung der φ4–Theorie

natürlichen Einheiten, wo ~ = 1 ist) dimensionslos sein muss,

S =

∫
ddX L , [S] = 1 . (8.19)

Dies muss so sein, da S z.B. im Exponenten des Integranden von Funktionalintegralen
auftritt.

Daraus folgt sofort, dass die Dimension der Lagrange–Dichte identisch mit der d–ten
Potenz der inversen Länge oder (in natürlichen Einheiten, wo ~c = 1 ist) des Impulses
bzw. der Energie sein muss,

[L] = L−d = Λd , (8.20)

wobei L eine Längenskala und Λ eine Impuls- bzw. Energieskala ist.
Sodann bemerken wir, dass der kinetische Term in der Lagrange–Dichte stets quadra-

tisch in Gradienten des Feldes ist, ∼ ∂µφ∂
µφ. Da

[∂µ] =
1

L
= Λ , (8.21)

folgt
Λd = [L] = [∂µφ∂

µφ] = Λ2[φ2] , (8.22)

und daher
[φ] = Λd/2−1 . (8.23)

Dies ist die kanonische Dimension des Feldes.
Nun ist der Wechselwirkungsterm in der Lagrange–Dichte ∼ λφr. Daher gilt

Λd = [L] = [λφr] = [λ][φ]r = [λ]Λr(d/2−1) , (8.24)

also
[λ] = Λd−r(d/2−1) ≡ Λδ , q.e.d. (8.25)

Aus Punkt (ii) der obigen Fallunterscheidung folgt dann, dass Theorien mit dimensions-
loser Kopplungskonstante, δ = 0, renormierbar sind.

8.2 Dimensionale Regularisierung der φ4–Theorie
2.7.2021

Gleichung (8.14) läßt sich auch folgendermaßen schreiben,

D =

[(r
2
− 1
)
n− E

2
+ 1

]
d− r n+ E , (8.26)

Wir betrachten nun Diagramme mit einer festen Zahl n von Vertizes. Von allen diesen Dia-
grammen haben die Baum-Graphen darunter offensichtlich die größte Zahl von externen
Linien E, weil man aus einem Diagramm mit Schleifen durch Aufschneiden aller interner
Linien einen Baum-Graphen erzeugen kann. Jede durchgeschnittene interne Linie erzeugt
dabei zwei externe Linien. In einem Baum-Graphen mit n Vertizes gibt es I = n − 1
interne Linien, die die n Vertizes miteinander verbinden. Nach Gl. (8.12) ist dann die
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Zahl der externen Linien E = rn− 2I = rn− 2(n− 1) = (r− 2)n+ 2. Da für Diagramme
mit Schleifen die Zahl der externen Linien stets kleiner ist als die für Baum-Graphen, gilt
also für alle Diagramme

E ≤ (r − 2)n+ 2 . (8.27)

Dies bedeutet, dass der Koeffizient von d in Gl. (8.26) positiv semi-definit ist, dass also der
oberflächliche Grad der Divergenz mit der Zahl der Raum-Zeit-Dimensionen anwächst.

Die Idee, die der dimensionalen Regulierung zugrundeliegt, ist daher, Diagramme,
die in d = 4 Dimensionen divergent sind, in d < 4 Dimensionen zu berechnen, wo sie noch
konvergent sind, und dann am Schluss der Rechnung den Limes d → 4 durchzuführen.
Der erste Schritt besteht also darin, die Lagrange–Dichte der Theorie von 4 auf d Raum-
Zeit-Dimensionen zu verallgemeinern. Für die φ4–Theorie lautet die Lagrange–Dichte

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− m2

2
φ2 − λ

4!
φ4 . (8.28)

Dies ist formal identisch mit Gl. (6.1), allerdings ist die Dimension der Kopplungskon-
stanten nun gemäß den Glgen. (8.16) und (8.25)

[λ] = Λδ = Λ4−d , (8.29)

d.h. in d 6= 4 Raum-Zeit-Dimensionen ist die Kopplungskonstante nicht mehr dimensions-
los. Wir können sie aber weiterhin dimensionslos halten, wenn wir sie mit einem Faktor
multiplizieren, der die richtige Dimension hat, also die Ersetzung

λ −→ λµ4−d (8.30)

in der Lagrange–Dichte (8.28) vornehmen, wobei µ ein beliebiger Parameter mit der Di-
mension Energie (bzw. Impuls oder Masse) ist. Die Lagrange–Dichte lautet nun

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− m2

2
φ2 − λ

4!
µ4−d φ4 . (8.31)

Der Ein-Schleifen-Beitrag (8.1) zur Masse des Bosons lautet nun

δm2 =
iλ

2
µ4−d

∫
ddQ

(2π)d
1

Q2 −m2 + iη
, (8.32)

und der Ein-Schleifen-Beitrag (8.5) zur 4–Punkt-Funktion

iM1 =
λ2

2
µ2(4−d)

∫
ddQ

(2π)d
1

Q2 −m2 + iη

1

(P1 + P2 −Q)2 −m2 + iη
. (8.33)

Das Integral läßt sich mit Hilfe der sog. Feynman–Formel (die eigentlich nichts anderes
ist als ein elementares Integral) umschreiben,∫ 1

0

dz

[az + b(1− z)]2
=

∫ 1

0

dz

[(a− b)z + b]2
= − 1

a− b
1

(a− b)z + b

∣∣∣∣1
0

= − 1

a− b

(
1

a
− 1

b

)
= − 1

a− b
b− a
ab

=
1

ab
. (8.34)
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Wir identifizieren a ≡ Q2 −m2 + iη und b ≡ (Q− P1 − P2)2 −m2 + iη und berechnen

(Q2 −m2 + iη)z +
[
(Q− P1 − P2)2 −m2 + iη)

]
(1− z)

= (Q2 −m2)z +
[
Q2 − 2Q · (P1 + P2) + (P1 + P2)2 −m2

]
(1− z) + iη

= Q2 −m2 − 2Q · (P1 + P2)(1− z) + (P1 + P2)2(1− z) + iη .

Wir erhalten dann für Gl. (8.33)

iM1 =
λ2

2
µ2(4−d)

∫ 1

0

dz (8.35)

×
∫

ddQ

(2π)d
1

[Q2 −m2 − 2Q · (P1 + P2)(1− z) + (P1 + P2)2(1− z) + iη]2
.

Zunächst würde man denken, dass man mit der Feynman–Formel (8.34) nichts gewonnen
hat, im Gegenteil hat man ja nun ein zusätzliches Integral (das über z) zu lösen. Bei
genauem Hinsehen sieht man, dass aber nun das Integral in Gl. (8.32) und in Gl. (8.35)
vom selben Typ sind. Wir können nämlich beide (nach analytischer Fortsetzung) auf das
Integral

Id,α(P̄ ,M2) ≡
∫

ddQ̄
1

(Q̄2 + 2P̄ · Q̄+M2)α
(8.36)

zurückführen, das in Gl. (8.32) für P̄ µ = 0, M2 = m2 und α = 1 und das in Gl. (8.35) für
P̄ µ = −(1− z)(P̄ µ

1 + P̄ µ
2 ), M2 = m2 + (P̄1 + P̄2)2(1− z) und α = 2.

Wir berechnen nun Id,α(P̄ ,M2). Wir schreiben Q̄2 + 2P̄ · Q̄ = (Q̄ + P̄ )2 − P̄ 2 und
substituieren die Integrationsvariable Q̄µ → Q̄′µ ≡ Q̄µ + P̄ µ. In d–dimensionalen Kugel-
koordinaten führt dies (nach Umbenennung Q̄′ → Q̄) zu

Id,α(P̄ ,M2) =

∫
dΩQ̄

∫ ∞
0

dQ̄
Q̄d−1

(Q̄2 +M2 − P̄ 2)α
. (8.37)

Das d–dimensionale Raumwinkelintegral kann direkt ausgeführt werden,∫
dΩQ̄ =

2πd/2

Γ
(
d
2

) , (8.38)

was identisch mit der Oberfläche der d–dimensionalen Einheitskugel ist. Damit er-
gibt sich

Id,α(P̄ ,M2) =
2πd/2

Γ
(
d
2

) ∫ ∞
0

dQ̄
Q̄d−1

(Q̄2 +M2 − P̄ 2)α
. (8.39)

Nun erinnern wir uns an die Eulersche Beta-Funktion,

B(x, y) ≡ Γ(x) Γ(y)

Γ(x+ y)
= 2

∫ ∞
0

dt
t2x−1

(1 + t2)x+y
. (8.40)

Mit den Substitutionen s = N t, β = 2x − 1 (also x = (1 + β)/2), α = x + y (also
y = α− x = α− (1 + β)/2) können wir damit das folgende Integral berechnen,∫ ∞

0

ds
sβ

(s2 +N2)α
= N1+β−2α

∫ ∞
0

dt
t2x−1

(1 + t2)x+y
=

1

2(N2)α−(1+β)/2

Γ
(

1+β
2

)
Γ
(
α− 1+β

2

)
Γ(α)

.

(8.41)
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8 Renormierung

Mit der Identifizierung N2 ≡M2 − P̄ 2, β = d− 1 wird dann Gl. (8.39) zu

Id,α(P̄ ,M2) = πd/2
Γ
(
α− d

2

)
Γ(α)

1

(M2 − P̄ 2)α−d/2
. (8.42)

Dieses Resultat wenden wir nun zur Berechnung der Integrale in den Glgen. (8.32) und
(8.35) an. Mit iddQ→ −ddQ̄, P̄ µ = 0, M2 = m2 und α = 1 erhalten wir für Gl. (8.32)

δm2 =
λ

2

µ4−d

(2π)d
Id,1(0,m2) =

λ

2

µ4−d

(2π)d
πd/2

Γ
(
1− d

2

)
Γ(1)

1

(m2)1−d/2

=
λ

2

Γ
(
1− d

2

)
(4π)d/2

m2

(
µ2

m2

)2−d/2

. (8.43)

Mit ddQ → iddQ̄, P̄ µ = −(1 − z)(P̄ µ
1 + P̄ µ

2 ), M2 = m2 + (P̄1 + P̄2)2(1 − z) und α = 2
erhalten für Gl. (8.35)

iM1 = i
λ2

2

µ2(4−d)

(2π)d

∫ 1

0

dz Id,2
(
−(1− z)(P̄1 + P̄2),m2 + (P̄1 + P̄2)2(1− z)

)
= i

λ2

2

µ2(4−d)

(4π)d/2
Γ
(
2− d

2

)
Γ(2)

∫ 1

0

dz
1[

m2 + (P̄1 + P̄2)2(1− z)− (P̄1 + P̄2)2(1− z)2
]2−d/2

= i
λ2

2
µ2(2−d/2) Γ

(
2− d

2

)
(4π)d/2

∫ 1

0

dz
µ2(2−d/2)[

m2 + z(1− z)(P̄1 + P̄2)2
]2−d/2

= i
λ2

2
µ2(2−d/2) Γ

(
2− d

2

)
(4π)d/2

∫ 1

0

dz

[
m2 − z(1− z)(P1 + P2)2

µ2

]d/2−2

, (8.44)

wobei wir im letzten Schritt die analytische Fortsetzung P µ
i → P̄ µ

i rückgängig gemacht
haben, d.h. (P̄1 + P̄2)2 → −(P1 + P2)2.

Wir beweisen nun die Relation

Γ(−n+ ε) =
(−1)n

n!

[
1

ε
+ ψ(n+ 1) +O(ε)

]
, (8.45)

wobei ε� 1 und

ψ(z) ≡ d ln Γ(z)

dz
= Γ′(z)/Γ(z) (8.46)

die Eulersche ψ–Funktion ist. Es gilt [22]

ψ(n+ 1) = −γ +
n∑
r=1

1

r
, ψ(1) = −γ , (8.47)

mit der Euler–Mascheroni–Konstante

γ ≡ lim
n→∞

(
n∑
r=1

1

r
− lnn

)
' 0.5772157 . (8.48)
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8.2 Dimensionale Regularisierung der φ4–Theorie

Zum Beweis von Gl. (8.45) benutzen wir zunächst die Relation Γ(z+ 1) = zΓ(z) rekursiv,

Γ(−n+ ε) = Γ(ε)
n∏
r=1

1

−r + ε
=

(−1)n

n!
Γ(ε)

n∏
r=1

1

1− ε/r
. (8.49)

Wir berechnen nun Γ(ε) und den letzten Term separat. Eine Taylor–Entwicklung ergibt

Γ(1 + ε) = Γ(1) + εΓ′(1) +O(ε2) = 1 + εΓ(1)ψ(1) +O(ε2) = 1− ε γ +O(ε2) , (8.50)

wobei wir die Glgen. (8.46) und (8.47) benutzt haben. Also ist

Γ(ε) =
1

ε
Γ(1 + ε) =

1

ε
− γ +O(ε) . (8.51)

Aufgrund des Terms ∼ 1/ε müssen wir das Produkt in Gl. (8.49) bis zur Ordnung O(ε)
in eine Taylor–Reihe entwickeln, um alle im Limes ε → 0 endlichen Terme in Gl. (8.49)
zu berücksichtigen. Mit der Definition der geometrischen Reihe erhalten wir

n∏
r=1

1

1− ε/r
=

n∏
r=1

∞∑
m=0

( ε
r

)m
=

n∏
r=1

(
1 +

ε

r

)
+O(ε2) = 1 + ε

n∑
r=1

1

r
+O(ε2) (8.52)

Setzen wir dieses Resultat sowie Gl. (8.51) in Gl. (8.49) ein, so erhalten wir

Γ(−n+ ε) =
(−1)n

n!

(
1

ε
− γ +O(ε)

)(
1 + ε

n∑
r=1

1

r
+O(ε2)

)

=
(−1)n

n!

(
1

ε
− γ +

n∑
r=1

1

r
+O(ε)

)
. (8.53)

Mit Gl. (8.47) ergibt dies Gl. (8.45), q.e.d.
Setzen wir

ε ≡ 4− d =⇒ d = 4− ε , d

2
= 2− ε

2
, 2− d

2
=
ε

2
, (8.54)

so folgt

Γ

(
1− d

2

)
= Γ

(
−1 +

ε

2

)
= −2

ε
+ γ − 1 +O(ε) ,

Γ

(
2− d

2

)
= Γ

( ε
2

)
=

2

ε
− γ +O(ε) . (8.55)

Damit haben wir für Gl. (8.43)

δm2 =
λ

2(4π)2

[
−2

ε
+ γ − 1 +O(ε)

]
m2

(
4πµ2

m2

)ε/2
. (8.56)

Mit
xε = eε lnx = 1 + ε lnx+O(ε2) (8.57)
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wird dies zu

δm2 =
λm2

32π2

[
−2

ε
+ γ − 1 +O(ε)

] [
1 +

ε

2
ln

4πµ2

m2
+O(ε2)

]
=

λm2

32π2

[
−2

ε
− ln

4πµ2

m2
+ γ − 1 +O(ε)

]
= − λm2

16π2 ε
− λm2

32π2
ln

4πµ2 e

m2 eγ
+O(ε) . (8.58)

Der erste Term wird im Limes ε → 0 (also d → 4) unendlich, während der zweite Term
eine endliche Korrektur zu m2 darstellt.

Ganz ähnlich berechnen wir Gl. (8.44),

iM1 = i
λ2

2
µε

2
ε
− γ +O(ε)

(4π)2

∫ 1

0

dz

[
m2 − z(1− z)(P1 + P2)2

4πµ2

]−ε/2
= i

λ2

32π2
µε
[

2

ε
− γ +O(ε)

] ∫ 1

0

dz

[
1− ε

2
ln
m2 − z(1− z)(P1 + P2)2

4πµ2
+O(ε2)

]
= i

λ2

32π2
µε
[

2

ε
− γ −

∫ 1

0

dz ln
m2 − z(1− z)(P1 + P2)2

4πµ2
+O(ε)

]
≡ i

λ2

32π2
µε
[

2

ε
− γ − F (s,m, µ) +O(ε)

]
= i

λ2

16π2 ε
µε − i λ

2

32π2
µε [γ + F (s,m, µ)] +O(ε) , (8.59)

wobei wir die (endliche) Funktion

F (s,m, µ) ≡
∫ 1

0

dz ln
m2 − z(1− z)s

4πµ2
, s ≡ (P1 + P2)2 , (8.60)

definiert haben. Die (quadratische) renormierte Masse ist bis zur Ein-Schleifen-Ordnung

m2
r = m2 + δm2 = m2

(
1− λ

16π2 ε
− λ

32π2
ln

4πµ2 e

m2 eγ

)
, (8.61)

und die volle Streuamplitude bis zur Ein-Schleifen-Ordnung ist

M = +

s

+

t

+

u

= −λµε +M1(s) +M1(t) +M1(u) (8.62)

= −λµε +
3λ2 µε

16π2 ε
− λ2 µε

32π2
[3γ + F (s,m, µ) + F (t,m, µ) + F (u,m, µ)]

= −λµε
{

1− 3λ

16π2 ε
+

λ

32π2
[3γ + F (s,m, µ) + F (t,m, µ) + F (u,m, µ)]

}
.
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8.3 Renormierung der φ4–Theorie

Sowohl m2
r als auch M divergieren wie 1/ε im Limes ε → 0. Beide Größen sollten je-

doch endlich sein, um physikalisch sinnvolle Resultate zu liefern. Wir werden im nächsten
Abschnitt sehen, wie man dies erreichen kann.

8.3 Renormierung der φ4–Theorie
7.7.2021

In Gl. (8.61) haben wir die renormierte Masse (bis zur Ein-Schleifen-Ordnung) de-
finiert. Diese scheint ∼ 1/ε für ε → 0, bzw. für d → 4, zu divergieren und kann daher
eigentlich nicht der physikalischen Masse der skalaren Teilchen entsprechen. Es gibt je-
doch einen Ausweg aus diesem Dilemma, nämlich indem wir annehmen, dass die nackte
Masse m2 ebenfalls divergiert und zwar in der Weise, dass sich die Divergenz in m2 mit
der ∼ 1/ε exakt aufhebt. In diesem Fall ist die renormierte Masse m2

r identisch mit
der physikalischen Masse der Teilchen.

Um diese Idee zu formalisieren, lösen wir Gl. (8.61) nach m2 auf,

m2 = m2
r +

λm2

16π2 ε
+
λm2

32π2
ln

4πµ2 e

m2 eγ

= m2
r +

λm2
r

16π2 ε
+
λm2

r

32π2
ln

4πµ2 e

m2
r e

γ
+O(λ2) . (8.63)

Hier haben wir im zweiten Schritt iterativ auf der rechten Seite m2 durch m2
r ersetzt. Die

Korrekturen sind dabei von der Ordnung O(λ2) (auch im Term mit dem Logarithmus, da
λ ln(1 + λ) ' λ2 +O(λ3)), die wir aber hier bis zur Ein-Schleifen-Ordnung generell nicht
betrachten.

Die weiteren Betrachtungen vereinfachen sich, wenn wir den bis jetzt beliebigen Para-
meter µ2 so wählen, dass der Logarithmus verschwindet,

µ2 =
m2
r e

γ

4π e
. (8.64)

Diese Wahl nennt man das minimale Subtraktionsschema (MS-Schema). Für das
folgende ist dies aber unerheblich, wir hätten auch eine andere Wahl treffen können. Im
MS-Schema lautet Gl. (8.63)

m2 = m2
r

(
1 +

λ

16π2 ε

)
+O(λ2) . (8.65)

Die Divergenz ∼ 1/ε auf der rechten Seite entspricht, zumindest bis zur Ordnung O(λ2),
bis zu der wir diese Betrachtung machen, der Divergenz der nackten Masse. Oder mit
anderen Worten, wenn wir Gl. (8.65) nach m2

r auflösen, heben sich diese Divergenzen bis
zur Ordnung O(λ2) exakt gegeneinander auf,

m2
r =

m2

1 + λ
16π2 ε

+O(λ2) = m2

(
1− λ

16π2 ε

)
+O(λ2)

= m2
r

(
1 +

λ

16π2 ε

)(
1− λ

16π2 ε

)
+O(λ2)

= m2
r +O(λ2) . (8.66)
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8 Renormierung

Man beachte, dass der Term ∼ (λ/ε)2 von der Ordnung O(λ2) ist, also zu den in dieser
Rechnung (die bis zur Ordnung O(λ) durchgeführt wurde) nicht betrachteten Termen
gehört. Er muss sich natürlich bei der Definition der renormierten Masse in nächsthöherer
Ordnung wegheben, so dass die renormierte, physikalische Masse m2

r stets endlich
bleibt.

Dieselbe Prozedur kann man auch auf die Streuamplitude (8.62) anwenden. Wir defi-
nieren die renormierte Kopplungskonstante

λr = λ

{
1− 3λ

16π2 ε
+

3λ

32π2
[γ + F (0,m, µ)]

}
. (8.67)

Hier haben wir als Renormierungspunkt s = t = u = 0 gewählt. Dies ist aber lediglich
eine Möglichkeit, man kann auch eine andere Wahl treffen. Wir lösen diese Gleichung nach
λ auf und setzen den entsprechenden Ausdruck im Sinne einer iterativen Lösung wieder
auf der rechten Seite ein,

λ = λr +
3λ2

16π2 ε
− 3λ2

32π2
[γ + F (0,m, µ)]

= λr +
3λ2

r

16π2 ε
− 3λ2

r

32π2
[γ + F (0,m, µ)] +O(λ3

r) . (8.68)

Die nackte Kopplungskonstante λ divergiert, und zwar in einer solchen Weise, dass
die Divergenz diejenige auf der rechten Seite in Gl. (8.67) exakt aufhebt, so dass die
renormierte Kopplungskonstante endlich bleibt, zumindest bis zur betrachteten
störungstheoretischen Ordnung. Wir überprüfen dies, indem wir Gl. (8.68) in Gl. (8.67)
einsetzen,

λr = λr

{
1 +

3λr
16π2 ε

− 3λr
32π2

[γ + F (0,m, µ)] +O(λ2
r)

}
×
{

1− 3λ

16π2 ε
+

3λ

32π2
[γ + F (0,m, µ)]

}
= λr

{
1 +

3λr
16π2 ε

− 3λr
32π2

[γ + F (0,m, µ)] +O(λ2
r)

}
×
{

1− 3λr
16π2 ε

+
3λr
32π2

[γ + F (0,m, µ)] +O(λ2
r)

}
= λr[1 +O(λ2

r)] . (8.69)

Hier haben wir im zweiten Schritt in der zweiten geschweiften Klammer Gl. (8.68) ein-
gesetzt. Terme ∼ λ2

r/ε
2 und ∼ λ2

r/ε sind formal von der Ordnung O(λ2
r) und werden

hier nicht weiter betrachtet. Sie müssen sich dann in der nächsthöheren Ordnung in
Störungstheorie gegen entsprechende Terme wegheben. Gleichung (8.69) ist das gewünsch-
te, aber auch erwartete Ergebnis: bis zur Ordnung O(λ3

r) heben sich alle Divergenzen weg
und die renormierte Kopplungskonstante ist endlich.

Fassen wir das bisher Gesagte kurz zusammen: wir haben gesehen, dass Schleifen-
Diagramme UV–Divergenzen besitzen, die man dadurch entfernen kann, dass man an-
nimmt, dass die nackte Masse m2 und die nackte Kopplungskonstante λ in der Weise
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8.3 Renormierung der φ4–Theorie

divergieren, dass sie die o.g. UV–Divergenzen wegheben. Dies bedeutet aber im Ge-
genzug, dass die Lagrange–Dichte der Theorie nicht mehr wohldefiniert ist, da sie
unendlich große Parameter enthält.

Dieses Problem läßt sich nun folgendermaßen beheben. Wir beginnen mit der Definition
einer wohldefinierten Lagrange–Dichte Lr für das renormierte, physikalische Feld
φr, in der lediglich renormierte, physikalische Parameter m2

r, λr auftreten, z.B.

Lr =
1

2
∂µφr∂

µφr −
m2
r

2
φ2
r −

λrµ
ε

4!
φ4
r . (8.70)

Im nächsten Schritt addieren wir sog. Gegen-Terme (engl. counter terms), die die Di-
vergenzen der nackten Parameter enthalten. Diese Gegen-Terme werden als neue Wech-
selwirkungsterme interpretiert. So addieren wir für die Divergenz der nackten Masse
den Term

δL1 =
δm2

2
φ2
r = −1

2

λrm
2
r

16π2 ε
φ2
r , (8.71)

wobei wir im zweiten Schritt angenommen haben, im MS–Schema zu renormieren, und
gegenüber Gl. (8.65) die nackte Kopplungskonstante λ durch die renormierte Kopplung
λr ersetzt haben, was bis zur Ordnung O(λr) gestattet ist, vgl. Gl. (8.68) . Ganz analog
berücksichtigen wir die Divergenz der nackten Kopplungskonstanten, indem wir folgenden
Term zur Lagrange–Dichte (8.70) addieren,

δL2 = −λr µ
ε

4!

3λr
32π2

[
2

ε
− γ − F (0,m, µ)

]
φ4
r ≡ −

Bλrµ
ε

4!
φ4
r . (8.72)

Im allgemeinen braucht man noch einen weiteren Gegen-Term, der die Form des kineti-
schen Terms in der Lagrange–Dichte (8.70) hat,

δL3 =
A

2
∂µφr∂

µφr . (8.73)

Bis zur Ordnung O(λr) ist A ≡ 0, weshalb wir von der Existenz dieses Terms bislang
nichts ahnen konnten. In der Ordnung O(λ2

r) tritt allerdings ein nichtverschwindender
Beitrag auf, der von dem in Abb. 8.4 dargestellten Zwei-Schleifen-Diagramm herrührt,
das in der Zwei-Punkt-Funktion der Theorie vorkommt.

Abbildung 8.4: Zwei-Schleifen-Diagramm, das zur Konstanten A beiträgt.

Die Lagrange–Dichte (8.70) plus die drei Gegen-Terme (8.71), (8.72) und (8.73) lauten

L = Lr + δL1 + δL2 + δL3

=
1

2
(1 + A) ∂µφr∂

µφr −
m2
r − δm2

2
φ2
r −

λr µ
ε

4!
(1 +B)φ4

r . (8.74)
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Nun definieren wir die Wellenfunktions-Renormierungskonstante

Zφ ≡ 1 + A , (8.75)

die Massen-Renormierungskonstante

Z2
m ≡

m2
r − δm2

m2
r(1 + A)

=

(
1− δm2

m2
r

)
1

Zφ
, (8.76)

und die Kopplungskonstanten-Renormierungskonstante

Zλ =
1 +B

(1 + A)2
=

1 +B

Z2
φ

. (8.77)

Die Beziehung zwischen nacktem Feld φ und renormiertem Feld φr lautet

φ =
√
Zφ φr , (8.78)

die zwischen nackter und renormierter Masse

m = Zmmr , (8.79)

und die zwischen nackter und renormierter Kopplungskonstante

λ = Zλ λr µ
ε . (8.80)

Man beachte, dass die Divergenzen der Theorie in den Renormierungskonstanten Zφ, Zm
und Zλ auftreten. Die Lagrange–Dichte (8.74) lautet nun

L =
Zφ
2
∂µφr∂

µφr −
m2
r

2
Z2
mZφ φ

2
r −

λr µ
ε

4!
ZλZ

2
φ φ

4
r

=
1

2
∂µφ∂

µφ− m2

2
φ2 − λ

4!
φ4 , (8.81)

wobei wir die Glgen. (8.78), (8.79) und (8.80) benutzt haben. Dies ist in der Tat unsere
ursprüngliche Lagrange–Dichte mit nackten Parametern und Feldern. Man beachte, dass
unsere Definition (8.80) der nackten Kopplungskonstanten dimensionsbehaftet ist, d.h.
sie enthält den Faktor µε.

In einer störungstheoretischen Rechnung berechnet man alle Diagramme bis zu einer
gegebenen Ordnung in λr. Dabei betrachtet man die Gegen-Terme (8.71), (8.72) und (8.73)
ebenfalls als Wechselwirkungsterme, wobei die Gegen-Terme (8.71) und (8.72) von der
Ordnung O(λr) sind und der Gegen-Term (8.73) von der Ordnung O(λ2

r) ist. Diese Gegen-
Terme heben nun systematisch alle Divergenzen von Schleifen-Diagrammen in derselben
Ordnung von λr auf, sofern man letztere mit den endlichen, renormierten Parametern mr,
λr der Lagrange–Dichte berechnet.
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8.4 Die Renormierungsgruppe

Berechnen wir physikalische Größen in der renormierten Theorie, so hängen diese von
der Renormierungsskala µ ab, die wir willkürlich im Zuge der (dimensionalen) Re-
gularisierung eingeführt hatten. Dagegen hängen unrenormierte Größen nicht von µ
ab.

Betrachten wir konkret die renormierte und die unrenormierte n–Punkt-Vertex-Funk-
tion Γ

(n)
r bzw. Γ(n). Da die unrenormierte Vertex-Funktion nicht von der Renormierungs-

skala µ abhängt, ist sie invariant unter einer sog. Skalentransformation

µ −→ es µ ⇔ lnµ −→ lnµ+ s . (8.82)

Solche Skalentransformationen bilden eine Gruppe, die sog. Renormierungsgruppe.
Invarianz einer physikalischen Größe unter Skalentransformationen bedeutet im all-

gemeinen, dass sie nicht vom Parameter µ abhängen darf, oder mit anderen Worten,
dass ihre (logarithmische) Ableitung bzgl. µ verschwinden muss. Für die unrenormierte
n–Punkt-Vertex-Funktion lautet diese Bedingung dann

0 = µ
∂

∂µ
Γ(n) =

∂Γ(n)

∂ lnµ
. (8.83)

Wie lautet nun der Zusammenhang zwischen der unrenormierten Vertex-Funktion Γ(n)

und der renormierten Vertex-Funktion Γ
(n)
r ? Eine n–Punkt-Vertex-Funktion hängt von

den Impulsen P1, P2, . . . , Pn ab, die in den Vertex hinein- bzw. hinauslaufen, s. Abb. 8.5.
Dies gilt sowohl für Γ(n) als auch für Γr(n).
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Abbildung 8.5: Die n–Punkt-Vertex-Funktion Γ(n) mit den in sie hineinlaufenden Impul-
sen P1, P2, . . . , Pn.

Desweiteren hängt sie von den Parametern der Theorie ab, also den Massen und Kopp-
lungskonstanten. Dabei hängt Γ(n) von den unrenormierten, nackten Parametern m,λ
und Γ

(n)
r von den renormierten, physikalischen Parametern mr, λr ab. Außerdem

hängt Γ
(n)
r auch noch von der Renormierungsskala µ ab,

Γ(n) = Γ(n) ({Pi}, λ,m) ,

Γ(n)
r = Γ(n)

r ({Pi}, λr,mr, µ) . (8.84)
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Wir hatten im letzten Abschnitt gesehen, dass die renormierte Lagrange–Dichte Lr,
plus Gegen-Terme, identisch mit der unrenormierten Lagrange–Dichte L ist. Dies
bedeutet, dass die erzeugenden Funktionale für Vertex-Funktionen in beiden Theo-
rien identisch sein müssen,

Γ[φ] = W [J ]−
∫

d4X J(X)φ(X) ≡ Γr[φr] = Wr[J ]−
∫

d4X J(X)φr(X) , (8.85)

wobei
δW [J ]

δJ(X)
= φ(X) ,

δWr[J ]

δJ(X)
= φr(X) . (8.86)

Für die renormierte n–Punkt-Vertex-Funktion gilt dann mit den Glgen. (8.78) und (8.85)

Γ(n)
r ({Pi}, λr,mr, µ) ≡ δnΓr[φr]

δφr(P1) · · · δφr(Pn)
=

δnΓ[φ]

δφ(P1) · · · δφ(Pn)
Z
n/2
φ

≡ Z
n/2
φ Γ(n) ({Pi}, λ,m) , (8.87)

bzw.
Γ(n) ({Pi}, λ,m) = Z

−n/2
φ Γ(n)

r ({Pi}, λr,mr, µ) . (8.88)

Leiten wir diese Gleichung auf beiden Seiten nach µ ab und multiplizieren mit Z
n/2
φ µ, so

folgt mit Gl. (8.83)[
−n

2
µ
∂ lnZφ
∂µ

+ µ
∂λr
∂µ

∂

∂λr
+ µ

∂mr

∂µ

∂

∂mr

+ µ
∂

∂µ

]
Γ(n)
r = Z

n/2
φ µ

∂Γ(n)

∂µ
≡ 0 . (8.89)

Hierbei haben wir die Kettenregel angewendet, unter Beachtung der Tatsache, dass die
Wellenfunktions-Renormierungskonstante Zφ, sowie die renormierten Parameter λr und
mr von der Renormierungsskala µ abhängen,

Zφ = Zφ(µ) , λr = λr(µ) , mr = mr(µ) . (8.90)

Nun definieren wir die sog. β–Funktion

β(λr) ≡ µ
∂λr
∂µ

, (8.91)

welche eine Aussage darüber trifft, wie sich die renormierte Kopplungskonstante λr mit
der Renormierungsskala µ ändert, sowie die Funktionen

γ(λr) =
µ

2

∂

∂µ
lnZφ = µ

∂

∂µ
ln
√
Zφ ,

mr γm(λr) = µ
∂mr

∂µ
. (8.92)

Setzen wir die Glgen. (8.91) und (8.92) in Gl. (8.89) ein, so erhalten wir die sog. Renor-
mierungsgruppengleichung

0 =

[
µ
∂

∂µ
+ β(λr)

∂

∂λr
− n γ(λr) +mr γm(λr)

∂

∂mr

]
Γ(n)
r . (8.93)
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Sei nun D die kanonische Dimension von Γ
(n)
r ,[

Γ(n)
r ({Pi}, λr,mr, µ)

]
= ΛD . (8.94)

Wir betrachten die Skalentransformation

Pi −→ t Pi , mr −→ tmr , µ −→ t µ , (8.95)

d.h. alle Größen mit der Dimension Λ werden mit einem Faktor t multipliziert. Aufgrund
von Gl. (8.94) gilt

Γ(n)
r ({t Pi}, λr,mr, µ) = tD Γ(n)

r

(
{Pi}, λr,

mr

t
,
µ

t

)
, (8.96)

oder (logarithmisch) nach t abgeleitet,

t
∂

∂t
Γ(n)
r ({t Pi}, λr,mr, µ)

=

[
D + t

∂(mr/t)

∂t

∂

∂(mr/t)
+ t

∂(µ/t)

∂t

∂

∂(µ/t)

]
tDΓ(n)

r

(
{Pi}, λr,

mr

t
,
µ

t

)
=

[
D + t

(
−mr

t2

)
t
∂

∂mr

+ t
(
− µ
t2

)
t
∂

∂µ

]
Γ(n)
r ({tPi}, λr,mr, µ)

=

(
D −mr

∂

∂mr

− µ ∂

∂µ

)
Γ(n)
r ({t Pi}, λr,mr, µ) , (8.97)

wobei wir zum vorletzten Schritt wieder Gl. (8.96) benutzt haben, was uns erlaubt, bei
der Differentiation nach mr/t und µ/t den Skalenfaktor t konstant zu halten. Umgestellt
lautet Gl. (8.97)

µ
∂

∂µ
Γ(n)
r ({t Pi}, λr,mr, µ) =

(
−t ∂

∂t
−mr

∂

∂mr

+D

)
Γ(n)
r ({t Pi}, λr,mr, µ) . (8.98)

Kombinieren wir dieses Resultat mit der Renormierungsgruppengleichung (8.93), so er-
halten wir

0 =

{
−t ∂

∂t
+ β(λr)

∂

∂λr
− n γ(λr) +mr [γm(λr)− 1]

∂

∂mr

+D

}
Γ(n)
r ({t Pi}, λr,mr, µ) .

(8.99)
Falls die Funktionen β(λr) = γ(λr) = 0, γm(λr) = 1 (was ∂mr/∂µ = mr/µ oder mr ∼ µ

bedeutet), so ist die Skalenänderung von Γ
(n)
r durch die kanonische Dimension D gegeben,

t
∂

∂t
Γ(n)
r = D Γ(n)

r . (8.100)

Nicht-triviale Funktionen β(λr) 6= 0, γ(λr) 6= 0, γm(λr) 6= 1 führen zu einem anderen Ska-

lenverhalten, zu sog. anomalen Dimensionen. 9.7.2021

Wir lösen jetzt Gl. (8.99). Diese Gleichung bedeutet, dass eine Skalenänderung um
einen Faktor t durch entsprechende Änderungen von λr, mr, sowie einen multiplikativen
Faktor kompensiert wird. Also muss es Funktionen λr(t), mr(t) und f(t) geben, so dass

Γ(n)
r ({t Pi}, λr,mr, µ) = f(t) Γ(n)

r ({Pi}, λr(t),mr(t), µ) , (8.101)
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was differenziert nach t auf folgende Bedingung führt,

t
∂

∂t
Γ(n)
r ({t Pi}, λr,mr, µ)

=

{
t

df

dt
+ tf(t)

[
∂λr(t)

∂t

∂

∂λr(t)
+
∂mr(t)

∂t

∂

∂mr(t)

]}
Γ(n)
r ({Pi}, λr(t),mr(t), µ)

=

{
t

df

dt
+ tf(t)

[
∂λr(t)

∂t

∂

∂λr(t)
+
∂mr(t)

∂t

∂

∂mr(t)

]}
Γ

(n)
r ({t Pi}, λr,mr, µ)

f(t)
, (8.102)

wobei wir im letzten Schritt Gl. (8.101) benutzt haben. Umgestellt lautet diese Gleichung[
−t ∂

∂t
+

t

f(t)

df

dt
+ t

∂λr(t)

∂t

∂

∂λr(t)
+ t

∂mr(t)

∂t

∂

∂mr(t)

]
Γ(n)
r ({t Pi}, λr,mr, µ) = 0 .

(8.103)
Vergleichen wir dies mit Gl. (8.99), so erhalten wir die Bedingungsgleichungen

t
∂λr(t)

∂t
= β(λr) , (8.104)

t
∂mr(t)

∂t
= mr [γm(λr)− 1] , (8.105)

t

f(t)

df

dt
= D − n γ(λr) . (8.106)

Diee Lösung der Gl. (8.104) bestimmt die sog. laufende Kopplungskonstante (engl.
running coupling constant) λr(t) der Theorie. Die Lösung von Gl. (8.105) bestimmt die
laufende Masse mr(t). Die Lösung von Gl. (8.106) ist

f(t) = tD exp

[
−
∫ t

1

dt′
n γ(λr(t

′))

t′

]
, (8.107)

denn

df

dt
=

[
DtD−1 − tD n γ(λr(t))

t

]
f(t)

tD
= [D − n γ(λr(t))]

f(t)

t

⇐⇒ t

f(t)

df

dt
= D − n γ(λr(t)) , q.e.d.

Der Exponent in Gl. (8.107) stellt eine der oben schon erwähnten anomalen Dimensio-
nen dar.

Wie sieht die β–Funktion aus? Es ist klar, dass sie für verschwindende Kopplungskon-
stante λr ebenfalls verschwindet, denn wenn die Kopplung gegen null geht, dann geht
auch ihre Änderung gegen null,

lim
λr→0

β(λr) = 0 . (8.108)

Die Werte für die Kopplungskonstante, bei denen die β–Funktion verschwindet, nennt
man Fixpunkte, denn offenbar ändert sich hier die Kopplung nicht mehr, wenn sich die
Skala t ändert, vgl. Gl. (8.104). In Störungstheorie erwarten wir, dass die β–Funktion
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Abbildung 8.6: Szenarien für den Verlauf der β–Funktion.

als Polynom in der Kopplung λr darstellbar ist. Wir beschränken uns im folgenden auf
die beiden niedrigsten nicht-trivialen Potenzen von λr. Ein möglicher konstanter Term
kann aufgrund von Gl. (8.108) nicht existieren und, wie wir weiter unten (in Gl. (8.114))
zumindest für die φ4–Theorie sehen werden, ist der erste nicht-triviale Term von der
Ordnung O(λ2

r). Also lautet der Ansatz für die β–Funktion

β(λr) = Aλ2
r +Bλ3

r +O(λ4
r) . (8.109)

Wir machen eine Fallunterscheidung:

(a) A, B > 0: Die β–Funktion ist stets positiv, β(λr) > 0, s. die grün-gestrichelte
Linie in Abb. 8.6 (a). Die Kopplung λr nimmt also mit wachsender Skala, t → ∞,
zu oder mit fallender Skala, t → 0, ab. Während die Kopplung für wachsende
Skala dann gegen unendlich strebt, handelt es sich beim Ursprung λr = 0, also
der einzigen Nullstelle der β–Funktion, um einen IR–stabilen Fixpunkt, d.h.
die Kopplung ändert sich nicht mehr, wenn die Skala t → 0 geht. Der Wert der
Kopplung am IR–stabilen Fixpunkt ist λr = 0, die Theorie wird also im IR zu einer
nichtwechselwirkenden, freien Theorie.

(b) A > 0, B < 0: Die β–Funktion verhält sich wie die blaue Linie in Abb. 8.6 (a). Wie
beim vorangegangenen Fall gibt es den IR–stabilen Fixpunkt λr = 0. Zusätzlich
gibt es jedoch einen weiteren Fixpunkt bei einer endlichen, nichtverschwindenden
Kopplung λ∗r. Nehmen wir an, dass wir uns in der Nähe dieses Fixpunktes befinden.
Wir lassen nun die Skala t→∞ gehen.

1. Für λr < λ∗r ist β(λr) > 0. Dies bedeutet nach Gl. (8.104), dass die Kopplung
λr bei wachsender Skala anwächst und von unten gegen λ∗r strebt.

2. Für λr > λ∗r ist β(λr) < 0. Dies bedeutet nach Gl. (8.104), dass die Kopplung
λr bei wachsender Skala abfällt und von oben gegen λ∗r strebt.

In beiden Fällen strebt die Kopplung für t → ∞ gegen λ∗r. Es handelt sich bei λ∗r
um einen sog. UV–stabilen Fixpunkt.
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(c) A,B < 0: Die β–Funktion ist stets negativ, β(λr) < 0, s. die grün-gestrichelte Linie
in Abb. 8.6 (b). Die Kopplung λr nimmt also mit wachsender Skala, t→∞, ab oder
mit fallender Skala, t→ 0, zu. Während die Kopplung für fallende Skala dann gegen
unendlich strebt, handelt es sich beim Ursprung λr = 0 um einen UV–stabilen
Fixpunkt, d.h. die Kopplung ändert sich nicht mehr, wenn die Skala t→∞ geht.
Der Wert der Kopplung am UV–stabilen Fixpunkt ist λr = 0, die Theorie wird
also im UV zu einer nichtwechselwirkenden, freien Theorie. Theorien, deren
Kopplung im UV verschwinden, nennt man asymptotisch frei. Wie wir sehen
werden, gehört die QCD in die Klasse solcher Theorien.

(d) A < 0, B > 0: Die β–Funktion verhält sich wie die blaue Linie in Abb. 8.6 (b). Wie
beim vorangegangenen Fall gibt es den UV–stabilen Fixpunkt λr = 0. Zusätzlich
gibt es jedoch einen weiteren Fixpunkt bei einer endlichen, nichtverschwindenden
Kopplung λ∗r. Nehmen wir an, dass wir uns in der Nähe dieses Fixpunktes befinden.
Wir lassen nun die Skala t→ 0 gehen.

1. Für λr < λ∗r ist β(λr) < 0. Dies bedeutet nach Gl. (8.104), dass die Kopplung
λr bei fallender Skala anwächst und von unten gegen λ∗r strebt.

2. Für λr > λ∗r ist β(λr) < 0. Dies bedeutet nach Gl. (8.104), dass die Kopplung
λr bei fallender Skala abfällt und von oben gegen λ∗r strebt.

In beiden Fällen strebt die Kopplung für t→ 0 gegen λ∗r. Es handelt sich bei λ∗r um
einen sog. IR–stabilen Fixpunkt.

Es ist klar, dass ein UV–stabiler Fixpunkt gleichzeitig IR–instabil und ein IR–stabiler
Fixpunkt gleichzeitig UV–instabil ist.

Es stellt sich nun die Frage, zu welchem Typ die φ4–Theorie gehört. Dazu berechnen
wir die β–Funktion bis zur Ein-Schleifen-Ordnung. Wir betrachten zunächst die Relation
(8.80) zwischen nackter und renormierter Kopplungskonstante. Nach µ abgeleitet lautet
diese (die nackte Kopplungskonstante hängt natürlich nicht von µ ab)

0 =
∂λ

∂µ
= εµε−1 Zλ λr + µε

∂(Zλ λr)

∂µ
= µε−1

[
ε Zλ λr + µ

∂λr
∂µ

∂(Zλ λr)

∂λr

]
, (8.110)

bzw.

β(λr) ≡ µ
∂λr
∂µ

= −ε Zλ λr
∂(Zλ λr)
∂λr

. (8.111)

Bis zur Ein-Schleifen-Ordnung war Zφ = 1 und daher (vgl. Glgen. (8.72) und (8.77))

Zλ λr = (1 +B)λr = λr +
3λ2

r

16π2 ε
− 3λ2

r

32π2
[γ + F (0,m, µ)] , (8.112)

also
∂(Zλ λr)

∂λr
= 1 +

3λr
8π2 ε

− 3λr
16π2

[γ + F (0,m, µ)] . (8.113)
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Eingesetzt in Gl. (8.111) erhalten wir

β(λr) = −ε λr
1 + 3λr

16π2 ε
− 3λr

32π2 [γ + F (0,m, µ)]

1 + 3λr
8π2 ε
− 3λr

16π2 [γ + F (0,m, µ)]

= −ε λr
{

1− 3λr
16π2ε

+
3λr
32π2

[γ + F (0,m, µ)]

}
+O(λ3

r)

−→ 3λ2
r

16π2
+O(λ3

r) (ε −→ 0) . (8.114)

Die β–Funktion ist also positiv definit, zumindest störungstheoretisch, also in der Nähe
von λr = 0. Daher gehört die φ4–Theorie zum in Abb. 8.6 (a) abgebildeten Typ von
Theorien, sie ist also nicht asymptotisch frei, wie z.B. die QCD. Man beachte, dass die
β–Funktion, zumindest in erster Ordnung in Störungstheorie, durch den Koeffizienten
von 1/ε in der primitiven Divergenz (hier der in der Streuamplitude) bestimmt wird.
Ob die φ4–Theorie einen weiteren, UV–stabilen Fixpunkt λ∗r besitzt, können wir erst
entscheiden, wenn wir die höheren Korrekturen in λr der β–Funktion berechnet haben.
Dies soll hier aber nicht weiter vertieft werden.

µ
0

µ∗
µ

λ (µ
0
)

λ (µ)

r

r

Abbildung 8.7: Die Kopplungskonstante der φ4–Theorie.

Wir bestimmen zum Schluss dieses Abschnitts noch die laufende Kopplungskonstante
λr(µ), indem wir die gerade berechnete β–Funktion (8.114) benutzen,

µ
∂λr
∂µ

= β(λr) =
3λ2

r

16π2
,

⇐⇒ dλr
λ2
r

≡ −d
1

λr
=

3

16π2

dµ

µ
≡ 3

16π2
d lnµ ,

⇐⇒ 1

λr(µ0)
− 1

λr(µ)
=

3

16π2
ln

µ

µ0

,
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⇐⇒ 1

λr(µ)
=

1

λr(µ0)

[
1− 3λr(µ0)

16π2
ln

µ

µ0

]
,

⇐⇒ λr(µ) =
λr(µ0)

1− 3λr(µ0)
16π2 ln µ

µ0

. (8.115)

Die Kopplungskonstante wächst also mit der Skala µ an. Störungstheoretisch gibt es sogar
einen Pol bei

µ∗ = µ0 exp

[
16π2

3λr(µ0)

]
, (8.116)

den sog. Landau–Pol, bei dem die Kopplungskonstante divergiert, vgl. Abb. 8.7.

8.5 Renormierung der QED

Bei der Quantenelektrodynamik (QED) handelt es sich um eine renormierbare Quanten-
feldtheorie. Dies bedeutet, dass es genügt, die primitiven Divergenzen der Theorie zu
identifizieren, um die für die störungstheoretische Renormierung in der Lagrange–Dichte
benötigten Gegen-Terme zu bestimmen. Die primitiven Divergenzen der QED sind fol-
gende:

(i) Selbstenergie des Elektrons. In Ein-Schleifen-Ordnung und in Feynman–Eichung
für den Photon-Propagator gilt,

−iΣ(P ) = (−ie)2

∫
d4K

(2π)4
γµ

i( /P − /K +m)

(P −K)2 −m2 + iη

−igµν
K2 + iη

γν

=

P P

K

P−K

. (8.117)

Der oberflächliche Grad der Divergenz dieses Diagramms ist D = 1, es handelt sich
also um eine lineare UV–Divergenz. Die Elektron-Selbstenergie trägt sowohl zur
Massen– als auch zur Wellenfunktionsrenormierung des Elektrons bei.

(ii) Selbstenergie des Photons. Es gilt in Ein-Schleifen-Ordnung

iΠµν(K) = −(−ie)2

∫
d4P

(2π)4
Tr

[
γµ

i( /P +m)

P 2 −m2 + iη
γν

i( /P − /K +m)

(P −K)2 −m2 + iη

]

=

K K

P−K

P

. (8.118)
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Der oberflächliche Grad der Divergenz dieses Diagramms ist D = 2, es ist also qua-
dratisch UV–divergent. Die Photon-Selbstenergie trägt zur Wellenfunktionsre-
normierung des Photons bei.

(iii) Vertex-Korrektur. In Ein-Schleifen-Ordnung trägt folgendes Diagramm zum Pho-
ton-Elektron-Vertex bei (wiederum rechnen wir in Feynman–Eichung),

−ieΛµ(P +Q,P,Q)

= (−ie)3

∫
d4K

(2π)4

−igνλ
(K − P )2 + iη

γν
i( /K + /Q+m)

(K +Q)2 −m2 + iη
γµ

i( /K +m)

K2 −m2 + iη
γλ

= K+QK

Q

P P+Q
K−P

. (8.119)

Dieses Diagramm hat den oberflächlichen Grad der Divergenz D = 0, ist also loga-
rithmisch UV–divergent. Es trägt zur Renormierung der Kopplungskonstan-
ten, d.h. also zur Ladungsrenormierung bei.

Nun müssen die divergenten Beiträge in diesen Diagrammen extrahiert werden. Dies geht
wiederum am besten mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung. Wir geben hier nur das
Ergebnis an und verweisen für die explizite Rechnung auf die Literatur [3],

Σ(P ) =
e2

8π2 ε
(4m− /P ) + endliche Terme ,

Πµν(K) =
e2

6π2 ε
(KµKν − gµνK2) + endliche Terme , (8.120)

Λµ(P +Q,P,Q) =
e2

8π2 ε
γµ + endliche Terme . (8.121)

14.7.2021

Die Zwei-Punkt-Vertex-Funktion des Elektrons lautet dann (in Ein-Schleifen-Ord-
nung und unter Vernachlässigung endlicher Terme)

Γ
(2)
f (P ) = S−1

F (P )− Σ(P ) = /P −m+
e2

8π2 ε
/P − e2

2π2 ε
m

= /P

(
1 +

e2

8π2 ε

)
−m

(
1 +

e2

2π2 ε

)
. (8.122)

Die auftretenden Divergenzen müssen durch Gegen-Terme im Dirac–Anteil der Lagrange–
Dichte eliminiert werden,

Lf = ψ̄(i/∂ −m)ψ = Z2 ψ̄r i/∂ ψr − Zmmr ψ̄rψr , (8.123)
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wobei

ψ =
√
Z2 ψr , m =

Zmmr

Z2

. (8.124)

Die benötigten Gegen-Terme lauten explizit

Z2 ≡ 1 +B = 1− e2
r

8π2 ε
,

Zmmr = mr + A = mr

(
1− e2

r

2π2 ε

)
. (8.125)

Damit können wir die Lagrange–Dichte (8.123) schreiben als

Lf = (1 +B)ψ̄r i/∂ ψr − (mr + A)ψ̄rψr

= Lf,r + δL1 + δL2 , (8.126)

mit der renormierten Dirac–Lagrange–Dichte

Lf,r = ψ̄r(i/∂ −mr)ψr , (8.127)

und den Gegen-Termen

δL1 = −A ψ̄rψr =
e2
r

2π2 ε
mr ψ̄rψr ,

δL2 = B ψ̄r i/∂ ψr = − e2
r

8π2 ε
ψ̄r i/∂ ψr . (8.128)

Die Vorzeichen in den Gegen-Termen sind so gewählt, dass sie die Divergenzen in Gl.
(8.122) exakt wegheben.

Die Zwei-Punkt-Vertex-Funktion des Photons lautet (in Ein-Schleifen-Ordnung,
in Feynman–Eichung, und unter Vernachlässigung endlicher Terme)

Γ
(2)
b,µν(K) = ∆−1

µν (K)− Πµν(K) = K2 gµν +
e2

6π2 ε
(gµνK

2 −KµKν)

= K2

(
1 +

e2

6π2 ε

)
gµν −

e2

6π2 ε
KµKν . (8.129)

Der zweite Term bedeutet, dass man nicht länger in Feynman–Eichung rechnet. Um
ihn zu eliminieren (und die Feynman–Eichung zu restaurieren), muss man auch einen
Gegen-Term für den eichfixierenden Term im Eichfeld-Anteil der Lagrange–Dichte
berücksichtigen. Wir werden dies hier aber nicht weiter ausführen, sondern konzentrie-
ren uns stattdessen auf den Gegen-Term, der die Divergenz des ersten Terms eliminiert.
Die Photon–Lagrange–Dichte lautet

Lb = −1

4
FµνF

µν = −Z3

4
Fr,µνF

µν
r , (8.130)

wobei
F µν
r = ∂µAνr − ∂νAµr , Aµ =

√
Z3A

µ
r , (8.131)
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und

Z3 ≡ 1 + C = 1− e2
r

6π2 ε
. (8.132)

Damit lautet die Photon–Lagrange–Dichte (8.130)

Lb = −1 + C

4
Fr,µνF

µν
r = Lb,r + δL3 , (8.133)

mit der renormierten Photon–Lagrange–Dichte

Lb,r = −1

4
Fr,µνF

µν
r , (8.134)

und dem Gegen-Term

δL3 = −C
4
Fr,µνF

µν
r =

e2
r

24π2 ε
Fr,µνF

µν
r . (8.135)

Es bleibt noch, den Wechselwirkungsterm zwischen Elektron und Photon in der Lagrange–
Dichte zu renormieren. Dieser lautet

Lint = −e ψ̄ /Aψ = −e
√
Z3 Z2 ψ̄r /Ar ψr ≡ −Z1 er µ

ε/2 ψ̄r /Ar ψr . (8.136)

Hier haben wir im ersten Schritt die Definitionen (8.124) und (8.131) der renormierten
Felder eingesetzt. Im zweiten Schritt haben wir die renormierte Kopplungskonstante
er durch die Definition

e ≡ Z1 µ
ε/2

√
Z3 Z2

er (8.137)

eingeführt. Der Faktor µε/2 ergibt sich aus der Forderung, dass er auch in d = 4−ε Dimen-
sionen dimensionslos sein soll. Aus den kinetischen Termen bestimmt man die kanonischen
Dimensionen von Photon- und Elektron-Feld zu

[Aµ] = Λd/2−1 , [ψ] = Λ(d−1)/2 , (8.138)

und damit die der Kopplungskonstanten zu

[e] = Λd−d/2+1−(d−1) = Λ2−d/2 = Λ(4−d)/2 ≡ Λε/2 . (8.139)

Um die Divergenz im Ein-Schleifen-Beitrag (8.121) zum Photon-Elektron-Vertex zu eli-
minieren, müssen wir

Z1 ≡ 1 +D = 1− e2
r

8π2 ε
≡ Z2 (8.140)

wählen. Damit vereinfacht sich Gl. (8.137) zu

e =
µε/2√
Z3

er . (8.141)

Die Wechselwirkungs–Lagrange–Dichte (8.136) liest sich damit

Lint = −er µε/2 ψ̄r /Ar ψr + δL4 , (8.142)
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mit dem Gegen-Term

δL4 = −D er µ
ε/2 ψ̄r /Ar ψr =

e3
r µ

ε/2

8π2 ε
ψ̄r /Ar ψr . (8.143)

Zum Schluss dieses Abschnitts bestimmen wir noch die β–Funktion der QED (ähnlich
wie wir dies in Gl. (8.110) für die φ4–Theorie getan haben). Gemäß Gl. (8.141) ist

0 =
∂e

∂µ
=
ε

2
µε/2−1 er√

Z3

+ µε/2
∂(er/

√
Z3)

∂µ
= µε/2−1

[
ε

2

er√
Z3

+ µ
∂er
∂µ

∂(er/
√
Z3)

∂er

]
,

(8.144)
bzw.

β(er) ≡ µ
∂er
∂µ

= − ε
2

er/
√
Z3

∂(er/
√
Z3)

∂er

. (8.145)

Mit Z3 aus Gl. (8.132) und bis zu Termen der Ordnung O(e3
r) gilt dann

β(er) = − ε
2

er√
1− e2r

6π2 ε

 ∂

∂er

er√
1− e2r

6π2 ε

−1

= − ε
2
er

(
1 +

e2
r

12π2 ε

)[
∂

∂er
er

(
1 +

e2
r

12π2 ε

)]−1

+O(e5
r)

= − ε
2
er

(
1 +

e2
r

12π2 ε

)(
1 +

e2
r

4π2 ε

)−1

+O(e5
r)

= − ε
2
er

(
1 +

e2
r

12π2 ε
− e2

r

4π2 ε

)
+O(e5

r) = − ε
2
er

(
1− e2

r

6π2 ε

)
+O(e5

r)

−→ e3
r

12π2
+O(e5

r) (ε −→ 0) . (8.146)

Die β–Funktion ist also positiv und QED damit keine asymptotisch freie Theorie. Die
laufende Kopplungskonstante bestimmen wir wie folgt:

µ
∂er
∂µ

= β(er) =
e3
r

12π2

⇐⇒ der
e3
r

= −1

2
de−2

r =
1

12π2

dµ

µ
=

1

12π2
d lnµ

⇐⇒ 1

e2
r(µ0)

− 1

e2
r(µ)

=
1

6π2
ln

µ

µ0

⇐⇒ 1

e2
r(µ)

=
1

e2
r(µ0)

[
1− e2

r(µ0)

6π2
ln

µ

µ0

]
⇐⇒ e2

r(µ) =
e2
r(µ0)

1− e2r(µ0)
6π2 ln µ

µ0

. (8.147)

Wie in der φ4–Theorie wird die Kopplungskonstante bei größeren Impulsskalen (klei-
neren Abständen) stärker, bzw. bei kleineren Impulsskalen (größeren Abständen) kleiner.
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Abbildung 8.8: Abschirmung einer Ladung aufgrund der Polarisation des Vakuums.

Dies ist der Effekt der Abschirmung der elektrischen Ladung aufgrund der Po-
larisation des Vakuums. Um dies zu verstehen, erinnere man sich daran, dass die
Wellenfunktions-Renormierungskonstante Z3 die Divergenzen der Photon-Selbstenergie
Πµν , auch Photon-Polarisationstensor genannt, enthält. Physikalisch beschreibt die-
ser Tensor die Modifikation der Propagation des Photons durch Erzeugung virtueller
Elektron-Positron-Paare, vgl. das Diagramm in Gl. (8.118). Diese Paare schirmen ei-
ne Ladung effektiv so ab, dass sie bei größeren Abständen kleiner erscheint, s. Abb. 8.8.

Mit der Hilfe der Ward–Takahashi–Identitäten kann man die Renormierbarkeit der
QED in allen Ordnungen zeigen, vgl. Ref. [3].

8.6 Renormierung der QCD

Die primitiven Divergenzen der Quantenchromodynamik (QCD) sind im Prinzip die
gleichen wie bei der QED:

(i) Selbstenergie der Quarks. In Ein-Schleifen-Ordnung und in Feynman–Eichung
für den Gluon-Propagator gilt,

Σij(P ) =

P P

K

P−K

i j

=
4

3
δij

g2

8π2 ε
(4m− /P ) + endliche Terme ,

=⇒ Z2 = 1− 4

3

g2
r

8π2 ε
. (8.148)

Hier sind i, j fundamentale Quark-Farbindizes und der Faktor 4/3 ergibt sich aus
der Tatsache, dass Gluonen adjungierte Farben tragen.
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(ii) Selbstenergie der Gluonen. Es gilt in Ein-Schleifen-Ordnung,

Πµν
ab (K) =

K K

P−K

P

a b

P−K

P

K K

ba ba

PP

P

P−K

P

K K

ba

=

(
Nf

2
− 15

4

)
δab

g2

6π2 ε

(
KµKν − gµνK2

)
+ endliche Terme ,

=⇒ Z3 = 1− g2
r

6π2 ε

(
Nf

2
− 15

4

)
. (8.149)

Abgesehen vom Faktor Nf/2 − 15/4 und dem Kronecker–Delta in den adjungier-
ten Farb-Indizes hat der divergente Term im gluonischen Polarisationstensor diesel-
be Form wie im Photon-Polarisationstensor in der QED, vgl. Gl. (8.120). Hierbei
stammt der Term Nf/2 von der Quark-Schleife (da dort Nf Quark-Flavors umlaufen
können) und der Term 15/4 von den Gluon- und Geist-Schleifen. Man beachte, dass
sich die beiden Beiträge im Vorzeichen unterscheiden, was eine wichtige Rolle für
die β–Funktion der QCD spielen wird.

(iii) Quark-Gluon-Vertex-Korrektur. In Ein-Schleifen-Ordnung tragen folgende Dia-
gramme zum Quark-Gluon-Vertex bei (wiederum rechnen wir in Feynman–Eichung),

Λa
µ,ij(P, P +Q,Q) =

K+QK

Q

P P+Q
K−Pi j

a Qa

K+QK

P
i i

P+Q
P−K j

=
13

3

g2

8π2 ε
(T a)ijγµ + endliche Terme ,

=⇒ Z1 = 1− 13

3

g2
r

8π2 ε
. (8.150)

Abgesehen von der Gell-Mann–Matrix T a und dem Faktor 13/3 hat der divergente
Term im Vertex dieselbe Struktur wie der im Photon-Elektron-Vertex in der QED,
vgl. Gl. (8.121).

Wir berechnen nun die β–Funktion der QCD. Zunächst gilt, weil die Struktur des Quark-
Gluon-Wechselwirkungsterms dieselbe ist wie die der Photon-Elektron-Wechselwirkung in
QED, analog zu Gl. (8.137)

g =
Z1 µ

ε/2

√
Z3 Z2

gr . (8.151)
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Wir setzen die Renormierungskonstanten Z1, Z2 und Z3 aus den Glgen. (8.148), (8.149)
und (8.150) ein und entwickeln bis zur Ordnung g3

r ,

g =

(
1− 13

3

g2
r

8π2 ε

)[
1 +

g2
r

12π2 ε

(
Nf

2
− 15

4

)](
1 +

4

3

g2
r

8π2 ε

)
µε/2 gr +O(g5

r)

=

(
1− 3

g2
r

8π2 ε

)[
1 +

g2
r

16π2 ε

(
2Nf

3
− 5

)]
µε/2 gr +O(g5

r)

=

[
1 +

g2
r

16π2 ε

(
2Nf

3
− 11

)]
µε/2 gr +O(g5

r) . (8.152)

Leiten wir diese Gleichung nach µ ab, so erhalten wir

0 =
∂g

∂µ
= µε/2

∂gr
∂µ

∂

∂gr

{
gr

[
1 +

g2
r

16π2 ε

(
2Nf

3
− 11

)]}
+
ε

2
µε/2−1 gr

[
1 +

g2
r

16π2 ε

(
2Nf

3
− 11

)]
, (8.153)

oder nach β(gr) ≡ µ∂gr/∂µ umgestellt,

β(gr) ≡ µ
∂gr
∂µ

= − ε
2
gr

[
1 +

g2
r

16π2 ε

(
2Nf

3
− 11

)][
1 +

g2
r

16π2 ε
(2Nf − 33)

]−1

= − ε
2
gr

[
1− g2

r

8π2 ε

(
2Nf

3
− 11

)]
+O(g5

r)

−→ g3
r

16π2

(
2Nf

3
− 11

)
+O(g5

r) (ε −→ 0) . (8.154)

Nun ist Nf ≤ 6, also

2Nf

3
− 11 ≤ −7 < 0 =⇒ β(gr) < 0 , (8.155)

d.h. QCD ist eine asymptotisch freie Theorie. Während die Quark-Beiträge allein
für eine Abschirmung von Farbladungen sorgen, 2Nf/3 > 0, bewirken die Gluon- und
Geist-Beiträge eine Anti-Abschirmung, −11 < 0, die die abschirmende Wirkung der
Quarks mehr als kompensiert.

Durch Integration der β–Funktion erhalten wir die laufende Kopplungskonstante
der QCD,

dgr
g3
r

= −1

2
dg−2

r = −11− 2Nf/3

16π2
d lnµ ,

=⇒ 1

g2
r(µ0)

− 1

g2
r(µ)

= −11− 2Nf/3

16π2
ln
µ2

µ2
0

,

=⇒ g2
r(µ) =

g2
r(µ0)

1 + g2r(µ0)
16π2

(
11− 2Nf

3

)
ln µ2

µ20

. (8.156)
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Mit dem Äquivalent der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstante für die QCD,

αS(µ) ≡ g2
r(µ)

4π
, (8.157)

und unter Absorption der Eins im Nenner in der Renormierungsskala µ2
0 schreibt sich dies

in der landläufig gebrauchten Form

αS(µ) =
4π

(11− 2Nf/3) ln(µ2/µ̄2
0)
, (8.158)

wobei

µ̄2
0 = µ2

0 exp

[
− 4π

αS(µ0) (11− 2Nf/3)

]
.
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