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1 Grenzen klassischer Physik

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts galt die Physik als eine Wissenschaft, in der alle Na-
turphdnomene mit den bekannten Gesetzen der Klassischen Physik, d.h. der Mechanik
nach Newton bzw. Lagrange oder Hamilton und der Elektrodynamik nach Maxwell, be-
schreibbar erschienen. Als die Experimentiertechniken jedoch genau genug wurden, um
den Bereich atomarer Dimensionen zu erschliefien, traten Phdnomene zutage, die sich nicht
mit den Gesetzen der klassischen Physik erkldren lieBen. Die theoretische Beschreibung
dieser Phanomene erforderte ein radikales Umdenken: eine neue physikalische Theorie, die
Quantenmechanik, war erforderlich, um Prozesse auf atomaren Langen- und Zeitska-
len zu beschreiben. In diesem Kapitel sollen einige der experimentellen Befunde erldautert
werden, die zur Entwicklung der Quantenmechanik gefiihrt haben und letztlich nur mit
Hilfe dieser neuen physikalischen Theorie erklédrt werden koénnen.

1.1 Quantelung elektromagnetischer Strahlung

1.1.1 Schwarzkorperstrahlung und Wiensches Strahlungsgesetz

Der sog. Schwarze Korper ist eine physikalische Modellvorstellung, die von G. Kirchhoff
1859 eingefiihrt wurde. Es handelt sich dabei um einen Korper, der jegliche auf ihn
auftreffende Strahlung absorbiert und nichts reflektiert. Eine mogliche Realisierung
eines solchen Schwarzen Koérpers besteht aus einem Hohlraum mit einem kleinen Loch, s.
Abb. 1.1. Strahlung kann durch das Loch eindringen, aber es ist extrem unwahrscheinlich,
dass sie durch das Loch wieder heraustritt, selbst wenn die Innenwénde des Hohlraums
ideal reflektierend sind. Das Loch selbst verhélt sich also wie ein Schwarzer Korper.

Abbildung 1.1: Hohlraum mit einem kleinen Loch als Realisierung eines Schwarzen
Korpers. Strahlung kann durch das Loch in den Hohlraum eintreten, aber
es ist unwahrscheinlich, dass sie wieder heraustritt.
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Dennoch tritt Strahlung aus dem Loch heraus, allerdings keine reflektierte Strahlung,
sondern sog. Warmestrahlung. Diese hat ihren Ursprung in der Temperatur des Innen-
raums des Hohlkorpers, d.h. seiner Wéande sowie der Luft im Innenraum, welche im ther-
modynamischen Gleichgewicht dieselbe Temperatur wie die Wande hat. Warmestrahlung
ist ebenfalls elektromagnetische Stahlung. Die Warmestrahlung, die ein Schwarzer
Korper aussendet, bezeichnet man als Schwarzkoérperstrahlung.

Im thermodynamischen Gleichgewicht absorbieren und reflektieren die Wénde dieselbe
Strahlungsmenge. Im Inneren des Hohlraums herrscht also eine konstante Energiedichte
des Strahlungsfeldes. Im Fall des Vakuums gilt (vgl. G1. (1.106) der Vorlesung “Theoreti-
sche Physik III: Elektrodynamik)

Wiérmestrahlung ist nicht monofrequent, sie besitzt ein kontinuierliches Energie-
spektrum. Die spektrale Energiedichte ist definiert als

plw) = j—z , (1.1)

wobei w die Kreisfrequenz der elektromagnetischen Welle ist. Die Energiedichte w ist
offenbar das Integral von p(w) tiber alle Kreisfrequenzen,

o [Cosor= [Tt [ 02

Kirchhoff konnte nun zeigen, dass die Strahlung im Hohlraum im thermodynamischen
Gleichgewicht homogen und isotrop ist, also an allen Orten gleich und von der Richtung
unabhéngig. Auflerdem kann die Beschaffenheit der Wéande keine Rolle spielen, nur ihre
Temperatur. Daher ist die spektrale Energiedichte lediglich eine Funktion der Kreisfre-
quenz w und der Temperatur 7T,

plw) = f(w,T)
W. Wien konnte 1896 zeigen, dass
_ 3 (¥
fw,T) =g (%) - (13)

Dieses sog. Wiensche Strahlungsgesetz besagt, dass die Funktion f(w,T) abgesehen
von einem Vorfaktor w? lediglich eine Funktion des Verhiltnisses w/T ist. Daraus erge-
ben sich einige interessante Folgerungen:

(i) Aus der fiir einen schwarzen Korper der Temperatur 7' gemessenen spektralen Ener-
giedichte f(w,T’) kann man die fiir eine andere Temperatur 7" geltende spektrale
Energiedichte f(w,T”) des Schwarzen Korpers bestimmen. Fiir eine Kreisfrequenz

T/
T

/
w

w

(1.4)
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gilt ndmlich

so dass

1N alk 13 W’ w’ ’ 3 w w’ ’ T ’
rem) =y (5) = (£) o (2) = (2) swn= () e,
(1.5)
wobei wir im letzten Schritt die Definition (1.4) der Kreisfrequenz w’ benutzt haben.
Um also die spektrale Energiedichte bei der Temperatur 7" zu erhalten, muss man
lediglich die spektrale Energiedichte bei T’ mit einem Faktor (7”/T')® multiplizieren
und die Kreisfrequenzskala geméf Gl. (1.4) verschieben.

(ii) Damit die gesamte Energiedichte (1.2) einen wohldefinierten (endlichen) Wert an-
nimmt, muss die spektrale Energiedichte f(w,T') fir w — oo hinreichend schnell
abfallen,

fw, T) —0 (w—00). (1.6)

Falls g(w/T) fiir w — 0 schwiicher als w™ divergiert, so geht
fw, T) —0 (w—0). (1.7)

Daher hat f(w,T) als Funktion von w mindestens ein Maximum zzwischen w = 0
und w — 00, z.B. bei w = w*, vgl. Abb. 1.2. Das Skalierungsgesetz (1.5) besagt, dass,

flw,T)

T.>T

T <T

L
I | |
I | |
L

* *
wzc&wl

w

Abbildung 1.2: Qualitativer Verlauf der spektralen Energiedichte f(w,T') fiir verschiedene
Temperaturen.
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falls die Funktion f(w,T') ein Maximum bei w* annimmt, die Funktion f(w’,7") ein
Maximum bei w'* = w*T"/T annimmt, d.h. fiir beliebige Temperaturen 7, 7" sind
die Maxima der spektralen Energiedichte iiber die Relation

/! * *

w w ;
= — = const.
A T

miteinander verkniipft. Die Maxima der spektralen Energiedichten verschieben sich
daher bei Temperaturdnderungen wie in Abb. 1.2 gezeigt. Wegen w = 2w v = 2mwc/A
gilt auch

AT = const.

Dies ist das sog. Wiensche Verschiebungsgesetz: je kéilter der (Schwarze) Korper,
desto langwelliger ist die Strahlung am Maximum der spektralen Energiedichte. Da
die Wellenldnge A\* am Maximum der spektralen Energiedichte proportional zur
mittleren Wellenléinge der emittierten Strahlung ist, wird die Strahlung auch im
Mittel immer langwelliger, je kilter der (Schwarze) Korper ist.

(iii) Gemé&B Gl. (1.2) ist die gesamte Energiedichte des Schwarzen Korpers

w=[Cdwp) = [Cavpen) = [Tawste(2) =1 [ drstgtw).

wobei wir die Variablensubstitution z = w/T vorgenommen haben. Der Wert des
Integrals ist konstant,

/ dr 2% g(x) = o = const. , (1.8)
0

so dass
w=ocT*. (1.9)

Dies ist das sog. Stefan-Boltzmann-Gesetz. Die Konstante o heifit Stefan-
Boltzmann-Konstante. Sie hingt von den mikroskopischen FEigenschaften des
Schwarzen Korpers ab.

Ausgehend von experimentellen Befunden gab Wien auch einen heuristischen Ansatz fiir
die Funktion g(w/T') an,
w —bw/T
Z) = 1.10
g(5)=ac™”, (1.10)
mit Konstanten a,b. Dieser Ansatz erfiillt die Bedingungen (1.6), (1.7) an die spektrale
Energiedichte und beschreibt die experimentellen Befunde recht gut fiir grofie Kreisfre-
quenzen, w > T'/b, versagt aber im Bereich kleinerer Frequenzen, vgl. Abb. 1.3. Auflerdem
ist es unklar, wie der heuristische Ansatz aus einer zugrundeliegenden Theorie abgelei-
tet werden kann. Wir werden im folgenden Abschnitt ndmlich sehen, dass die klassische
Elektrodynamik ein vollkommen anderes Verhalten fiir die Funktion g(w/T') vorhersagt.
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flw,T)

w

Abbildung 1.3: Experimentell gemessene spektrale Energiedichte (schwarz) und der heu-
ristische Ansatz von Wien (rot) fiir geeignet gewihlte Konstanten a, b.

1.1.2 Rayleigh-Jeans-Gesetz

Die Berechnung der Funktion g(w/T') auf der Basis der klassischen Elektrodynamik geht
auf Rayleigh und das Jahr 1900 zuriick. Fiir die elektromagnetischen Potentiale gelten im
Hohlraum (in Abwesenheit von Ladungen oder Stromen) in Coulomb-Eichung,

VA7) =0,
die Bewegungsgleichungen
Ap(t,7) =0, DAt 7 =0, (1.11)

vgl. Abschnitt 2.1.2, Beispiel (iv), der Vorlesung “Theoretische Physik III: Elektrodyna-
mik”. Fiir eine einzelne Mode des elektromagnetischen Feldes mit Kreisfrequenz w und
Wellenzahlvektor k gilt

i(k-F—wt
= $o€ ( ) )

A7) = AyelFr—n (1.12)

S

—~
\.Ot-
~—

Eingesetzt in die Bewegungsgleichungen (1.11) ergibt sich
2 w? 2\ 1
—k QO():O, g—k AOZO

Die erste Gleichung erlaubt fiir nichtverschwindende Wellenzahlen £ lediglich die Lésung
vo = 0, d.h. dass auch das skalare Potential im Hohlraum verschwindet, ¢(t,7) = 0. Die
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zweite Gleichung ergibt die wohlbekannte Dispersionsrelation der elektromagnetischen
Wellen,

15.4.2011 w= ek (1.13)

In Coulomb-Eichung ist das Vektorpotential transversal,
V-Alt,F) =0 — k-A=0. (1.14)

Dies bedeutet, dass nur zwei der Komponenten von A unabhéngig sind. Sie entsprechen
den unabhéngigen Polarisationsrichtungen des elektromagnetischen Feldes.
Wenn die elektromagnetische Welle nun auf die Hohlraumwand auftrifft, so gelten an der

Grenzfliche fiir die elektromagnetischen Felder die Beziehungen (5.56) aus der Vorlesung
“Theoretische Physik III: Elektrodynamik”,

ﬁ(ﬁg—ﬁl) - 0,
ﬁ(ég—él) - 0,
ﬁX(EQ—El) = 0,

HX(ﬁQ_ﬁl) = 0,

wobei 71 der Normalenvektor auf der Grenzflache ist und die Groflen mit Index 1 die Felder
auf der Seite des Hohlraumes und die mit Index 2 die auf der Seite der Hohlraumwand

sind, vgl. Abb. 1.4.

Z
7 k)
r,2 Hr 2 T \Azx
1 W1 N
kl klr
A
1
\ Alr

Abbildung 1.4: Reflexion und Brechung von elektromagnetischen Wellen an einer Grenz-
fldche.

Wir nehmen an, dass die Wéande des Hohlraums 1deal Versplegelt sind, d.h. dass die
Felder auf der Seite des Hohlraums verschwinden, D2 82 E2 H2 = 0. Nehmen wir
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auBlerdem noch an, dass der Hohlraum mit einem linear isotropen Medium angefiillt ist, fiir
das D = €, ¢ E und B = L o H gilt, vgl. Abschnitt 5.2 der Elektrodynamik-Vorlesung,
so gilt

ii-E,=i-B=iixE, =ixB =0, (1.15)

d.h. sowohl die Normal- als auch die Tangentialkomponenten von El und él verschwinden
an der Grenzflache.
In Coulomb-Eichung (in der, wie gerade gesehen, ¢ = 0) gilt mit Gl. (1.12)

_ . 9A OA, o e o
El = _v<)01 - 0—151 == _a—tl = " A(]l e’(kl fi—wit) = w1 Al(t,T) ,
d.h. E; und A; zeigen in die gleiche Richtung. AuBerdem gilt wegen B = V x A fiir Wellen
der Form (1.12) die Beziehung
él = ’Lk?l X /_1»1 s

das magnetische Induktionsfeld steht also senkrecht auf der von El und ffl aufgespannten
Ebene.

Gleichung (1.15) liefert also folgende Bedingungen fiir A; an der Grenzfliche,

ﬁ-ﬁlzﬁ-(%’lx&):ﬁx&:ﬁx(Elx/i’l):o. (1.16)

0.B.d.A. legen wir das Koordinatensystem so, dass k1 in der (xz)—Ebene liegt, vgl. Abb.
1.4. Die zweite Bedingung besagt dann, dass A, keine y—Komponente haben kann (an-
sonsten wére das Spatprodukt von 72, k1 und A; nicht null). Das Vektorpotential A liegt
also ebenfalls in der (zz)—Ebene. Dann ist die dritte Bedingung trivial erfiillt. Die ers-
te erfordert das Verschwinden der z—Komponente von A}, aber dann muss auch die
r—Komponente verschwinden, ansonsten hétte A; einen Anteil, der in El—Richtung zeigt,
was aufgrund der Transversalitidtsbedingung (1.14) unmoglich ist.

Das Resultat dieser Betrachtung ist, dass das Vektorpotential an der Hohlraumwand
verschwindet. Wir wihlen nun der Einfachheit halber einen quaderférmigen Hohlraum
mit Kantenldnge a und legen das Koordinatensystem wie in Abb. 1.5 gezeigt fest.

Die allgemeinste Losung fiir das Vektorpotential /Tl, welches den Randbedingungen
(1.16) geniigt, also auf den Wanden des Hohlraums verschwindet, sowie reellwertige elek-
tromagnetische Felder liefert, lautet dann

AL (t,7) =i Aoy sin(k? z) sin(k¥ y) sin(k? z) sin(w; t) | (1.17)

wobei der konstante Amplitudenvektor Ay reellwertig ist und die Komponenten des Wel-
lenzahlvektors die Bedingungen

s s m
ki = T ki = ) ki = z ZeNa 1.18
1=n a 1 ”ya 1 ”a n ( )

erfiillen. Es sind also nur diskrete Werte fiir den Wellenzahlvektor erlaubt. Physikalisch
bedeutet dies, dass sich zwischen gegeniiberliegenden Hohlraumwéinden stehende Wel-
len ausbilden, s. Abb. 1.6.
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Z

X

Abbildung 1.5: Wahl des Koordinatensystems fiir den Hohlraum.

Abbildung 1.6: Stehende Wellen entlang der x—Achse im Hohlraum.

Die zu den erlaubten Wellenzahlvektoren gehorenden Kreisfrequenzen sind aufgrund
der Dispersionsrelation (1.13) gegeben durch

2
s
w2:c2k2:c2?(ni+n§+ng)zc—n : (1.19)

wobei n = |1i| der Betrag des Vektors 7 = (ny, ny,n,) ist.
Es stellt sich nun die Frage, wieviele Vektoren 7 den gleichen Betrag n haben. Fiir
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gegebenes n liegen im Raum der Vektoren 7 genau
1 2
dN = 3 dtn~dn

Vektoren im ersten Oktanten (d.h. n; > 0, i = x,y, z) in einer Kugelschale vom Radius n
mit der Dicke dn, vgl. Abb. 1.7.

ny

dni

~
N
QL

n n+dn n
X

Abbildung 1.7: Raum der Vektoren 7i (Projektion auf n, = 0). Jeder Punkt entspricht
einem moglichen Vektor n. Es gilt, die Zahl der moglichen Vektoren im
ersten Oktanten der Kugelschale mit Radius n und Dicke dn zu ermitteln.

Ersetzen wir n durch die Kreisfrequenz gemafl Gl. (1.19), so ergibt sich fiir die Zahl der
Kreisfrequenzen zwischen w und w + dw

3
dN:E (i> w?dw |
2 \rmc

bzw. fiir die Zahl der Kreisfrequenzen pro Frequenzintervall dw

dN B a’ w? Vw?

dw 27263 2723

Um die Zahl der Moden des elektromagnetischen Feldes zu ermitteln, bedenken wir, dass
es zu jeder Kreisfrequenz w zwei unabhéngige Polarisationsrichtungen gibt, so dass das
obige Ergebnis noch mit einem Faktor 2 zu multiplizieren ist,

AN V?

do 723

(1.20)
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Der Virialsatz der Statistischen Physik besagt, dass im thermodynamischen Gleichge-
wicht jeder Freiheitsgrad die mittlere Energie kg T trigt (wobei sowohl kinetische als auch
potentielle Energie gezihlt werden), mit der Boltzmann-Konstanten kg = 1,3806504(24) -
10723 J/K. Damit ist die gesamte Energie pro Frequenzintervall

daw V w?
dw P pra
Fiir die Energiedichte pro Frequenzintervall, also genau die spektrale Energie-
dichte ergibt sich nach Division durch das Volumen
() 1 dW kT w?
w) = — =
P V dw w23

(1.21)

Dies ist das Rayleigh-Jeans-Gesetz. Wir berechnen aus der spektralen Energiedichte

noch die Funktion
w 1 k’B T

9(2) = 57 T)= 5 plw) =

Das Rayleigh-Jeans-Gesetz kann offenbar nicht fiir alle Kreisfrequenzen gelten, denn dann
wire die Energiedichte

w = / dw p(w) = -2 / dww? =00 . (1.22)
0 0

23w

w2 c3

Dies ist die sog. Ultraviolettkatastrophe der klassischen Wérmestrahlung. Fiir kleine
w/T stellt das Rayleigh-Jeans-Gesetz jedoch eine gute Niherung an experimentelle Daten
dar, vgl. Abb. 1.8, in der wir das Rayleigh-Jeans-Gesetz zusammen mit dem Wienschen
Gesetz und einer experimentell ermittelten Kurve zeigen. Es scheint, als ob die Natur
einem Strahlungsgesetz geniigt, welches zwischen dem klassischen Rayleigh-Jeans-Gesetz
und dem heuristischen Wienschen Ansatz interpoliert. Es gilt nun, dieses Gesetz theo-
retisch herzuleiten.

1.1.3 Plancksches Strahlungsgesetz

Die theoretische Herleitung des korrekten Strahlungsgesetzes fiir den Schwarzen Korper
gelang M. Planck im Jahr 1900. Die entscheidende Korrektur in seiner Herleitung des
Strahlungsgesetzes gegeniiber der Herleitung von Rayleigh war, nicht den Virialsatz zu
benutzen, der jedem Freiheitsgrad die mittlere Energie kg T' zuordnet. Planck nannte den
Wert der mittleren Energie zunéchst €, so dass Gl. (1.21) die Form

Ew?

plw) = (1.23)

w23

annimmt. Nun berechnete er € unter folgenden Annahmen:

(i) Da die detaillierte Beschaffenheit der Hohlraumwénde fiir die Schwarzkorperstrah-
lung keine Rolle spielt, kann man die Teilchen der Wand, die Warmestrahlung ab-
sorbieren und emittieren, auch als lineare harmonische Oszillatoren betrachten.

10



1.1 Quantelung elektromagnetischer Strahlung

flw,T)

w

Abbildung 1.8: Experimentell gemessene spektrale Energiedichte (schwarz), der heuristi-

(i)

sche Ansatz von Wien (rot) fiir geeignet gewéhlte Konstanten a, b, sowie
das Rayleigh-Jeans-Gesetz (griin).

Klassisch betrachtet konnten diese Oszillatoren jede beliebige Energiemenge ab-
sorbieren und emittieren. Planck nahm aber an, dass diese Energieaufnahme bzw.
-abgabe nur in diskreten Mengen geschehen kann, die ein Vielfaches einer kleins-
ten Energiemenge ¢, sind,

AE,=ne¢, neZ. (1.24)

Negatives n bedeute hier, dass Energie vom Strahlungsfeld auf den Ostzillator iiber-
tragen wird und positives, dass der Oszillator Energie an das Strahlungsfeld abgibt.
n = 0 steht fiir den Fall, dass weder Energie aufgenommen noch abgegeben wird.

Konsequenzen aus diesen Annahmen sind:

(1)

Die Ostzillatoren selbst kdnnen nur diskrete Energiezustidnde annehmen,
E,=ne, neNy, (1.25)

wobei die Energieskala so gewéhlt wird, dass der Grundzustand eines Oszillators
(also der Zustand, in dem Energie weder aufgenommen noch abgegeben wird) per
Definition die Energie Fy = 0 hat.

Die Energien der Moden des Strahlungsfeldes sind gerade die von den Oszillatoren
abgegebenen Energiemengen (1.24) fir n > 0. D.h., auch diese Energien nehmen
diskrete Werte an, und zwar die gleichen wie die Oszillatoren, Gl. (1.25). Dies muss
auch so sein, da sich Wande und Strahlungsfeld im thermodynamischen Gleichge-
wicht befinden.

11



1 Grenzen klassischer Physik

Die Zahl der Moden, die die Energie E,, = ne¢, tragen, sei N(n). Die Gesamtzahl aller
energietragenden Moden ist offenbar

N=> N(n)

Diese Zahl ist wohldefiniert, wenn fiir ein bestimmtes m € Ny gilt, dass N(n) =0V n > m.
Die Gesamtenergie im Strahlungsfeld ist dann

E = ZE N(n Zneo

Die gesuchte Grofle € ist die mittlere Energie pro Mode des Strahlungsfeldes und
gegeben durch
E
e B _ LumgneaNn) (1.26)
pJ EZnZOJV( )
Die Zahl N(n) der Moden mit Energie F,, ist proportional zur Wahrscheinlichkeit, fiir

gegebenes F, genau N (n) Moden zu finden. Im thermodynamischen Gleichgewicht geniigt
diese Wahrscheinlichkeit der Gibbsschen Verteilung,

N(n) ~ e PEn = g=fnco
mit 3 = (kpT)~!, wobei der Proportionalititsfaktor unerheblich ist, da er in der Be-
rechnung von €, Gl. (1.26), sich in Z&hler und Nenner gegenseitig weghebt. Wenn wir
beriicksichtigen, dass

[ [ 1

_ _ n
D=3 () =
n=0 n=0

gerade eine geometrische Reihe ist, so erhalten wir

- Z;O:Oneoe—ﬂnﬁo_ 9 - —fBne | _ 9 —Beo
€ = Zoooe—ﬁnfo ——%ln Ze —%ln(l—e )

n—=

—Beo
. €p € . €0
= e = Be T (1.27)

Eingesetzt in Gl. (1.23) ergibt sich also fiir die spektrale Energiedichte

€0 w2

plw) = efeo — 1 237

Damit das Wiensche Strahlungsgesetz (1.3) erfiillt ist, muss offenbar

€ ~ W

12



1.1 Quantelung elektromagnetischer Strahlung

sein, d.h. die minimale Energiemenge ¢, die eine Mode des Strahlungsfelds tragen kann,
muss proportional zur Kreisfrequenz w dieser Mode sein. Die Proportionalitédtskon-
stante bezeichnet man mit

h

% )

h

wobei
h = 6,62606896(33) - 1073 J s
das sog. Plancksche Wirkungsquantum ist. Die minimale Energie einer Mode des

Strahlungsfeldes ist also

eozhw:h%:hy.

Damit folgt fiir die spektrale Energiedichte

h 1
_ 3
plw) =w 23 ohw/(hpT) _ 1 °

(1.28)

Dies ist das Plancksche Strahlungsgesetz. Wir lesen daraus unmittelbar die Funktion
g(w/T) des Wienschen Strahlungsgesetzes (1.3) ab,

w\ h 1
g(f) - w23 ehw/(keT) — 17

Fiir groBe Kreisfrequenzen, w > kg T /h, ist exp[hw/(kgT)] > 1 und wir kénnen im
Nenner die 1 gegeniiber der Exponentialfunktion vernachléssigen;

A h —hw/(ks T)
g (T) T2 € l

nimmt die Form des Wienschen Ansatzes (1.10) an, mit a = i/(72¢®) und b = h/kp.
Dagegen kann man fiir kleine Kreisfrequenzen, w < kg T'/h, die Exponentialfunktion im
Nenner in eine Taylor-Reihe entwickeln, exp[hw/(kpT)] ~ 1+ hw/(kpT). Man erhélt

T 23 hw 12w’

T

g(u})N h kgT kgT

Man beachte, dass das Plancksche Wirkungsquantum in dieser Formel nicht mehr auf-
taucht. Wir vermuten daher, dass diese Form auch in einer klassischen Rechnung Giil-
tigkeit besitzt. In der Tat liefert das Resultat fiir kleine Kreisfrequenzen, eingesetzt in
die spektrale Energiedichte, genau das Rayleigh-Jeans-Gesetz (1.21), das mit Methoden
der klassischen Elektrodynamik (und dem Virialsatz der Statistischen Physik) abgeleitet
wurde.

Das Plancksche Strahlungsgesetz (1.23) erfiillt also genau die Anforderung, zwischen
dem Rayleigh-Jeans-Gesetz und dem Wienschen Ansatz zu interpolieren. In der Tat stellt
die schwarze Kurve in Abb. 1.8 nicht etwa eine Interpolation experimenteller Daten dar,
sondern (weil damit praktisch identisch) die durch Gl. (1.28) gegebene Plancksche spek-
trale Energiedichte.

13



1 Grenzen klassischer Physik

Mit der spektralen Energiedichte (1.28) 148t sich die Stefan-Boltzmann-Konstante (1.8)
berechnen,

ho (ksT\' /°° 1
= x
23T\ h : er — 17
wobei wir im Integral © = hw/ (kg T') substituiert haben. Das Integral kann man in einer
Integraltafel [10] nachschlagen; es hat den Wert 7*/15, so dass das Ergebnis lautet

[\

4
kyp

(he)3 15

g =

(1.29)

1.1.4 Photoelektrischer Effekt

Der photoelektrische Effekt wurde von H. Hertz im Jahr 1887 entdeckt. Er lieff mono-
chromatisches Licht (d.h. Licht mit fester Kreisfrequenz w) auf eine Metallplatte fallen,
vgl. Abb. 1.9. Dabei werden Elektronen ausgeltst, die man detektieren kann.

Licht Elektron

W —
e

Metall s/

Abbildung 1.9: Zum photoelektrischen Effekt.

Die experimentellen Befunde sind folgende:

(i) Elektronen werden erst oberhalb einer bestimmten, vom Material abhéngigen Grenz-
frequenz w, ausgelost.

(ii) Die kinetische Energie E,- der ausgelosten Elektronen ist durch w, aber nicht durch
die Lichtintensitat bestimmt,
E-~uw.

(ili) Fiir w > w, ist die Zahl der emittierten Elektronen proportional zur Lichtintensitét.

(iv) Es gibt keine zeitliche Verzogerung bei der Auslosung der Elektronen, Afagsse <
1079 s.

All diese Befunde bereiten Probleme, wenn man sie mittels der klassischen Elektrodyna-
mik deuten mochte. Wir greifen exemplarisch die Befunde (ii) und (iv) heraus:

14



1.1 Quantelung elektromagnetischer Strahlung

zu (ii): In der Klassischen Elektrodynamik gilt w ~ E? ~ I, d.h. die Energie der Strah-
lung ist proportional zu ihrer Intensitidt. Wenn das eingestrahlte Licht also seine
Energie auf die Elektronen iibertréigt, so wiirde man erwarten, dass die kinetische
Energie der Elektronen mit der Lichtintensitat ansteigt, F,- ~ I. Dies widerspricht
dem experimentellen Befund (ii). Wenn man die Intensitét steigert, gibt es lediglich
mehr Elektronen (nach (iii) allerdings erst, wenn die Kreisfrequenz des Lichtes w,
tiberschreitet). Diese Elektronen besitzen aber dieselbe kinetische Energie wie beim
Einstrahlen von Licht derselben Kreisfrequenz, aber geringerer Intensitét.

zu (iv): Dem klassischen Bild zufolge verlassen Elektronen das Metall erst, wenn sie genii-
gend Energie aus dem einfallenden Licht gesammelt haben. Es sollte also eine Zeit-
verzogerung auftreten, die umso grofler ist, je geringer die Lichtintensitét ist. Dies
widerspricht dem experimentellen Befund (iv).

Die theoretische Deutung des photoelektrischen Effektes gelang A. Einstein im Jahr
1905. Basierend auf der Planckschen Hypothese, dass das elektromagnetische Strahlungs-
feld Energie nur in diskreten Portionen aufnehmen oder abgeben kann, postulierte er die
Existenz sog. Lichtquanten mit Energie

E,=hw; (1.30)

die beriihmte Lichtquantenhypothese. Beim Auslosen eines Elektron aus der Metall-
platte absorbiert das Elektron zunéchst das Lichtquant und nimmt seine Energie auf. Um
die Platte zu verlassen, muss es aber noch eine materialspezifische Austrittsarbeit W,
aufbringen. Die kinetische Energie des letztlich detektierten Elektrons ist also die um die
Austrittsarbeit verringerte Energie des Lichtquants,

1
EefzémUQ:Ev—WA:hw—WA. (1.31)

Damit sind die o.g. experimentellen Befunde erklérbar:

(i) Die minimale Kreisfrequenz wy, die notig ist, um Elektronen auszulésen, ist durch
die Bedingung
Ee— :OZﬁwg—WA,

d.h.
W

Wy =
gegeben. Dies erkliart den experimentellen Befund (i).

(ii) Mit Gl (1.32) folgt

(1.32)

Ee- =h(w—uw,) .
Dies erklirt den experimentellen Befund (ii).

(iii) Bei groferer Lichtintensitdt treffen mehr Lichtquanten (derselben Energie) auf die
Platte, die dementsprechend eine grofiere Zahl von Elektronen auslosen. Dies erklart

(ii).
(iv) Wenn ein Elektron ein Lichtquant hinreichend grofier Energie absorbiert hat, kann

es das Metall sofort verlassen, was die verschwindend kurze Auslosezeit (experimen-
teller Befund (iv)) erklért.
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1 Grenzen klassischer Physik

1.1.5 Compton-Effekt

Der Compton-Effekt wurde von A. Compton 1922 entdeckt. Die Streuung von Réntgen-
strahlen an Elektronen, vgl. Abb. 1.10, fiihrt zu einer Verschiebung der Wellenlinge
AN = X — X des gestreuten Rontgenlichts gegeniiber dem eingestrahlten, die vom Streu-
winkel 1 des gestreuten Lichts, nicht aber von der Wellenldnge A des eingestrahlten Lichts
abhéngt.

Abbildung 1.10: Zum Compton-Effekt.

Klassisch ist dies nicht zu verstehen: die Streuung von Licht an Materie fithrt im Rah-
men der klassischen Elektrodynamik zu keinerlei Verschiebung der Wellenlénge. Die theo-
retische Deutung geht auf Compton und Debye zuriick und beruht auf folgenden Argu-
menten:

(i) GeméB der Einsteinschen Lichtquantenhypothese trégt ein Lichtquant des einge-
strahlten Rontgenlichts die Energie F, = hw. Wegen der Dispersionsrelation w = ck
und der Energie-Impuls-Beziehung F = cp fiir Objekte, die sich mit Lichtgeschwin-
digkeit bewegen, trigt das Lichtquant auch einen Impuls,

E h
py=—=— =hk,

c ¢
bzw. als Vektor geschrieben, p, = hk.

(ii) Der Compton-Effekt ist als elastischer Zweikdrperstof3 zwischen Lichtquant und
Elektron zu interpretieren. Dabei bleiben Energie und Impuls erhalten.

Wir bezeichnen mit ungestrichenen Symbolen Energie und Impuls von Lichtquant und
Elektron vor dem Stofl und mit gestrichenen Symbolen die entsprechenden Grofien nach
dem Stofl. Ruht das Elektron vor dem Stof}; so liefert die Energie-Impuls-Erhaltung die
folgenden Gleichungen (selbstversténdlich ist relativistisch zu rechnen)

Ey+E-=hw+mec = hw'+me-r. - =E,+E,, (1.33)
By=hk = Bk +merl =+ Pl
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1.1 Quantelung elektromagnetischer Strahlung

Wir zerlegen die zweite Gleichung in Komponenten parallel und senkrecht zur Einfallsrich-
tung des Lichtquants. Dann gilt (vgl. Abb. 1.10) unter Benutzung der Dispersionsrelation
k=w/c

/

hk=hY = hZ cos ¥ + Me-7.-v.— oS ,
c c
W L
0 = h—sind —me-7v,-v,—sing.
c

Quadrieren dieser beiden Gleichungen,

R (w — W' cos?)? = mP ~2v2c* cos®
2,12 52 12,12 2
RPW'?sin® Y = mi~2v2c sin @,
und Addieren liefert
1)/2
2( 2 / 12y _ ro a2 Y%= o 4 12
W (w? —2ww cost +w )—(me-fye,ve,c) =m2 42 — = Me-¢ (v2-1),

(1.34)
wobei wir v2v?/c? = (1 —v?/c?) w2 /c? = [1 — (1 —v?/A)]/(1 — v?/c?) = +* — 1 benutzt
haben. Aus der Energieerhaltung (1.33) folgt aber

h _ /
<w C;) = ’Yé— -1 )
Me—C
also
h(w—w) [Mw—u) R (w — w')? h(w — W)
2 _1=¢"_-D0H_+1)= 2| = 2 .
Ve (’Ye )(’Ye + ) m67C2 m6762 + mzic4 + m67C2
Eingesetzt auf der rechten Seite von Gl. (1.34) ergibt sich
R (w? = 2ww cos?+w'?) = 2h(w—w)me-c* + 1 (w* — 2ww' +w'?)
— 2hwW (1 —cos?) = 2h(w—w)m.
hww' 2hww’ | 50
= w-uw = — (1 —cos?) = o Sy
Mit w = 2me/A, ww' = 4722 /(AN), w — W' = 2mc(N — X)/(AN) folgt
2h AN 4Arn?c? vV 27h v
ANDY) = N =)A= T gn2l =9 M g2 ”
me-c2 2mc AN 2 Me—C 2
vV
= 2\ sin? 5= Ao(1 —cos?) (1.35)
mit der sog. Compton-Wellenlénge des Elektrons
2mh h 19
Ao = - ~=2,4263102175(33) - 1072 m = 2426,3102175(33) fm . (1.36)

Me-C  Me-C

Gleichung (1.35) bestétigt, dass die Verschiebung der Wellenldnge unabhéngig von der
Wellenlénge A des eingestrahlten Lichts ist und lediglich vom Streuwinkel ¥} abhédngt.
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1 Grenzen klassischer Physik

Das Lichtquant iibertragt beim Stofl einen Teil seiner Energie an das Elektron. Geméf
der Lichtquantenhypothese (1.30) verringert sich dabei neben seiner Energie auch sei-
ne Kreisfrequenz, w’' < w. Dies bedeutet, dass seine Wellenldnge zu groBleren Werten
verschoben wird X = A + AAX(J) > A. Der maximale Energieverlust und damit die ma-
ximale Wellenléngenverschiebung ergibt sich bei Riickwértsstreuung, ¢ = 7. Dort ist
ANV =7) =2 ¢, vgl. Abb. 1.11.

JAV))

7 -

|
0 T 21'[19

Abbildung 1.11: Wellenldngenverschiebung in Abhéngigkeit vom Winkel des gestreuten
Lichtquants.

Die kinetische Energie des gestreuten Elektrons betrégt

T = E_—m.c=mec(v-—1)
2mhe 2 \¢ sin?(9/2)
= hlw—-Ww)= AN) = 27h
(=) = S AN = 2mhe T e S (0/2)]

" 1 B 1
T M2 sin2(9/2)] T AANY)

Die maximale kinetische Energie erhidlt man bei Riickwértstreuung, ¢ = 7, bei der
T (¥ =7) = hw/[1 + A/(2A¢)], vgl. Abb. 1.12. Die kinetische Energie héngt zudem
von der Wellenlédnge des eingestrahlten Rontgenlichts ab. Fiir A < 2 A¢ geht die maxi-
male kinetische Energie des Elektrons gegen die des Lichtquants, T/_ (¢ = 7) — hw. Fiir
A > 2 Ao dagegen geht sie gegen null, 77_(¢ = ) — 0. Sehr langwelliges Licht hat nicht
geniigend Energie, um dem Elektron beim Stofl eine nennenswerte kinetische Energie zu
iibertragen.

Der Compton-Effekt ist ein eindeutiges Indiz fiir die Lichtquantenhypothese, die von
Planck zur Erklarung der spektralen Energiedichte eines Schwarzen Korpers und von
Einstein zur Erkldrung des photoelektrischen Effekts aufgestellt wurde.
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Te’_
— A=A
hor — A=Aor2l
- }\ZZiC
[N ey
0 21T

Abbildung 1.12: Kinetische Energie des gestreuten Elektrons.

1.2 Energiequantelung in Atomen

1.2.1 Ritzsches Kombinationsprinzip

—€

Abbildung 1.13: Atommodell nach Rutherford.

J

Die Rutherfordschen Streuexperimente (1906-1913) wurden mit Hilfe des Ruther-
fordschen Atommodells interpretiert. Es besagt, dass ein Atom der Ordnungszahl 7
aus einem sehr kleinen Atomkern (mit Durchmesser < 107 m = 10 fm) und positiver La-
dung +Ze besteht und aus Z Elektronen der Ladung —e, die den Kern in relativ groflem
Abstand (= 107! m = 10° fm) umkreisen. Hierbei ist ¢ = 1,602 176 487(40) - 1071 C die
Elementarladung. Aus dem Millikan-Experiment ist bekannt, dass die Elektronen
im Vergleich zum Atomkern extrem leicht sind, m,-c®> = 0.510998910(13) MeV, so dass
nahezu die gesamte Masse des Atoms im Kern vereinigt ist, mgem ¢2 2 10> MeV = 1 GeV.
Die Bahnen der an den Atomkern gebundenen Elektronen ergeben sich nach den Gesetzen
der klassischen Mechanik aus dem Zusammenwirken von Zentrifugal- und Coulombkraft
als Ellipsen, dhnlich den Bahnen der Planeten um die Sonne, vgl. Abb. 1.13.
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Dieses Atommodell widerspricht den experimentellen Befunden in drei wesentlichen
Punkten:

(1)

(i)

(iii)

Die genaue Form der (klassischen) Elektronenbahnen werden durch die Anfangsbe-
dingungen festgelegt. Da diese beliebig sind, kénnte sich die Elektronenhiille jedes
einzelnen Atoms von denen der anderen unterscheiden. Dann wiirden sich jedoch
Atome der gleichen Ordnungszahl in ihren chemischen Eigenschaften unterscheiden,
was nicht beobachtet wird: chemisch sind alle Atome eines bestimmten Elements
gleich.

Elektronen auf Ellipsenbahnen stellen beschleunigte Ladungen dar, die Energie ab-
strahlen miiffiten. Der Energieverlust wiirde dazu fiithren, dass das Elektron auf einer
Bahn mit Radius ~ 107*° m nach etwa 107 s in den Kern (Durchmesser ~ 10714
m) stiirzt. Dies wird natiirlich auch nicht beobachtet.

Atome absorbieren oder emittieren Energie in Form von elektromagnetischer Strah-
lung. Dies geht mit einer Anderung der Elektronenenergien einher. Dem klassischen
Bild zufolge sollte dies aber fiir ein Kontinuum von Energien moglich sein. Beob-
achtet werden aber diskrete Linien im Emissions- oder Absorptionsspektrum von
Atomen, vgl. Abb. 1.14.

absarplionslinien

3570

4102 486 2 nm BSG.3 nm
4341 Emissionslinien

Abbildung 1.14: Absorptions- und Emissionsspektrum von Wasserstoff [11].

Die Spektrallinien eines gegebenen Elementes lassen sich zu Serien zusammenfassen. In

Abb.

1.14 ist z.B. die sog. Balmer-Serie des Wasserstoffatoms abgebildet. Sie wurde von

J. Balmer 1885 mit Hilfe der einfachen Serienformel

1 m? —4
—=—FR =3,4,...
)\m 4m2 H m 3y 9

zusammengefaflt. Hierbei ist ), die Wellenldnge der Spektrallinie und

Ry = 1.0967757844210(73)- 10" m™! = 1.09677 57844210 (73)- 108 fm™'  (1.37)
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1.2 Energiequantelung in Atomen

die sog. Rydberg-Konstante des Wasserstoffs. Die erste Spektrallinie, fiir m = 3, heifit
auch H,—Linie, die nidchste Hz usw. Balmer gab auch die Verallgemeinerung seiner Formel
auf die sog. Rydberg-Serien des Wasserstoffatoms an,

1 1 1
nm n m

Im Prinzip gibt es fiir jedes n € N eine Serie, von daher unendlich viele. Beobachtet werden
allerdings nur die Serien fiir die ersten Werte von n, s. Tab. 1.1. Die Lyman-Serie liegt im

n | Name Jahr der Entdeckung | Serienanfang Serienende

1 | Lyman 1906 1.216-107"m | 0.912- 10" m
2 | Balmer 1885 6.565-107" m | 3.647- 107" m
3 | Paschen 1908 1.876-107% m | 8.206- 107" m
4 | Brackett 1922 4.052-107%m | 1.459-107%m
5 | Pfund 1924 7.460-10%m | 2.279-10% m
6 | Humphrey 1.237-10° m | 3.282-10"% m

Tabelle 1.1: Die ersten Serien fiir das Wasserstoffatom.

ultravioletten Wellenléingenbereich, die Balmer-Serie im sichtbaren und alle anderen im in-
fraroten. Ahnliche Serien lassen sich fiir wasserstoffihnliche Atome (He™, Li**, etc.) mit ei-

ner anderen Rydberg-Konstante finden. 27.4.2011

GeméB Gl. (1.38) sind die inversen Wellenldngen der Spektrallinien Differenzen von
Termen der Form Ry /n?. Das Ritzsche Kombinationsprinzip (W. Ritz, 1908) besagt,
dass man aus der Differenz der inversen Wellenléngen von zwei Spektrallinien einer Serie
eine dritte Spektrallinie konstruieren kann, also fiir festes n € N,

1 1 1 1 1 1 1 1 1
——=Ry|l5—-— S+ |=Rpy|l——)=—. 1.39
Mo A <n2 m: nE £2> " <£2 m2) Mo (1.39)
Die dritte Linie gehort zum selben Atom (da dieselbe Rydberg-Konstante als Vorfaktor

auftritt), aber zu einer anderen Serie (in diesem Fall die zu festem ¢ € N).
Da

)\f;; = hvpm = 27 AV, = Awpm
kann man Gl. (1.39) auch schreiben als
1 1
h(wnm—wng):thm:RHhc(g—Q—w) =F,—E, (1.40)
mit b
Ey=—Ry . (1.41)

Die Interpretation der Glgen. (1.40), (1.41) ist, dass es sich bei der Spektrallinie der
Kreisfrequenz wy,,, um Licht handelt, das bei einem Ubergang von einem Zustand der
Energie F,, zu einem Zustand der Energie F, abgestrahlt wird, vgl. Abb. 1.15.
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Abbildung 1.15: Uberginge zwischen Zusténden verschiedener diskreter Energie.

Aus Abb. 1.15 wird auch das Ritzsche Kombinationsprinzip (1.40) ersichtlich. Es gilt
E,—FE,=hwun, Er—FE,=hwy, E,—FE =hwy,,
und daher
R (wnm — wne) = By — By — (Ey— E) = Epy — By = hwy,

Es scheint also so zu sein, dass Atome nur bestimmte, diskrete Mengen an Energie
aufnehmen kénnen. Absorption von Energie in Form eines Lichtquants fithrt das Atom
in einen angeregten Zustand hoéherer Energie iiber, aus dem es durch Emission
eines Lichtquants in einen Zustand niedriger Energie iibergeht. Dies impliziert, dass
Atome selbst nur Zustédnde bestimmter diskreter Energie annehmen koénnen.

1.2.2 Bohrsches Atommodell

N. Bohr entwickelte 1913 das nach ihm benannte Bohrsche Atommodell, das die ex-
perimentellen Befunde aus den Linienspektren erklédren sollte. Insbesondere ging es ihm
dabei darum, die Abwesenheit der klassischen Strahlungsinstabilitit der Elek-
tronenhiille, also der klassisch zwar erwarteten, aber in der Natur nicht vorhandenen
Abstrahlung von Energie auf den gebundenen Elektronenbahnen zu erkliren. Ahnlich wie
Planck bei der Herleitung der spektralen Energiedichte des Schwarzen Korpers und wie
Einstein bei der Erklarung des photoelektrischen Effekts ging er dabei von einer Quan-
telung der Energiezustande aus. Er gelang ihm aber nicht, eine tiefere Begriindung fiir
diese beiden Tatsachen zu finden. Er mufite sie als Postulate seinem Modell zugrunde
legen. Die nach ihm benannten Bohrschen Postulate lauten

(i) Periodische Bewegungen der Elektronen erfolgen in stationdren Zustédnden mit dis-
kreten Energien E,, n =1,2,..., ohne Energieabstrahlung.

(ii) Uberginge zwischen stationiren Zustinden der Energien E,, E,, bewirken Absorp-
tion oder Emission elektromagnetischer Strahlung der Kreisfrequenz wy,, = (E,, —

E,)/h.
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1.2 Energiequantelung in Atomen

Es gibt ein relativ einfaches (wenngleich nicht ganz korrektes) Argument, die diskreten
Energien im Bohrschen Atommodell zu berechnen. Betrachten wir die Gesamtenergie des
Elektrons im Wasserstoffatom, welche sich klassisch (und nichtrelativistisch) aus der Sum-
me von kinetischer Energie und potentieller Energie im Coulomb-Potential des Atomkerns
ergibt,

E=T+V=ltpmp_ < (1.42)
= =-—muv° — . :

2 4regr
Wiirde sich das Elektron auf einer Kreisbahn mit Radius r = R bewegen (an dieser

Stelle ist das Argument inkorrekt, da gebundene Elektronen sich klassisch je nach ihrer
Energie und Drehimpuls auch auf Ellipsenbahnen bewegen kénnen), so wiirden sich die
Zentrifugalkraft und die Coulomb-Kraft exakt kompensieren,

e2

2
R=——

me Ameg B2

woraus wir fiir das Quadrat der Geschwindigkeit die Relation

62

2 _  2p2
=wR =—— 1.43
v v dregm R ( )
ableiten. Fingesetzt in die Gesamtenergie (1.42) ergibt sich
2 2 2
c___° ___° (1.44)

- 8meg R 4meg R B 8meg R

Die Bohrsche Quantisierungsbedingung besagt nun, dass der Umfang der Kreisbahn
ein ganzzahliges Vielfaches der sog. de Broglie-Wellenlinge A = h/p = 27h/p =
27h/(mv) sein muss, vgl. Abschnitt 1.3.4,

h
2tR=n\A=2mn—, neN, (1.45)
muv

bzw. quadriert und mit Gl. (1.43)

h? 4 R h? h?n?
2—%:n2 247T60R = R =dr¢ n2.

R?=n

m2 e me me

Eingesetzt in Gl. (1.44) ergibt sich fiir die diskreten Energiezustéinde des Elektrons
im Wasserstoffatom

me* 1 1
E,=———° - — _p.- 1.46
2(4meg)2h? n? 2 (1.46)
mit der sog. Rydberg-Energie
4 4
Ep=—1¢ M _136eV. (1.47)

2(4meg)?h?>  8e2h?

Ganz offensichtlich sind die Energien (1.46) gequantelt. Der Grundzustand E; = —Fj
ist der Zustand niedrigster Energie. Dieses Modell erklart ganz zwanglos das Auftreten der
Serien im Linienspektrum des Wasserstoffs, vgl. Abb. 1.16. Die Lyman-Serie entspricht
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m n
o0 NM < 8 MNTNON 8 TN ON 8 NWON 8 N0 8
2 5 : . i : i e —
2 5 E f ! t __Pfund-Serie—-
31 ' g Brackett-Serie |, = 5
| Paschen-Serie m=14
s ;. m=3
4 H Y B D 10,20
2 § aByded 10 >
BalmerSerie (0]
m=2 £
"8 o
o
o
- 6 o
(V)]
o
[
L4 D
g
e
<
- 2
1- Y . Lo
lyman-Serie
m=1

Abbildung 1.16: Energiezusténde im Wasserstoffatom und Serien als Ubergéinge zwischen
diesen Zustidnden [12].

allen Ubergéingen von angeregten Zustinden E,, n > 1, in den Grundzustand E; = —Fjp.
Die Balmer-Serie entspricht allen Ubergéingen von angeregten Zustédnden FE,, n > 2, in
den ersten angeregten Zustand Fy = —ER/4 usw.

Man kann die Rydberg-Energie Er mit der Rydberg-Konstanten Ry in Beziehung
setzen. Fiir einen Ubergang vom Serienende in den Grundzustand (Lyman-Serie) gilt

1
hwloo = Eoo_EleR (—0+§) :ER

2me he

= h— =—=hcRy,
)\100 )\loo CR

wobei wir zundchst die Konstante R, = 1/ definiert haben. Mit Hilfe des Ausdrucks
(1.47) 148t sie sich berechnen,

FEr m et m et

Hoo = he 2(4meg)?2m h3c - dm(4mey)?h3ce

=1.0973731568527 (73)-10"m™' . (1.48)
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1.2 Energiequantelung in Atomen

Dieser Wert stimmt nicht exakt mit Ry, Gl. (1.37) {iberein, wie wir es eigentlich gemafl
dem Ritzschen Kombinationsprinzip (1.40) fiir einen Ubergang von m = oo nach £ = 1
erwartet hitten. Die Abweichung ergibt sich aus der Tatsache, dass man den Kern (d.h.
beim Wasserstoffatom das Proton) bei der Berechnung von E,, Gl. (1.46), als ruhend
angenommen hat. Bei korrekter Beriicksichtigung der Bewegung um den gemeinsamen
Schwerpunkt von Proton und Elektron ist m in Gl. (1.46) durch die reduzierte Masse

des Elektrons,
m M m 1836

m+ M Ltm/M 1837
zu ersetzen, wobei M ~ 938 MeV/c* die Masse des Protons ist. Damit folgt

,u 1836 s 1
Ry =2 R~ R =22 ~ 1096776 - 10 ,
H= R 1537 o

M:

in Ubereinstimmung mit G1. (1.37).

1.2.3 Franck-Hertz-Versuch

Der von J. Franck und G. Hertz 1914 durchgefiihrte Versuch liefert einen eindrucksvollen
Beweis fiir die Quantelung der atomaren Energiezusténde. Der Versuchsaufbau ist in Abb.
1.17 dargestellt.

oL
L K o

Abbildung 1.17: Der Franck-Hertz-Versuch.

Eine Glasrohre ist mit Quecksilberdampf (Hg) gefiillt. Elektronen werden aus der
Glithkathode (K) ausgelost und durch eine (regelbare) Spannung U zum Gitter (G) be-
schleunigt. Auf dem Weg dorthin stoflen sie elastisch mit Hg—Atomen zusammen. Um zur
Anode (A) zu gelangen, miissen sie noch zwischen Gitter und Anode eine Gegenspannung
von ~ (0.5 V iiberwinden. Thre kinetische Energie muss also beim Passieren des Gitters
mindestens 1" ~ 0.5 eV betragen. Erhoht man U, so steigt der Strom [ zunéchst linear
an. Bei U = 4,9 V nimmt der Strom jedoch sprunghaft ab, vgl. Abb. 1.18. Bei weiterer
Erhohung der Spannung steigt er wieder an, um dann bei U = 9,8 V abzufallen etc.

Dies erklart sich wie folgt: zunéchst gilt, dass je grofler die Spannung U ist, desto grofler
der Anteil von Elektronen, der nach den elastischen Stéf8en mit den Hg—Atomen noch die
notige kinetische Energie besitzt, die Anode zu erreichen. Daher steigt der Strom zunéchst
linear an. Der Abfall bei U = 4,9 V riihrt daher, dass die Elektronen inelastisch mit den
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| | —=U[V]
5 10 15

Abbildung 1.18: Strom [ als Funktion der Spannung U beim Franck-Hertz-Versuch.

Hg—Atomen zusammenstoflen und dabei Energie abgeben. Die Hg—Atome gehen in einen
angeregten Zustand iiber, der 4,9 eV iiber dem Grundzustand liegt. Die Elektronen
besitzen nach dem Stofl nicht mehr geniigend kinetische Energie, um gegen das Gegenfeld
anzulaufen und an die Anode zu gelangen. Bei weiter wachsendem U wird dies wieder
moglich und der Strom [ steigt wieder an, bis U = 2 x 4.9V = 9.8 V erreicht wird. Dieser
erneute Abfall rithrt daher, dass die Elektronen nun zweimal auf dem Weg zum Gitter
Hg—Atome anregen konnen usw. Die angeregten Hg—Atome gehen unter Aussendung
eines Lichtquants der Kreisfrequenz w = 4.9eV/h wieder in den Grundzustand iiber.
Diese Lichtquanten haben eine Wellenlinge von A\ = 27c/w = 2.53 - 1077 m. Dieses im
UV-Bereich befindliche Licht konnte von Franck und Hertz nachgewiesen werden. Sie
wurden fiir ihren Versuch 1925 mit dem Nobelpreis fiir Physik ausgezeichnet.

1.3 Wellenaspekte der Materie

1.3.1 Beugung am Spalt

Monochromatisches Licht der Wellenlédnge A, das auf eine spaltformige Blende der Breite
d fallt, wird so gebrochen, dass hinter der Blende ein Interferenzmuster entsteht. Wir
geben zunéchst eine einfache heuristische Erklarung fiir dieses Interferenzmuster, bevor
wir es dann mathematisch préziser erklaren werden. Die heuristische Erkldrung beginnt
mit der Zerlegung des auf den Spalt auftreffenden, parallelen Lichtstrahles in eine gerade
Anzahl von Lichtbiindeln, also 2n Lichtbiindel der Dicke d/(2n), n € N, vgl. Abb. 1.19.
Der um den Winkel o abgelenkte Lichtstrahl weist einen Gangunterschied

= — sin«
n
2n

zwischen benachbarten Biindeln auf, vgl. Abb. 1.19. Falls nun A,, = \/2, so interfe-
rieren benachbarte Lichtbiindel destruktiv, da sich Wellental und Wellenberg gerade
iiberlagern. Da sich auf diese Weise alle 2n Lichtbiindel gegenseitig autheben, entstehen
unter den durch die Beziehung

nA=dsina,, neN, (1.49)
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1.3 Wellenaspekte der Materie

Abbildung 1.19: Beugung am Spalt.

gegebenen Winkeln «,, Intensitdtsminima auf einem Schirm, der sich hinter der Blende
befindet. (Anmerkung: Da der Streuwinkel den Bereich —7/2 < a < /2 abdeckt, sind
eigentlich auch negative ganze Zahlen erlaubt. Es sind aber nicht beliebig groie Werte von
n moglich, |n| ist durch die grofite ganze Zahl, die gerade kleiner ist als d/\, beschrankt.)

Zur heuristischen Erklarung der Intensititsmaxima zerlegen wir den Lichtstrahl in
eine ungerade Anzahl von Lichtbiindeln, also 2n + 1 Lichtbiindel der Dicke d/(2n + 1).
Der Gangunterschied zwischen benachbarten Biindeln betrigt nun

n:2n+1 sin 3 .

Destruktive Interferenz tritt wiederum fiir eine gerade Anzahl 2n benachbarter Biindel
auf, wenn A,, = \/2, also fiir

1
<n+§>)\:dsinﬁn, neN. (1.50)

Allerdings bleibt auf diese Weise ein Biindel iibrig, das mit keinem anderen destruktiv
interferieren kann. Somit treten unter den Winkeln 5, in Gl. (1.50) Intensitidtsmaxima
auf. (Wir werden sehen, dass diese Formel nur eine Néherung darstellt, die fiir groe n
immer préziser wird.) Dies sind allerdings nur Nebenmaxima, das Hauptmaximum
liegt bei By = 0, welches obige Formel nicht erfassen kann. Man beachte, dass Interferenz
voraussetzt, dass Wellenldnge und Spaltbreite von derselben Gréflenordnung sind, A ~ d.

Die mathematisch préazisere Erklarung der Intensitidtsverteilung des Lichts hinter
dem Spalt beruht auf dem Huygensschen Prinzip. Dieses besagt, dass jeder Punkt,
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der von einer Welle erreicht wird, der Entstehungsort einer neuen Kugelwelle
ist. Angewendet auf den Spalt bedeutet dies, dass von jedem Element dz des Spaltes eine
Kugelwelle ausgeht, vgl. Abb. 1.20.

X

Abbildung 1.20: Zum Huygensschen Prinzip angewendet auf die Beugung am Spalt.

Die Amplitude dieser Kugelwelle im Abstand r’ vom Element dz ist

dw, =W, ‘i—gf eilwt=kr) (1.51)
wobei der Wellenzahlvektor &’ der Kugelwelle betragsméfig gleich dem der einlaufenden
Welle ist, ¥ = |k'| = |k| = k. (Anmerkung: eine vom Ursprung ausgehende Kugelwelle
ist eine ebene Welle, deren Wellenzahlvektor k' stets radial vom Ursprung weg, also
in Richtung des Ortsvektors 7/ zeigt, deshalb ist k' - 7' = k'r'. AuBerdem nimmt ihre
Amplitude proportional zum Abstand vom Ursprung ab, ~ 1/7'.)

Die Amplitude werde nun im Abstand r vom Mittelpunkt des Spaltes (der im Ursprung
des Koordinatensystems liegen soll) beobachtet. Falls r > d, so sind 7/ und 7 in guter

Néherung parallel und fiir ihre Betriage gilt (vgl. Abb. 1.20)
r'~r+zsna.
Eingesetzt in die Amplitude (1.51) erhalten wir
dz
i

dW1 ~ WO t(wt—kr) e—ikxsinoz ’ (152)

r
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1.3 Wellenaspekte der Materie

wobei wir im Nenner 1’ ~ r gendhert haben. Wir summieren nun alle von den Spaltele-
menten ausgesandten Amplituden, d.h. wir integrieren iiber z,

"W -
W, = / dx_oel(Wt—kT) e—zka:sma

—d/2 T

Wy . 1 d d
_ 0 pilwt—kr) —— |exp | —ik = sina | —exp | 1k = sin«
r 1k sin o 2 2

Wy . 2 kd
= Ogilwizkr) 2y <7 sin a)

12

r k sin «
d . 2 kd
= WO ; el(wtikr) m Sin (7 Sin O{) . (153>

Hierbei haben wir im ersten Schritt ausgenutzt, dass sich der Beobachter weit weg vom

Spalt befindet, r > d, so dass wir die (schwache) x—Abhéngigkeit von r bei der Integra-

tion vernachléssigen und alle r—abhéngigen Terme vor das Integral ziehen konnten. Die

Intensitéitsverteilung berechnet sich aus dem Betragsquadrat der Amplitude,
I = W2 = W2 d_j sin? (% sina)

T (M

2

— (1.54)
sin «v)
Die Extrema der Intensitétsverteilung sind mit denen der Funktion (sinx/z)? identisch
(x = (kd/2) sin ) und liegen bei x = 0, sinz = 0, sowie tanz = .

Die Bedingung = = (kd/2)sina = 0 wird durch sina = 0 erfiillt, d.h. & = 0 (« lduft
zwischen 7/2 und —7/2, vgl. Abb. 1.20, d.h. der Sinus hat lediglich eine Nullstelle bei
a = 0). Dies ist das Hauptmaximum der Intensitétsverteilung. Wegen lim,_,¢sinz/x =
1 gilt dort I, = Wid?/r?.

Die Bedingung sin x = 0 liefert x = nm, n € Z, also

kd
> sina, =nm, n=0,+1, £2 ..., +[kd/(27)].

Mit k = 27/X erhalten wir die schlieBlich die heuristisch hergeleitete Bedingung (1.49)
fiir die Minima der Intensitdtsverteilung (inklusive des korrekten Wertebereichs fiir n).
Hier gilt I; = 0.

Schliefflich miissen wir noch die Bedingung tan x = x analysieren. Diese Bedingung wird
niaherungsweise dort erfiillt, wo der Tangens gegen Unendlich strebt, also (mit Ausnahme
von £7/2) bei ungeradzahligen Vielfachen von 7/2, x ~ 2n+ 1)7/2, n =1, £2, 43, . ...
Die Ubereinstimmung mit der echten Losung von tanz = z wird umso besser, je grofer
|n| wird, vgl. Abb. 1.21. Wir erhalten also

kd . 2n +1
— sin G, ~
2 2

bzw. mit £ = 27/ (ndherungsweise) die Bedingung (1.50) fiir die Nebenmaxima der
Intensitéitsverteilung. Die Hohe der Nebenmaxima nimmt fiir wachsendes sin? o stetig ab,

da

7, n=1 42 £3,... t[kd/27)]F1,

sinfr  sin’x 9 1 1 1
5 = 5— = COS" X
x tan“ x

T 1+tan’z  Ll+a? I+ (%)%inza |
Die Verteilung (1.54) ist in Abb. 1.22 dargestellt.
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Abbildung 1.21: Zur graphischen Losung der Gleichung tanz = x.
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Abbildung 1.22: Intensitédtsverteilung bei der Beugung am Spalt, fiir d = 5 \.
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1.3.2 Beugung am Mehrfachspalt

Die Betrachtung aus dem vorangegangenen Abschnitt 148t sich ohne weiteres auf die
Beugung an einem Mehrfachspalt mit N Einzelspalten verallgemeinern. Es bezeichne a
der Abstand zwischen zwei Spalten der Breite d, vgl. Abb. 1.23. Die Gesamtamplitude
Wy ist die Summe aus N Amplituden W; der einzelnen Spalte, vgl. Gl. (1.53). Fiir den
untersten Spalt in Abb. 1.23 konnen wir diese Gleichung direkt iibernehmen. Fiir den
nichsten miissen wir allerdings bedenken, dass der zugehorige Ortsvektor 7/ um einen
Betrag asin « ldnger ist, vgl. Abb. 1.23. Daher ist « sin o in Gl. (1.52) durch (x4 a) sin «
zu ersetzen sind. Dies setzt sich so fort, bis zum obersten Spalt, fiir den = sin o durch
[z + (N — 1)a] sin « zu ersetzen ist.

asna

d 0

\)

Abbildung 1.23: Zur Beugung am Mehrfachspalt.

Die gesamte Amplitude ist also

N ,
—ik(n—1)a si 1 — exp(—iNka sin «)
W = W ik(n—1)a sinac _ W,
N ! nz::l ‘ "1 — exp(—ika sin )

wobei W; die Einzelspaltamplitude aus Gl. (1.53) ist und wir von der Formel

N N-1
n—1 n 1_'rN
doatt=) =
1—x
n=1 n=
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Gebrauch gemacht haben. Die Intensitét ist das Betragsquadrat der Amplitude. Mit
l—e™P=(1-e™)1-e")=1-e™—e"+1=2-2cosz =2(1 —cosz)

erhalten wir

1— Nka si sin? (IV £ sin o sin? (N 22 sin o
_[N — 1, COS( CI,‘SII]OZ) — I 2( - 2 ) . -[1 : 2( A : ) , (155)
1 — cos(kasin «) sin (7‘1 sin a) sin (”7“ sin a)
wobei I; = |W;|? die Intensitéitsverteilung des Einzelspaltes ist und wir k& = 27/ so-

wie die Identitiit 1 — cos(27) = 1 — cos?x + sin®z = 2 sin’ r benutzt haben. Die In-
tensitatsverteilung des Mehrfachspalts ist also gegeniiber der des Einzelspalts mit einem
sin «—abhéngigen Faktor moduliert.

Die Hauptmaxima der Verteilung werden durch die Bedingung

A
sina, =n=, n=0,=+1, +2,..., £[a/)], (1.56)
a
definiert (der Wertebereich —7/2 < a < 7/2 schrédnkt den Bereich moglicher ganzer
Zahlen n ein). Fiir diese Werte verschwindet sowohl der Zéhler wie auch der Nenner des
Modulationsfaktors,

A
sin <N7T—; sinan) = sin (Nﬁ—fng) =sin(rnN) =10,
und entsprechend fiir den Nenner mit N = 1. Trotz dieser scheinbaren Unbestimmtheit
des Modulationsfaktor nimmt er dort den wohldefinierten Wert N? an, wie man sich
wie folgt klarmacht. Wir betrachten Werte von sin« in der Néhe der durch Gl. (1.56)
definierten Werte,
sina=s¢ina, +0, IK1.

Wir kénnen dann den Zihler und Nenner des Modulationsfaktors in eine Taylor-Reihe

um sin o, = n\/a entwickeln,

sin (N%a sinoz) = sin(mn N) +Cos(7rnN)N%a5+O(52) = N%a5+0(52) :

und entsprechend fiir den Nenner mit N = 1. Der Modulationsfaktor ist dann

sinZ( = sina) N (N%aé)QE]\/Q.

sin? (% sin a) = 1)

Die Intensitit der Hauptmaxima entspricht also der mit N? multiplizierten Intensitéit I;
des Einzelspalts. Da stets a > d (vgl. Abb. 1.23), ist A/d > A/a und die Hauptmaxima
liegen dichter beieinander als die durch Gl. (1.49) definierten Minima der Einzelspalt-
verteilung I;.

Zwischen den Hauptmaxima fiir n und n+ 1 (bei denen der Nenner verschwindet) gibt
es noch N —1 Nullstellen des Ziahlers (bei denen der Nenner nicht verschwindet), ndmlich
bei den Werten

Q[ >

, m=Nn+1,Nn+2,....Nn+1)—1.

sin &, =

=13
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1.3 Wellenaspekte der Materie

Diese Nullstellen sind Minima der Intensitétsverteilung Iy. Wenn es N — 1 Minima
zwischen zwei Hauptmaxima gibt, so muss es wegen der Stetigkeit und Positivitdt von
Iy noch N —2 Nebenmaxima zwischen den beiden Hauptmaxima geben. Allerdings ist
dort die Intensitdt nur von der Ordnung I;, nicht N2 I;.

In Abb. 1.24 ist das Interferenzmuster fiir N = 4 und fiir a = 3 d, d = 5 X dargestellt. Die
Einhiillende (gestrichelte Kurve) ist die mit N?(= 16) multiplizierte Einzelspaltverteilung
I;. Die ersten Hauptmaxima (neben dem bei o = 0) liegen bei £ /a, alle weiteren bei
Vielfachen davon (sofern diese Werte nicht mit Nullstellen von [; iibereinstimmen). Fiir
N =4 gibt es wegen N —2 =4 — 2 = 2 zwei Nebenmaxima zwischen den Hauptmaxima,
die, wie man in Abb. 1.24 klar erkennt, bei weitem nicht die Intensitéit der gestrichelten
Kurve, d.h. die Intensitdt N2 I; = 16 I; erreichen.

>

sind

Abbildung 1.24: Intensitdtsverteilung bei der Beugung am Mehrfachspalt, N = 4, fir
a=3dund d=>5A\.

Wichtig ist, dass man, um Interferenz zu beobachten, dafiir sorgen muss, dass A < d
und A < a ist, also die Spaltbreite und der Spaltabstand nicht um ein Vielfaches grofier als
die Wellenlédnge des gestreuten Lichtes sind. Ansonsten wiirde die Interferenzstruktur so
nahe um sin @ = 0 zusammengedréangt werden, dass man sie nicht mehr auflésen konnte.

Dies bedeutet, dass man fiir kurzwelliges Licht ein feinmaschigeres Gitter als fiir
langwelliges Licht nehmen muss. Fiir Rontgenstrahlung, mit A ~ 1071° m, braucht man
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also Gitter mit einem Gitterabstand in atomarer Gréflenordnung! Die Herstellung sol-
cher Gitter ware extrem schwierig. Man kann sich aber damit behelfen, dass man an
Kristallen streut, deren Gitterabstinde ganz natiirlich in der richtigen Groflenordnung
liegen.

1.3.3 Beugung am Kristall

Bei der Streuung von Rontgenlicht an Kristallen ergeben sich ebenfalls Interferenz-
muster. Deren Form erlaubt Riickschliisse {iber die Anordnung der Atome im Kristallgit-
ter. Diese sog. Rontgenstrukturanalyse oder Rontgen-Diffraktometrie basiert auf
den Arbeiten von M. von Laue, dem ersten Professor fiir Theoretische Physik an der
J.W. Goethe-Universitat, dem dafiir 1914 der Nobelpreis fiir Physik verliechen wurde. Die
Rontgenstrukturanalyse ist nach wie vor eines der wichtigsten Verfahren zur Aufklarung
mikroskopischer Strukturen, nicht nur von Kristallen, sondern auch von Molekiilen u.&.

Wir machen zunéchst eine einfache Voriiberlegung, bevor wir die Beugung von elek-
tromagnetischen Wellen am Kristallgitter wieder mit Hilfe des Huygensschen Prinzips
berechnen. Eine ebene Welle falle unter einem Winkel 9 auf eine Kristalloberfliche und
werde von dort reflektiert, vgl. Abb. 1.25. Die Gitterkonstante, d.h. der Abstand zwi-
schen Atomen im Kristallgitter, sei d.

>/

o, 06 o o o

Abbildung 1.25: Zur Beugung am Kristall.

Konstruktive Interferenz der beiden in Abb. 1.25 dargestellten Lichtstrahlen ergibt
sich, falls der doppelte Gangunterschied 2 A = 2 d sin v gerade ein ganzzahliges Vielfaches
der Wellenldnge A betrégt,

2dsind, =nX, n=1,2,...,[2d/)]. (1.57)

Dies ist die sog. Braggsche Reflexionsbedingung. Wir wollen dieses Ergebnis nun mit
Hilfe des Huygensschen Prinzips bestétigen. Zunéchst nehmen wir an, dass das Kristall-
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1.3 Wellenaspekte der Materie

gitter ein sog. Bravais-Gitter ist, d.h. die Positionen der einzelnen Gitteratome sind
durch

3
Ra=Y mid;, n;=0,... . N;—1, i=123, (1.58)
=1

festgelegt, wobei @y, do, d3 die Vektoren der sog. primitiven Translationen sind. Fiir
gegebene primitive Translationen ist die Position R, jedes einzelnen Atoms dann durch
den Vektor 7 = (nq, ng, ng) eindeutig bestimmt.

Beispiel: Kubisches Gitter. In diesem Fall sind die primitiven Translationen gerade
die kartesischen Einheitsvektoren, multipliziert mit dem Gitterabstand d.

vel. Abb. 1.26.

n=(1,0,0)

Abbildung 1.26: Kubisches Gitter und primitive Translationen.

Die Amplitude der einfallenden ebenen Welle ist
At 7) = Ay @R

Wir nehmen an, dass die Welle zum Zeitpunkt ¢ = 0 am Ort ¥ = éﬁ des durch n
gekennzeichneten Gitteratoms ankommt,

R

A0, Ry) = Age 1

Geméaf dem Huygensschen Prinzip wird an dieser Stelle durch diese Welle eine Kugelwelle
erzeugt, vgl. Abb. 1.27.
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1 Grenzen klassischer Physik

Abbildung 1.27: Die einlaufende Welle erzeugt am Ort R des Gitteratoms eine Kugel-
welle.

Zu einem spéteren Zeitpunkt ¢t > 0 erreicht diese Kugelwelle den Ort 7 des Beobachters
B. Sie hat dort die Form

— 1 : 1ol D 1 . ol
Aﬁ(t, ,':») — A(O, Rﬁ) ; ez(wt—k ) _ AO e_lk'Rﬁ ; ez(wt—k r’) )
Hierbei wurde benutzt, dass die Kugelwelle proportional zur sie erzeugenden einlaufenden
Welle ist. Im weiteren werden wir wieder ausnutzen, dass k' = k ist, und dass der Beob-
achter weit entfernt vom Gitter sein soll, so dass r = |r] > |Rz| = Rjz. Dann gilt ndmlich

mit 7/ = 7 — R; in guter Niherung

= \/T2_2F.§ﬁ+R%2T—Rﬁ COS(F,éﬁ)-

Im Vorfaktor der Exponentialfunktion konnen wir wie bei der Beugung am Spalt in guter
Néherung 1/r" ~ 1/r setzen, so dass

Ag(t,7) ~ % exp {z [u)t — k- Rz — kr 4+ k Ry cos(7, ﬁﬁ)] } : (1.59)

Fiir 7 > Ry sind 7 und 7 nahezu parallel. Weil aber 7/ || k’, gilt dann auch

— —

cos(7, Ri) ~ COS(EI, Rz) ,
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1.3 Wellenaspekte der Materie

so dass mit k = k'

S

S~—
Il
oudl]
o

3

k Ry cos(7, Rz) ~ k' Ry cos(k', R

Damit lautet die Amplitude (1.59) nun

Ao - o o
Aﬁtﬁ:—ﬁdw*”wprﬂk—MyRﬁ.
r

Um die gesamte Intensitétsverteilung des gestreuten Lichts zu berechnen, miissen wir {iber

alle Streuzentren, d.h. Gitterplatze, 7 summieren und das Betragsquadrat bilden. Mit GI.
(1.58) erhalten wir

2 3 2
I ~ %2 Zexp [—i(E— kY- _)ﬁi| = % Z exp [—i(lg— k'Y - Zni&}]

i n1,n2,n3 =1

= o No—1 o
= - Z exp [—znl(k — k') ~c?1} Z exp [—inQ( — k') 62}

r n1=0 no=0

N3—1 2

X Z exp [—i ng(k — k') 63]

I
7\3| —_
— =
(]

@

»

o
—
L
S
—
B!

|
Y
—
Sl

wobei wir in der letzten Zeile analoge Identitéiten benutzt haben, die schon bei der Her-
leitung von Gl. (1.55) beim Mehrfachspalt angewendet wurden. Aus der Diskussion dieser
Gleichung wissen wir auch, dass die Hauptmaxima des Intensitdtsmuster dort zu finden
sind, wo sowohl Zahler wie auch Nenner des Modulationsfaktors verschwinden, also fiir

a-(k—k'Y=2rz, ze€lZ, i=123. (1.61)

Die sind die sog. Laue-Gleichungen.

Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass diese Gleichungen eine Verallgemeinerung
der Braggschen Reflexionsbedingung (1.57) darstellen. Dazu nehmen wir der Einfach-
heit halber ein kubisches Gitter, bei dem die primitiven Translationen, wie in Abb. 1.26
dargestellt, in Richtung der kartesischen Einheitsvektoren zeigen, a; = de;, 1 = x,v, 2.
AuBerdem sollen k und &’ in der (zz)—Ebene liegen, vgl. Abb. 1.28. Dann ist k— k' || €.,
so dass die Laue-Gleichungen (1.61) sich vereinfachen,

Q- (k—kY=ad,-(k—k')=0, @ (k—k')=dk—Fk'|=2rz, z€Z.

Der Betrag des Differenzvektors k — k' berechnet sich mit k = k' zu
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1 Grenzen klassischer Physik

Abbildung 1.28: Zur Herleitung der Braggschen Reflexionsbedingung aus den Laue-
Gleichungen.

F—F = k=28 Fr 2 = \282[1 — cos(E, )
= kv/2(1 — cos2v) = kV4sin?9 = 2k sin? .

Eingesetzt in die Laue-Bedingung erhalten wir also
2kdsiny =2rz <= 2dsintd=z\A, z=1,2,...,[2d/}\],

also genau die Braggsche Reflexionsbedingung (1.57). Die Beschriankung auf positive Wer-
te von z kleiner [2d/A] ist notwendig, da 0 < ¥ < 7/2.

Das Interessante ist nun, dass man anstelle von elektromagnetischer Rontgenstrahlung
auch Teilchenstrahlen, z.B. Elektronen, an Kristallen beugen kann. Auch hier treten
ganz dhnliche Intensitétsverteilungen, die auf Interferenz von Wellen beruhen, auf. Dies
wird im folgenden Abschnitt weiter vertieft.

1.3.4 De Broglie-Wellen

Wir beginnen die Diskussion mit einem Gedankenexperiment an einem Doppelspalt,
also dem Mehrfachspalt aus Abschnitt 1.3.2 fiir N = 2. Wir fithren vier unabhéngige
Experimente am Doppelspalt aus.

(i) Die auf den Doppelspalt auftreffende Strahlung bestehe aus klassischen Teilchen.
In diesem Fall gehen Teilchen entweder durch den einen oder durch den anderen
Spalt. Wenn das Teilchen an einem der beiden Spalte gebeugt wird, so ist dies
unabhingig davon, was an dem jeweils anderen Spalt geschieht. Die resultierende
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Intensitétsverteilung ist die Summe der einzelnen Intensitétsverteilungen fiir die
Beugung am Spalt 1 und am Spalt 2,

1 =104 ¥ (1.62)

also die Summe aus zwei Einzelspalt-Intensitédtsverteilungen. Wenn der Abstand
des Schirms vom Doppelspalt viel groler ist als der Abstand a der beiden Spalte
voneinander, so ist I 1(1) ~ ] 1(2) = [; und wir haben

I ~21 .
Diese Verteilung entspricht der schwarzen gestrichelten Kurve in Abb. 1.29.

Der Doppelspalt wird mit Licht bestrahlt. Die Intensitétsverteilung entspricht der
in Gl. (1.55) fiir N = 2 berechneten. Sie ist das Betragsquadrat der Summe zweier
Einzelspalt-Amplituden,

57 = W + WP = WP+ WP 4 2Re(WIWP ) = 1V + 1P + Iy

Der Interferenzterm [;5 sorgt fiir einen Unterschied zum klassischen Ergebnis
(1.62) aus dem ersten Experiment (i), vgl. rote durchgezogene Kurve in Abb. 1.29.

Die Strahlung sei elektromagnetischer Natur, aber extrem schwacher Intensitét, so
dass lediglich einzelne Lichtquanten ausgesendet werden. Klassisch wiirde man eine
Verteilung wie in (i) erwarten. Jedoch ist die sich iiber einen hinreichend langen
Beobachtungszeitraum ergebende Intensitétsverteilung identisch mit der in (ii)!

Wir benutzen Elektronen- oder &hnliche Teilchenstrahlen zur Beugung am Doppel-
spalt. Diese Teilchen verhalten sich genauso wie die Lichtquanten in Experiment
(iii)! Auch hier kommt es zur Interferenz, obwohl es sich um Teilchen und nicht
um Licht handelt.

Eine Variante des Experimentes (iv) wurde von C. Davisson und L. Germer 1927 durch-
gefiihrt. Sie untersuchten die Reflexion von Elektronenstrahlen an Kristallen. Die beobach-
tete Intensitdatsverteilung entsprach genau der in einem Laueschen Rontgendiffraktions-
experiment gemessenen! Demnach werden Elektronen wie Rontgenstrahlen am Kristallgit-
ter gebeugt. Bei bekannter Gitterkonstanten d und bekannten Winkeln 9, fiir die Maxima
der Intensititsverteilung 148t sich gemafl der Braggschen Reflexionsbedingung (1.57),

2d sind, =nA\, (1.63)

dem Elektron eine “Wellenlédnge” zuordnen. Da man die Energie F der Elektronen iiber
eine Beschleunigungsspannung U vorgeben kann, 1a8t sich der Impuls p der Elektronen
experimentell festlegen,

2

%:EZGU = p=V2meU.
m
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-- (1)
— (ii)

]
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Abbildung 1.29: Zum Doppelspaltexperiment.

Experimentell fanden Davisson und Germer die Beziehung

h
2d sind, =n—,
p

was durch Vergleich mit Gl. (1.63) auf die Wellenlénge

Ao 2k

o= (1.64)

fithrt. Diese Relation war schon 1924 von de Broglie vorgeschlagen worden, weshalb man
A = h/p auch de Broglie-Wellenlinge nennt. Das Davisson-Germer-Experiment war
die Bestétigung fur die Wellennatur von Elektronen und die de Brogliesche Formel (1.64).
Wenn man die Relation zwischen Wellenldnge und Wellenzahl, A = 27/k benutzt, so
kann man dem Elektron wie einer Lichtwelle auch einen Wellenzahlvektor & zuordnen,

p=hk. (1.65)

Die Bohrsche Quantisierungsbedingung (1.45) und ihr offenkundiger Erfolg in der Be-
schreibung der Energiezustinde des Wasserstoffatoms ist ein weiteres Indiz dafiir, dass
man Elektronen eine de-Broglie-Wellenlédnge zuordnen kann.

Zum Abschluf dieses Abschnitts wollen wir uns noch Klarheit {iber die Groenordnung
der de Broglie-Wellenléinge des Elektrons verschaffen. Nichtrelativistisch gilt £ = p?/(2m),
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1.3 Wellenaspekte der Materie

also p = v2m E, so dass

27Th_ 21 h 2 he 1

% B V2mE - ﬁ vm c? ﬁ
21 197.33MeVim 1 876.71 1

p—

T V2 Vme  VE  JmMev] \/EMeV] 107
Fiir ein Elektron ist mc? ~ 0.511 MeV, so dass
A~ 1.226 0= — 1.226 10-%m
E[eV] UV]
withrend fiir ein Proton oder Neutron mit m c? ~ 938 MeV gilt
pn = 72';;?;/] 107 m = 2';?% 107" m
Fiir eine Beschleunigungsspannung von z.B. U = 10* V ist
Ae- = 1.226-1071'm = 0.1226- 10 m .
Fiir Rontgenstrahlung der Energie F = hw gilt
A = 2m _ 2me _ 2w he _ 2w he
k w hw E
_ o 197.332/[6me _ El[l\iéigf] 012y — El[ij\(;] 1091 |

Fiir harte Rontgenstrahlung mit beispielsweise £ = 100 keV erhalten wir
Ax = 1.240 107" m = 0.1240- 107" m ,

was nahezu identisch mit der de Broglie-Wellenliinge der mit U = 10* V beschleunigten
Elektronen ist!
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2 Wellenmechanik

Wie wir im vorangegangenen Kapitel gesehen haben, verhalten sich Elementarteilchen
unter gewissen Bedingungen wie elektromagnetische Wellen. Die mafigeblich von E. Schro-
dinger entwickelte Wellenmechanik versucht, diese experimentellen Befunde auf eine
theoretische Grundlage zu stellen. Wir besprechen die Schrédinger-Gleichung, die wir
hier zunéchst heuristisch begriinden (eine rigorose Herleitung folgt dann im néchsten Ka-
pitel). Die Losungen der Schrodinger-Gleichung sind sog. Wellenfunktionen, die den
zu beschreibenden Teilchen zugeordnet werden, selbst aber nicht meibar sind. Man kann
allerdings das Betragsquadrat einer Wellenfunktion als Wahrscheinlichkeitsdichte in-
terpretieren, die dann eine statistische Interpretation der Wellenfunktion erméglicht.
Strikt meBbar sind Erwartungswerte von sog. Operatoren. Die Nicht-Vertausch-
barkeit von Operatoren fiihrt dann zwangsliaufig auf die Heisenbergsche Unbestimmt-
heitsrelation.

2.1 Schrodinger-Gleichung

2.1.1 Zeitunabhangige Schrédinger-Gleichung

Der Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen liegt in der de Broglieschen Erkenntnis,
dass man Teilchen eine Wellenldnge zuordnen kann. Dann sollten sie u.U. auch einer
Wellengleichung geniigen, mit einer sog. Wellenfunktion als Losung. Wir werden diese
Wellengleichung nun heuristisch ableiten.

Betrachten wir beispielsweise die homogene Wellengleichung fiir das skalare Potential
in der Elektrodynamik (in Lorentz-Eichung),

1 02

Spezielle Losungen dieser Gleichung sind, wie wir aus der Vorlesung “Theoretische Physik
I1I: Elektrodynamik” wissen, ebene Wellen,

p(t,7) = o e WF (2.1)
Fiir diese Losungen gilt
2
w
Ap+—¢=0,
c

bzw., mit der Dispersionsrelation der ebenen Wellen, w? = ¢2k?, und mit k = 27/,

472

Acp+vcp:0. (2.2)
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2.1 Schréodinger-Gleichung

Diese Gleichung bildet den Ausgangspunkt fiir die heuristische Herleitung der Schrodin-
ger-Gleichung. Wir nehmen an, dass die gesuchte Wellenfunktion v (¢,7) die Wellen-
gleichung (2.2) erfiillt, wenn wir die Wellenlénge A\ durch die de Brogliesche Relation
(1.64) ersetzen,

4 2,2 2
0 = AP+ T () = M) + 22 ()
= AU+ (B - V) S ),

wobei wir die kinetische Energie p?/(2m) = T = E — V(r) ersetzt haben. Multiplizieren
wir noch mit h?/(2m) und ordnen die Terme etwas um, so erhalten wir

h2
{—— A+ V(F)} W(t,r) = EY(t,T). (2.3)
2m
Dies ist die zeitunabhéngige Schrédinger-Gleichung.

2.1.2 Hamilton-Operator

Der Differentialoperator auf der linken Seite der zeitunabhéngigen Schrodinger-Glei-

chung (2.3),
2

X I B

ist der sog. Hamilton-Operator. Mathematisch gesehen ist die zeitunabhéngige Schré-
dinger-Gleichung (2.3) eine Eigenwert-Gleichung fiir H,

Hiy=Ev. (2.5)

Die Gesamtenergie E ist der Eigenwert des Hamilton-Operators. Die Wellenfunktion ),
welche eine Losung der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung darstellt, ist eine Eigen-
funktion des Hamilton-Operators H zum Eigenwert E. Zum selben Eigenwert kann es
mehrere Eigenfunktionen geben; man spricht dann von Entartung.
Wenn wir in der Schrédinger-Gleichung (2.3) die Differenz E — V() wieder durch die
kinetische Energie T' ersetzen, so kénnen wir schreiben
2
I AYp =T .
2m

Diese Gleichung legt nahe, den Operator der kinetischen Energie als

h2
2m

T

(2.6)

zu definieren. Er erfiillt dann die Eigenwert-Gleichung
T’I/JT = T’lpT )

mit den Eigenwerten 7' = p?/(2m) und den zugehorigen Eigenfunktionen 7.
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2 Wellenmechanik

2.1.3 Zeitabhdngige Schrodinger-Gleichung

Die Zeitabhéngigkeit der ebenen Welle (2.1) kann man wegen der Relation (1.30) auch
schreiben als

o(t,7) ~ exp (—iwt) = exp (—% Et) :

Wir nehmen an, dass die Wellenfunktion v (¢, 7'), welche eine Losung der zeitunabhéngigen
Schrodinger-Gleichung (2.3) darstellt, die gleiche Zeitabhédngigkeit besitzt,

ot = e (—4 B1) ().

wobei 1 (7) der rein ortsabhéngige Anteil der Wellenfunktion ist. Dann kénnen wir schrei-
ben

ot 7) = F exp (-% Et) o) = ih 2 exp (-% Et) O() = ih%z/;(t,?) @)

Ersetzen wir E durch ih0d/0t in der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung (2.3), so
erhalten wir die zeitabhingige Schrédinger-Gleichung

N 0

Gleichung (2.7) 148t sich als Eigenwert-Gleichung interpretieren; der Energie-Ope-
rator ist 5

E=ih— 2.
zhat, (2.9)

mit Eigenwerten F und Eigenfunktionen ¢p ~ exp (—% E t), so dass Gl. (2.7) lautet
Ev¢p=FEig . (2.10)

Die ebene Welle (2.1) ist eine mogliche Eigenfunktion des Energie-Operators, mit Eigen-
wert F = hw.

2.1.4 Impuls-Operator

Die Ortsabhéngigkeit der ebenen Welle (2.1) kann man aufgrund der Relation (1.65) auch
schreiben als

©(t,7) ~ exp (ZE : F) = exp <%]§’ F) . (2.11)
Wir nehmen an, dass die Wellenfunktion (¢, 7) die gleiche Ortsabhéngigkeit besitzt,

st = e (377) 000, (2.12)

wobei 1(t) den rein zeitabhingigen Anteil der Wellenfunktion darstellt. Wir betrachten
nun den Impuls-Operator
—ih'V . (2.13)

P
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Wenden wir diesen Operator auf die Wellenfunktion (2.12) an, so erhalten wir

l)

pote.s) = —in¥ exp (177) vl =g (177) w0 = o . @1

Dies ist ganz offensichtlich eine Eigenwert-Gleichung fiir den Impuls-Operator ﬁ, mit
den Eigenwerten p'und Eigenfunktionen 15 ~ exp (% - 'F), welche in kompakter Form die
Gestalt

P =Py (2.15)
annimmt. Die ebene Welle (2.1) ist offensichtlich eine Eigenfunktion des Impuls-Operators
zum Eigenwert p = hk.

Die Definition (2.13) ist konsistent mit der Definition des Operators der kinetischen
Energie, Gl. (2.6), denn es gilt

ol _ 1 (—ihﬁ)-(—ihﬁ) _ P eI s (2.16)

2m 2m

2.2 Wellenfunktion

2.2.1 Statistische Interpretation der Wellenfunktion

Wenn wir uns an das Doppelspaltexperiment (iv) aus Abschnitt 1.3.4 erinnern, so ergab
sich fiir Elektronen bei hinreichend langer Beobachtungszeit ein dhnliches Interferenzmus-
ter auf dem Schirm wie fiir elektromagnetische Strahlung. An den Stellen hoher Intensitét
treffen mehr Elektronen auf den Schirm, wihrend an den Stellen niedriger Intensitit weni-
ger Elektronen landen. Die Intensitatsverteilung I5, d.h. das Interferenzmuster, ist damit
offenbar proportional zur Wahrscheinlichkeit, ein einzelnes Elektron auf dem Schirm
zu beobachten. Wie kann man diese Wahrscheinlichkeit berechnen? M. Born schlug vor,
das Betragsquadrat der Wellenfunktion [¢|* als Wahrscheinlichkeitsdichte zu
interpretieren, so dass die Intensitétsverteilung

L~ |p?.

Wegen I, = |W5|? hat die Wellenfunktion + dann eine #hnliche Bedeutung wie die Ampli-
tude W5 bei der Beugung am Doppelspalt. M. Born bezeichnete ¢ auch als Wahrschein-
lichkeitsamplitude oder Fiihrungsfeld, welches den Elektronen “den richtigen Platz”
auf dem Schirm zuweist.

Wenn [¢)|? eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, so ist

dP(t,7) = [p(t, 7?7 > 0

die (differentielle) Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen, welches durch die Wellenfunktion
¥(t,T) beschrieben wird, zum Zeitpunkt ¢ im Volumen d*7 am Ort 7 zu finden. Diese
Wahrscheinlichkeitsverteilung muss auf Eins normiert sein,

/dP(t,f‘) = /d3F|z/z(t,fF’)|2 =1, (2.17)
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denn bei Integration {iber den gesamten Raum muss das Teilchen mit Sicherheit irgendwo
anzutreffen sein. Gleichung (2.17) ist eine Bedingung an die Wellenfunktion, die sog.
Normierungsbedingung. In der Mathematik heilen Funktionen, die auf diese Weise
normiert werden kénnen, quadratintegrabel.

2.2.2 Wahrscheinlichkeitserhaltung
Nach dem oben Gesagten ist die Wahrscheinlichkeitsdichte

p(t,7) = [(t, 7). (2.18)

Sie geniigt einer Bewegungsgleichung, die wir im folgenden ableiten wollen. Dazu diffe-
renzieren wir p(t,7) nach der Zeit,

Ohp =0, (W'Y) = (O") Y + "0 . (2.19)

Nun benutzen wir die zeitabhéngige Schréodinger-Gleichung (2.8) in der Form
o =5 H, (2.20)

bzw. ihr komplex konjugiertes,
o = L (H¢) _ Lty = Ly (2.21)
h h h

Hier bezeichnet H' den adjungierten Hamilton-Operator. Der Hamilton-Operator ist
jedoch ein sog. selbstadjungierter Operator, H' = H, d.h. er hat ausschlieSlich reelle
Eigenwerte (ndmlich die moglichen Energien E ). Man erkennt dies sofort an der expliziten

Form (2.4) des Operator; H ist (in dieser Darstellung) reellwertig. Setzen wir die Glgen.
(2.20) und (2.21) in Gl. (2.19) ein, so erhalten wir mit Gl. (2.4)

() o]
K_j_m w) o+ V@) 6 — (—f—m Aw) — V() w}
e (N RN (2.22)

8tp =

SURSEES

Die rechte Seite dieser Gleichung léf3t sich als 3—Divergenz eines Vektors schreiben. Wir
definieren die sog. Wahrscheinlichkeitsstromdichte

j= QLW [w*w - (W*) 1/1] . (2.23)
Dann ist
Vi o= o [(Ver) G wtan - (At o — (Fu7) - T

2mi
o [0 A0 — (A¢) ] .
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Der Vergleich mit Gl. (2.22) ergibt

—

8tp:—€ -,

bzw. o
op+V-j=0. (2.24)

Dies hat die Form einer Kontinuitiatsgleichung. Die zugehorige Erhaltungsgrofle ist
die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im Raum zu finden. Dies 1&8t sich auch
als Teilchenzahlerhaltung interpretieren.

Mit Hilfe der Kontinuitétsgleichung (2.24) kann man zeigen, dass das Normierungsin-
tegral (2.17) fiir alle Zeiten auf Eins normiert bleibt. Dazu integrieren wir die Konti-
nuititsgleichung (2.24) iiber den gesamten R? und wenden den Satz von Gauf} an,

ozat/ d3fp<t,f)+7f af’ i) .
R3 S(R3)

Das Oberflachenintegral verschwindet, denn im Unendlichen muss fiir quadratintegrable
Funktionen v auch die dazugehorige Stromdichte j verschwinden. Damit erhalten wir

0= 8t/ EPrpt,7) = d*7 p(t, ) = const. . (2.25)
R3 R3

Wenn p(t,7) nun zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ auf Eins normiert ist, dann gilt dies
gemafl Gl. (2.25) auch fiir alle anderen Zeiten, q.e.d.

2.2.3 Freie Wellen

Wir betrachten die zeitabhingige Schrodinger-Gleichung (2.8) in Abwesenheit eines
Potentials, V() = 0. Der Hamilton-Operator wird zum sog. freien Hamilton-Operator,
der identisch mit dem Operator der kinetischen Energie ist,

N . h2 o
H=Hy=——A=T.
2m

Zur Losung der sog. freien Schrodinger-Gleichung,

ihOpp(t,7) = Hytp(t,7) = _n” At F) =T (L, 7), (2.26)

2m

machen wir einen geeigneten Losungsansatz. Wir versuchen es mit ebenen Wellen,

Po(t,7) = N exp [—z’ (wt—E-F)] , NeR. (2.27)
Eingesetzt in die freie Schrodinger-Gleichung (2.26) ergibt sich
, h2 R (hk)?
ih Oho = hw by = —5- Ay = —%(“ﬁ) Yo =5~ %o - (2.28)
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2 Wellenmechanik

Damit dies erfiillt werden kann, muss die folgende Dispersionsrelation gelten,

(hF)* =  wk) = L (2.29)

2m

hw —

2m

Gleichung (2.28) kann auch so interpretiert werden, dass die ebenen Wellen (2.27) Ei-
genfunktionen zum Operator T der kinetischen Energie mit den Eigenwerten 7' =
(hk)?/(2m) sind,
12 1k)?
T¢0——— Yo = (5f) Yo =T 1y .
Da aber T = j52/(2m), gilt auch die Relation (1.65), 5= hk.

Andererseits ist fiir ein freies Teilchen T = p?/(2m) = E. Eingesetzt in Gl. (2.29)
erhalten wir

2m

(hk)*  p*
om  2m

d.h. die Relation (1.30), £ = hw, gilt auch fiir Teilchen, die der (freien) Schrédinger-
Gleichung gehorchen. Die Dispersionsrelation (2.29) ist also identisch mit der Energie-
Impuls-Beziehung fiir freie, nichtrelativistische Teilchen,

hw = =T=F,

E(p) =—. 2.30
() =2 (2.30)

Ebene Wellen sind im strengen Sinn nicht quadratintegrabel, da |1|*> = N? = const.,
so dass [ d*F|ig|* — co. Daher betrachten wir das System in einem endlichen Volumen
V < oo, V C R Wir fordern wieder die Wahrscheinlichkeitserhaltung (2.17), allerdings
beschrankt auf das Volumen V,

1
— d3—’ 2:/d3—»N’2 VN2 N’:_
[/ TWO‘ = \/v

Dies bezeichnet man als sog. Boxnormierung. Die Losungen der freien Schrodinger-
Gleichung (2.26) lauten also

Volt, ) = % exp {~i [wk)t —F-7]} = % exp{—% [E(p)t—ﬁﬂ} C(231)

wobei w(k) durch die Dispersionsrelation (2.29) gegeben ist, bzw. E(p) durch die Energie-
Impuls-Beziehung (2.30).

Nach dem in Abschnitt 2.1.4 Gesagtem ist klar, dass die ebenen Wellen (2.31) Eigen-
funktionen zum Impuls-Operator ﬁ = —ih ﬁ, Gl. (2.13), mit Eigenwert p' = hk
sind,

]%)@Z)O(taf‘) =

v
_ 1 . . L
- exp{—ﬁ[mp)t—pﬂ} Spntn . (23)
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2.2 Wellenfunktion

Die Form der ebenen Wellen haben wir ausfiihrlich in der Vorlesung “Theoretische
Physik III: Elektrodynamik” diskutiert. Wir fassen hier nur das wichtigste zusammen
und wenden es auf die Wellenfunktion (2.31) an. Ebene Wellen besitzen eine Ausbrei-
tungsrichtung, die durch den Wellenzahlvektor /;, bzw. wegen p'= h k durch den Impuls
7 gegeben ist. Flichen konstanter Phase ¢ = w(k)t — k- 7 = (E(p)t — - 7)/h sind
Ebenen senkrecht zu E, vgl. Abb. 2.1.

d=const.

Abbildung 2.1: Ebene Wellen.

Die Wellenlénge ) ist der Abstand zweier solcher Ebenen, deren Phase sich bei kon-
stanter Zeit ¢t um 27 unterscheidet,

27Th_h

_27T

A 2t
k Rk p’

was wieder der de Broglie-Relation (1.64) entspricht.
Die Periode ist die Zeit, nach der die Phase beim gleichen Ort 7 sich um 27 vom
urspriinglichen Wert unterscheidet,

27Th_h

_27r
 w  hw E°

1
T=-
1%

Die Phasengeschwindigkeit ist die Anderung von T = k - 7 mit der Zeit,

- dwk)t—¢ dwk)t  wk)
k) = k7= — = — =
wk) =gk =g TR i k ko

—

wobel wir ¢ = w(k)t — k - 77 = const. benutzt haben. Mit der Dispersionsrelation (2.29)
erhalten wir

_nhk _ p
- 2m 2m

N | <

(2.33)

49



2 Wellenmechanik

wobei v = p/m die Geschwindigkeit des Teilchens ist. Man beachte, dass im Gegensatz
zu elektromagnetischen ebenen Wellen die Phasengeschwindigkeit nicht konstant, sondern
eine Funktion von £ ist.
Die Gruppengeschwindigkeit ist
dw(k) hk

_ _nr_ P
Ug(k): dk  m m

v . (2.34)

Die Gruppengeschwindigkeit entspricht also der Teilchengeschwindigkeit, wéhrend die
Phasengeschwindigkeit lediglich halb so grof ist.

Offenbar beschreiben die ebenen Wellen (2.31) die Bewegung von Teilchen mit wohl-
definiertem Impuls bzw. wohldefinierter Geschwindigkeit. Der Aufenthaltsort
des Teilchens ist aber vollstdndig unbestimmt, denn eine ebene Welle ist gleichméBig
iiber den Raum verteilt. Zu gegebener Zeit t ist die Wahrscheinlichkeit

1
dP(t,7) = |o(t, ) *d3F = v a3,

das Teilchen am Ort 7 im Volumen d37 zu finden, konstant, d.h. fiir alle Orte 7 die
gleiche. Dies ist eine erste Manifestation der Heisenbergschen Unbestimmtheitsre-
lation

Aprzg.

Eine exakte Kenntnis des Impulses, also eine verschwindende Impulsunbestimmtheit,
Ap — 0, erfordert eine vollstindige Unbestimmtheit des Ortes, Ax — oo, um diese
Relation zu erfiillen.

2.2.4 Superpositionsprinzip

Die freie Schrodinger-Gleichung (2.26) ist eine homogene, lineare (partielle) Differential-
gleichung (erster Ordnung in der Zeit und zweiter Ordnung im Raum), daher gilt das
Superpositionsprinzip:

Falls v, 99 Losungen der Schrodinger-Gleichung sind, so ist auch av; + b1, eine Lésung,
wobei a, b (komplexwertige) Konstanten sind.

Die allgemeine Lésung der freien Schrodinger-Gleichung bestimmt man aus einer Su-
perposition ebener Wellen vom Typ (2.31), vgl. Gl. (4.38) der Vorlesung “Elektrodyna-

mik”,
/ dw / K(w, k) e {@tR) (2.35)

Eingesetzt in die Schrodinger-Gleichung (2.26) ergibt sich

0 = zh@tw(t,r)+%A@/)(t,r)
oo . h2k2
= /dw PPk (w, k) <hw— >e—l<wt—”>
2m
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2.2 Wellenfunktion

Um diese Gleichung fiir beliebige Fourier-Koeffizienten lﬁ(w, /;) zu erfiillen, miissen wir
also fordern, dass Kreisfrequenz und Wellenzahl der Dispersionsrelation (2.29) gentigen.
Diese Bedingung 148t sich in die Fourier-Koeffizienten inkorporieren,

D(w, k) = d(k) 6w — w(k)) | (2.36)
so dass die allgemeine Losung der freien Schrodinger-Gleichung lautet
wlt, ) = [@TIE e LwRT, (237)

Dieses Vorgehen ist ganz dhnlich dem, mit dem wir in der Elektrodynamik die Losungen
der homogenen Wellengleichung konstruiert hatten.

2.2.5 Wellenpakete
Fiir die Wahl

- 1 Lo
) = 5@ (k: - ko) (2.38)
erhalten wir aus der allgemeinen Losung (2.37) wieder die ebene Welle (2.31),
Yolt, ) = — e 00 R

3

mit wohldefiniertem Wellenzahlvektor k = /;0, bzw. wohldefiniertem Impuls py = h/;(].
Wie schon erwéhnt, ist der Impuls genau bestimmt, aber der Ort des Teilchen vollig
unbestimmt.

Durch geeignete Wahl von 1/;(]_5) kann man erreichen, dass der Ort besser lokalisiert
wird, aber dies geht auf Kosten einer grofleren Unbestimmtheit des Impulses. Dazu
konstruieren wir Wellenpakete, indem wir die §—Funktion in Gl. (2.38) ein wenig um ko
“ausschmieren”, z.B. in Form einer Gau-Kurve (s. Vorlesung “Elektrodynamik”), oder in
Form einer Kastenfunktion. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf eine Raum-
dimension, mit einer Kastenfunktion der Breite 2Ak, so dass die Fourier-Koeflizienten
lauten

~ = . - < <
{ A=const., ky—Ak<k<ko+Ak, (2.39)

v(k) = 0 sonst ,

vgl. Abb. 2.2. Die Impulsunschérfe betragt also 2Ak.
Fir Ak < ko kann man den Integranden in Gl. (2.37) um k( in eine Taylor-Reihe
entwickeln, also insbesondere

dw(k)

k) = (ko) + (k — ko) =

+...=wo+ (k— ko) vg(ko) + ... .

k=ko

Damit folgt fiir die Wellenfunktion (2.37)
’ll)(t,[[’) _ /dk? 'J)(kf) e—i(wot—kom) e—i(k—ko)vg(ko)tei(k—ko)x

= eteothon g i+ q) e = k) gy (- ))
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2 Wellenmechanik

(k)

k-Dk k,  ky+Dk

Abbildung 2.2: Kastenfunktion.

wobei wir ¢ = k — ko substituiert und die Modulationsfunktion

Yo (@ — vy(ko) ) = / dg D (ko + g) ele—votio)

eingefithrt haben. Die resultierende Funktion ist also eine ebene Welle mit Kreisfre-
quenz wy = w(kg) und Wellenzahl kg, deren Amplitude mit der Modulationsfunktion
o (€ — vy(ko) t) moduliert wird. Die Phasengeschwindigkeit ist damit
w(ko) Rk

ko 2m
wie in Gl. (2.33), wihrend die Gruppengeschwindigkeit der Geschwindigkeit entspricht,
mit der sich Werte konstanter Modulationsfunktion fortbewegen,

u(ko) =

Yo (& —vy(ko)t) = const. = x —wy(ko)t = const.
dz _dw h kg

_:U(O):— y
ar ¢ dk |y, m

wie in Gl. (2.34).
Die Modulationsfunktion 148t sich mit Gl. (2.39) analytisch berechnen,

Ak
o (z —vy(ko)t) = A / dg ealrvatio)
—Ak

_ A ko)) _ gmibkle-r (o))
ilz — vg(ko) t]
sin {Ak [z — v, (ko) t]}
Ak [x —vy(ko) ]
Sie ist in Abb. 2.3 (rote gestrichelte Kurve) dargestellt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte
ergibt sich damit zu

2AAk

, sin? {Ak [z — vy(ko) t]} .

Pl ) = o = A A e o (o)

(2.40)
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2.2 Wellenfunktion

Sie ist ebenfalls in Abb. 2.3 (schwarze durchgezogene Kurve) gezeigt. Das gesamte Wellen-
paket bewegt sich im Laufe der Zeit mit der Gruppengeschwindigkeit v, (ko) in z—Richtung
fort. Der grofite Beitrag zur Aufenthaltswahrscheinlichkeit kommt vom Bereich —7 <
Ak[z — vy(ko) t] < m, aber auch dariiberhinaus gibt es eine nichtverschwindende Wahr-
scheinlichkeit, das Teilchen anzutreffen. Die effektive Breite Ax des Wellenpakets erfiillt
also die Relation

Ax Ak > 21 |

bzw. mit k = p/h
AxAp > h.

Dies ist wieder eine Manifestation der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation. Je schér-
fer der Impuls bzw. die Wellenzahl um kg fokussiert ist, also je kleiner Ak ist, desto gréfler
ist die Unbestimmtheit Az des Ortes des Teilchens. Umgekehrt bedingt eine schérfere Lo-
kalisierung des Teilchens im Ortsraum eine Verbreiterung der Unbestimmtheit im Impuls.
Fiir Ak — oo wird p(t, z) ~ 6(x —v,(ko) t), also proportional zu einer Delta-Funktion am
Ort x = vy(ko) t. Allerdings ist der Impuls dann komplett unbestimmt.

(2ANK)F

2ANk -

0
Tk /x-vg(ko)t Ik

Abbildung 2.3: Modulationsfunktion g (z—wv,(ko) t) (rot gestrichelt) und Wahrscheinlich-
keitsdichte |1 (¢, z)|* (schwarz durchgezogen).
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2 Wellenmechanik

2.2.6 Wellenfunktion im Impulsraum

Man kann die Wellenfunktion (¢,7) per Fourier-Transformation vom Orts- in den
Impuls-Raum (und umgekehrt) transformieren,

ot = ¢— i e (577)
1/;(15,13) = > /d3F1/1 (t,7) exp (—%ﬁ~’?) ) (2.41)
V Th

Fiir freie Losungen (2.37) ergibt dies

~ 1 L - -
vitp) = 3 / a7 eI / ERG(F) e ilewF]
V2rh
= \/1_3/d3/§1/~1(];) e w(k)t d3FeZ(k B/ R)-7
2mh

Nun benutzen wir die Vollstandigkeitsrelation der ebenen Wellen, vgl. Vorlesung “Elek-
trodynamik”, Gl. (2.92),

2n6(k —q) = /dxe (k=a)e (2.42)
Damit erhalten wir
~ 1 L .
bt = [ Ry e 2P 5 - i)
\/27Th3
27T

_ ,J)(p») e—zE(p)t/h

wobei F(p) = hw(k). Die Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum definieren wir
als

w(t, p) = [0(t, P (2.43)
Sie erfiillt die Parsevalsche Gleichung, vgl. Vorlesung “Elektrodynamik”, Gl. (2.76),

_ . _ 1 S i Py xiy -
[ = [ @it = [ @ [ara oo g v

_ /d3 O* () Ut 7 )/(;:’gs /) (7=7")
= [Erer e sOF-m = [Eren?.

wobei wir wieder die Vollstandigkeitsrelation, diesmal in der Form

ED iy _ )
W@ p 55 (T—T' ), (244)
T

benutzt haben. Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit auch im Impulsraum erhalten
ist. AuBlerdem impliziert dies, dass auch Q/N}(t, p) quadratintegrabel ist. Die Beschreibung
der Eigenschaften von Teilchen, die der Schrodinger-Gleichung geniigen, ist sowohl im
Orts- wie im Impulsraum moglich.
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2.2 Wellenfunktion

2.2.7 Periodische Randbedingungen 11.5.2011

Wir betrachten eine Wellenfunktion in einem quaderférmigen Volumen V' = L,L,L..
Wir fordern, dass sie periodische Randbedingungen erfiillt, d.h.

L, L,
’l/}<t7_77y7z> = w <t777y7z) )
@Z)(t,l’,—%,Z) = @Z)(t,[[’,%,Z) )
L, L,
’QZ) (ta z,Y, _7) = ’QZ) <ta z,Y, ?) . (245)

Betrachten wir nun die erste dieser Gleichungen in der Fourier-Darstellung,

Ot Le s / Epo(t, p) e Lo iy
Y = X —Px 5 z
oY % pU(t, p) exp h e DY P
d*p(t, p) exp 7\ Pey TPy a2

)

Dies bedeutet, dass p,[L,/2 — (—L./2)]/h = p.L./h ein ganzzahliges Vielfaches von 27
sein muss. Fiir die anderen Gleichungen (2.45) gilt analoges, so dass wir die Bedingungen

piL;
h

=2mn;, n; €L, j=x9,%,

erhalten. Die Impulse sind also diskretisiert,

21h

=T
J

nj, n; €L, j=1u,9%. (2.46)

Die moglichen Werte fiir p spannen im Impulsraum ein kubisches Gitter auf, ganz
ahnlich dem aus Abb. 1.7. Die Gitterpunkte kénnen als Eckpunkte eines dreidimensionalen
Volumens

(2mh)®  (2mh)3

APy = = 2.4
P=T L.~V (2.47)
aufgefasst werden. Im Limes V — oo wird
1 A3p d3p
L ., v , 2.4
vV~ (2rh)? G V) (248)

In einem endlichen Volumen wird das Fourier-Integral in der ersten Gl. (2.41) zu einer
Fourier-Summe,

bt = =3 ealt) exp 2577 (2.49)
N2 7
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2 Wellenmechanik

Die Fourier-Koeflizienten lauten
1 7
ci(t) = — | &BFy(t,7) ex (—— *-F) . 2.50
A == [ @i ew (5 (2.50)

Die Glgen. (2.49) und (2.50) sind die direkten Verallgemeinerungen der Glgen. (2.87) und
(2.88) aus der Vorlesung “Theoretische Physik I1I: Elektrodynamik” auf drei Dimensionen.
Dort wurde im Ortsraum ein endliches Intervall der Lange 2L betrachtet und die Fourier-
Zerlegung einer Funktion f(z) lautete, vgl. Gl. (2.87),

f(x):\/% Z Cp €XD <2227T—Ln3:) :

n=—oo

wobei die Fourier-Koeffizienten durch das Integral

L
Cpn = \/%/def(x) exp <—2227T—Lnx> :

definiert waren, vgl. Gl. (2.88). Ersetzen wir L — L;/2, benutzen den Zusammenhang
(2.46) zwischen p; und n; und und verallgemeinern das Resultat auf drei Dimensionen,
so erhalten wir mit V' = L, L, L, sofort die Glgen. (2.49) und (2.50).

Die Vollsténdigkeitsrelation (2.89) aus der Vorlesung “Elektrodynamik”,

1 .21
3 3 e igr o) <o),
lautet in der dreidimensionalen Verallgemeinerung
1 .
- > exp [%ﬁ- (7 — F’)] = 6O (F— 7). (2.51)
i

Dies gilt auch im Limes V' — oo. Dazu benutzen wir Gl. (2.47) und ersetzen 1/V auf der
linken Seite,

1 i B A3y i
vV exp [gp%'f—'r")] = §ﬁﬁ7(2ﬂh)3 exp [ﬁp.@»—m]
Vs ) @mnp TP {ﬁp ““"’”)] =307,

wobei wir im letzten Schritt die Vollstandigkeitsrelation (2.44) benutzt haben.
Auch die Orthonormalitétsrelation, Gl. (2.82) aus der Vorlesung “Elektrodynamik”,
= [ explitm —myg) = 5
— exp [i(m — n)é] = bnm
2 J_. P
148t sich entsprechend auf drei Dimensionen verallgemeinern. Wir ersetzen die Integrati-
onsvariable

DO
)

§

T,

h
8
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2.3 Operatoren und Erwartungswerte

so dass

1 [T , I i 2rh
o /_7r d€ exp [i(m —n)§] = I /_Lx/Q dz exp [h I (m —n) x}
1

T L EXP [ =72 Pz — D) |

wobei wir die x—Komponenten des diskretisierten Impulses (2.46) mit p, = (27h/L,)n
und p!, = (2wh/L,)m bezeichnet haben. Die dreidimensionale Verallgemeinerung lautet

— /d3r exp { —(p=7p")- F} = 5;%, : (2.52)

mit dem dreidimensionalen Kronecker-Delta auf der rechten Seite.
Das Betragsquadrat der Fourier-Koeffizienten (2.50) gibt die Wahrscheinlichkeit an,
dass ein Teilchen zum Zeitpunkt ¢t den Impuls p’ tragt,

0 = [ e v e |1 - )]

Summieren wir iiber alle diskreten Werte von p, so erhalten wir wieder die Parsevalsche
Gleichung,

! |
Slal = [ @rare v e |1 - )
= /d3fd3f’¢*(t,f)¢(t,f') SO (7 — ") E/d3f|¢(t,f')|25 1,
\% 1%

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Vollstandigkeitsrelation (2.51) benutzt
haben. Diese Rechnung 1a8t sich mit Hilfe der Orthonormalitétsrelation (2.52) auch um-
gekehrt durchfiihren,

[ @ nr = Saweoy [@ren| -4 w5

— oy

p,p
= N ) e ()68, =3 Jest)P = 1.
P’ P

2.3 Operatoren und Erwartungswerte

2.3.1 Erwartungswerte, Schwankungen

Wie wir in der Diskussion der Wellenpakete gesehen haben, &3t sich der Aufenthaltsort
eines Teilchens nicht prézise festlegen, zumindest wenn der Impuls nicht vollstandig unbe-
stimmt sein soll. Der statistischen Interpretation der Wellenfunktion folgend kann
man jedoch einen mittleren Aufenthaltsort definieren, und zwar als statistischen
Mittelwert,

7, = ffdd?’rp F”; _ (2.53)
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2 Wellenmechanik

Hierbei fungiert die Wahrscheinlichkeitsdichte p(t,7) = |1(¢, 7)|? als Gewichtsfunktion
bei der Mittelwertbildung. Aufgrund der Normierung (2.17) vereinfacht sich Gl. (2.53) zu

(7 = / BT p(t, ) = / EFF|(E, )2 = / g (8, ) Pt 7) (2.54)

Man spricht vom Erwartungswert des Operators 7 im Zustand . In diesem Fall
ist der Operator ganz besonders einfach (ein 3-Vektor aus reellen Zahlen). Im Sinne der
Mathematik spricht man von einem sog. Multiplikationsoperator.

Der Ort 7 eines Teilchens ist im Sinne der klassischen Physik eine Eigenschaft, die man
messen kann, eine sog. Mefigrofle. Ganz analog kann man Erwartungswerte fiir andere
physikalische Mefigrofien definieren, die vom Ort oder der Zeit abhéngen. Sei A(t, ) eine
solche Mef3grofie, dann ist

(At, 7)) = /d3F1/1*(t, 7) A(t, 7)Y (L, 7) (2.55)

der Erwartungswert von A(¢,7) im Zustand . Selbst wenn A(¢,7) nicht explizit von
der Zeit abhéngt, A(7), kann der Erwartungswert zeitabhéngig sein, aufgrund der Zeitab-
héngigkeit der Wellenfunktion (¢, 7). Der Ortsoperator 7 ist das einfachste Beispiel fiir
diesen Fall.

Neben dem Erwartungswert als statistischem Mittelwert kann man auch die Schwan-
kungsbreite berechnen,

AAF = (A%t M) — (A7)
= (A%(t, 7)) — 2(A(t, 7)) (A, 7)) + (At 7)Y
([A2(t,7) = 2A(,7) (A, 7)) + (AR 7)T]), = ([ART) = (A D)),

= [T A7) - (A 0 (2.56)
Hierbei haben wir ((A(t, 7))} ) = (A(t, 7))} fir n € N benutzt.

Analog zur Bestimmung des wahrscheinlichsten Aufenthaltsortes (r); kann man auch
den wahrscheinlichsten Wert des Impulses bestimmen,

= [ e = [ @55 @RI . (257
mit der Wahrscheinlichkeitsdichte (2.43) im Impulsraum als Gewichtsfunktion. Glei-
chung (2.57) stellt den Erwartungswert des Operators p im Zustand v dar. Ent-

sprechend lautet der Erwartungswert einer physikalischen MefigroBe B(t, p), die von Zeit
und Impuls abhéngt, im Zustand v

(B(t,p)) =/d3ﬁ1/?*(t,ﬁ> B(t, ) d(t, p) . (2.58)

Auch hier kann man die Schwankungsbreite berechnen,

AB? = (BX(t, 7)) — (B(t,7)? = / EF () Bt 5) — (B2 d(tp) . (259)

o8



2.3 Operatoren und Erwartungswerte

Die Frage, die sich nun stellt ist, wie man bei der Berechnung von Erwartungswerten und
Schwankungsbreiten von MeBgrofien F(¢, 7, p) verfahrt, die sowohl vom Ort 7 als auch
vom Impuls 7 (und ggfs. der Zeit ¢) abhdngen. Dies werden wir im folgenden Abschnitt
besprechen.

2.3.2 Orts- und Impulsdarstellung von Operatoren

Bislang beruht die Definition des Erwartungswertes einer physikalischen Mefigréfie noch
darauf, dass sie entweder vom Ort oder vom Impuls abhéngt. Dementsprechend ist der
Erwartungswert entweder beziiglich des Zustands ¢ oder des Zustands ¢ zu berechnen.
Diese Zusténde sind jedoch iiber eine Fourier-Transformation miteinander verkniipft,
vgl. Gl. (2.41). Prinzipiell sollte man also auch in der Lage sein, den Erwartungswert
des Impulses beziiglich des Zustands ¥ bzw. den Erwartungswert des Ortes beziiglich des
Zustands 1) zu berechnen. Wir formen also den Erwartungswert (2.57) des Impuls unter
Verwendung der Fourier-Transformation (2.41) um,

e = / B (¢ 7) i )

= W_L /di”“/di” eli/m P /d?’*ﬁe— WP (¢, 7). (2.60)

Das letzte Integral formen wir wie folgt um,
/ dPrpe (NPT (¢, ) = ik / d*r (ﬁr e~ M) (¢, 7)

= ih / &PrV, (e NPTyt 7)) — ik | &PFePITY, (7

= fdfe UNPT (L, 7) + /d3fe—<f/ﬁ>ﬁ'7’(—¢hﬁr)w(t,F),

wobei wir im letzten Schritt eine Verallgemeinerung des Satzes von Gaufl benutzt haben,
vgl. Vorlesung “Theoretische Mechanik III: Elektrodynamik”, Gl. (1.157). Das Ober-
flichenintegral verschwindet sowohl fiir den Fall, dass wir iiber den gesamten R? inte-
grieren (dann ist die Wellenfunktion (¢, 7) aufgrund ihrer Quadratintegrabilitét null),
als auch fiir den Fall, dass wir lediglich ein endliches (quaderférmiges) Volumen V' mit
periodischen Randbedingungen fiir ¢ (¢, ) betrachten (dann heben sich die Beitrége von
gegeniiberliegenden Seiten des Volumens gegenseitig auf). Wir setzen das Resultat in GL
(2.60) ein und erhalten

) = d*p

/ 371 3Rt (8, 7) [—ihﬁrw(t,f)] 5O (7 — 7)
= /d?’Fw*(t,fF) (—=ih V) ¥(t, 7) z/d?’ﬁ/z*(t,f‘) Y(t,7) = (P | (2.61)
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2 Wellenmechanik

wobei wir von der zweiten zur dritten Zeile die Vollstandigkeitsrelation (2.44) und in der
letzten Zeile die Definition (2.13) des Impuls-Operators benutzt haben. Gleichung (2.61)
bedeutet, dass der Erwartungswert des Impuls-Operators ﬁ = —ihV, beziiglich
des Zustands 1 identisch ist mit dem Erwartungswert des Impulses p'im Zustand
v, der mit 1) iiber die Fourier-Transformation (2.41) verkniipft ist.

Man spricht bei Gl. (2.13), ﬁ: —ih V,, vom Impuls-Operator in Ortsdarstellung.
Der Impuls-Operator in Impulsdarstellung, p, ist lediglich ein Multiplikations- und
kein Differentialoperator. Betrachten wir nun die physikalische MeBgrofie B(t, p), die von
Zeit und Impuls abhéngt. Den zugehorigen Operator in Ortsdarstellung konstruiert
man nach der Vorschrift

B(t,p) = B(t,p) = B(t,—ihV,) , (2.62)

d.h. man ersetzt den Impuls p einfach durch den Impuls-Operator ﬁ in Ortsdarstellung.
Ein Beispiel dafiir ist der Operator der kinetischen Energie, Gl. (2.6), wo wir uns von der
Giiltigkeit der Relation (2.62) bereits in Gl. (2.16) iiberzeugt haben. Der Erwartungswert
des Operators (2.62) bezuglich des Zustands 1 berechnet sich dann als

(Bt 7)) / Qg (1, 7) Bt —ih ) (L, 7) | (2.63)

und entsprechend fiir die Schwankungsbreite AB?. Fiir Operatoren, die von 7 abhingen,
ist in der Ortsdarstellung keine Ersetzung vorzunehmen. Der Operator des Ortes ist in
Ortsdarstellung einfach der Ortsvektor selbst,

F=7,

so dass ) R
A(t,T) = A(t,7) = A(t,T) .
Fiir einen Operator, der sowohl vom Ort als auch vom Impuls abhéngt, gilt folglich in

Ortsdarstellung

F(t,7.p) = F(t,7,—ihV,) . 2.64
13.5.2011 (4,7.9) = F( ) (2:64)

Ganz analog kann man Operatoren aber auch in Impulsdarstellung angeben. Fiir
den Operator des Impulses in Impulsdarstellung ist dies einfach

=7,
und entsprechend fiir alle Operatoren, die nur von der Zeit und vom Impuls abhéngen,
B(t,p) = B(t,) = B(t.p)

Wie aber verhélt es sich mit dem Ortsoperator in Impulsdarstellung? Dazu berechnen
wir mit der Fourier-Darstellung (2.41)

(P = /d%wwamfw@fﬁ

1 3 321 Ty =1\ —(/R) P T 3= (i/h) p7 )]
— (27rh)3/d r/d (L, ) e /WP /d preMPT (¢, p)
1 3 30 Tk SN —(i/R)p’7 3= = i/h) pTY 7,
- @Myjhr/dww@m%ﬂ/” /dp@me””)wm@,
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2.3 Operatoren und Erwartungswerte

wobei wir den Gradienten beziiglich p,

. (8 0 0
%= (oo )

eingefiihrt haben. Die gleichen Annahmen wie bei der Herleitung von Gl. (2.61) (z.B.
Quadratintegrabilitét der Wellenfunktion v (¢, p)) fithren nun auf

1 - Lo o
(Me = @i / By’ Bpd*(t, p’) [ihva(t,ﬁ)} / PF o= /0 ' —p)7

= [ @58 @) [0, 000|500 -9
_ / EFE (¢ ) (i 9,) §(t,7) = / EF (5 PO = (P, (2.65)

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Vollstdndigkeitsrelation (2.44) benutzt und
in der letzten Zeile den Ortsoperator in Impulsdarstellung,

—ihV,, (2.66)

=P

eingefiihrt haben. Fiir einen Operator, der sowohl von Impuls wie von Ort abhéingt, gilt
also in Impulsdarstellung

E(t, 7 p) = F(t,7.p) = F(t,ihV,,p) . (2.67)
Man muss also darauf achten, in welcher Darstellung (Orts- oder Impulsdarstellung) und

mit welchen Zustinden (1) oder ) man rechnet. In Tabelle 2.1 sind einige géingige Ope-
ratoren sowohl in Orts- wie in Impulsdarstellung aufgefiihrt.

Name Operator Ortsdarstellung Impulsdarstellung

R =2 B2 =2
kinetische Energie . —— A, v

2 2m 2
Drehimpuls E:'r:”xﬁ Fxﬁ:—ihfxﬁr %xﬁ:ihﬁpxﬁ
— —ihpx V,
R R R h2 ]72 .
Hamilt H=T+V —— A+ V(F — + V(ih
amilton + V(7 5 A+ (7) o T (ih'V,)

Tabelle 2.1: Beispiele fiir Operatoren in Orts- und Impulsdarstellung.

Zum Drehimpuls-Operator in Impulsdarstellung ist noch folgende Anmerkung zu ma-
chen. Ein Operator wirkt stets auf die Funktion, die hinter ihm steht, der Drehimpuls-
Operator tritt also in Kombination mit einer Wellenfunktion auf, z.B. in Impulsdarstel-
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2 Wellenmechanik

5 e - 9 -
D7) = ihVy x o) = ihe i 5 - |pe ()]

J

a&(t,m]

. L | Opr -
= ihen 6 [ﬁ@b(t,ﬁ) + P

Ip; p;
. — 7 a ) t’
= ihey€; [5jk V(t, D) + pr %]
j

. . 0 - . . 0 - L = -
= ihe € Pk %?ﬁ(taﬁ) = —ihen; € D % Y(t,p) = —ithp x V,4(t,p) ,
J J

wobei wir die Antisymmetrie des Levi-Civita-Tensors benutzt haben.

2.3.3 Operatoren in krummlinigen Koordinaten

Es stellt sich im Hinblick auf das im vorangegangenen Abschnitt Diskutierte die Fra-
ge, ob die Konstruktion des Impuls-Operators in Ortsdarstellung durch die Ersetzung
p; — —ih0; auch in krummlinigen Koordinaten funktioniert. Betrachten wir z.B. Ku-
gelkoordinaten, g = (p,, py, py,). Wir wiirden dann naiv so vorgehen: in einer Funktion
G(p) = G(pr, ps, p,) wiirden wir die Ersetzung

pr — —ih% . Py — —ih% . Dy — —ih% (2.68)
vornehmen. Wir {iberpriifen dies am Hamilton-Operator. Dazu miissen wir uns zunéchst
die Hamilton-Funktion in Kugelkoordinaten beschaffen. Wir starten mit dem Ausdruck fiir
die Lagrange-Funktion in Kugelkoordinaten, vgl. Gl. (1.45) der Vorlesung “Theoretische
Physik II: Analytische Mechanik und Spezielle Relativitatstheorie”,

L(F,7) = % (7‘»2 + 2% 4 o2 sin219@2) —Vi(r,d,¢) .

Die generalisierten Impulse lauten

oL .
r — J. —mr,
P or
oL 5
= —=mr“y,
Py 5
aL 2 .. 92 .
P, = ——=mr-sin“d¢.
14 a(p

Die Hamilton-Funktion ist die Legendre-Transformierte der Lagrange-Funktion beziiglich
der generalisierten Geschwindigkeiten,

H(7,p) = p7+psd+p, ¢ — L(F7(H))
_ ., R m (P} D P,
m2  m2r2  m2r2sin?9

) + V(r,9,¢)

m  mr?2  mr2sin®9 2

1 2 2%
= %(P?HFP_?* . )+V(r7197()0)'

r r2sin? 9
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2.3 Operatoren und Erwartungswerte

GeméB der Ersetzungregel (2.68) wiirde der Hamilton-Operator dann die Form

N 1 s P
Hnaiv<rum = m (p + T_g + 2 S;I’;Q 19> + V(nﬁu ()0)
h? 0? 1 0? 1 0?
_ — Vir g
<8T2 + r2 992 + r2sin2 0 8¢2> + (T7 7<P)

annehmen. Dies ist jedoch nicht korrekt. Den richtigen Ausdruck erhalten wir, wenn wir
den Laplace-Operator im Hamilton-Operator, Gl. (2.4), in Kugelkoordinaten ausdriicken.
Mit Gl. (1.174) aus der Vorlesung “Theoretische Physik I: Mechanik 1" gilt

2

H(F,p) = —h—AJrV(f)

2m
R [1 0 9, 19 0 1 o
- -z 9 9
2m {7’2 or <T 8r) * r2sind 09 (sm 819) T sy r2sin? ¥ Jp? } + V(o)
h2 ? 20 1 9* cotd 8 1 02
_ 20 Lo -7 (@
(8r2 Tror e T T a0 el 3(,02) TVind.e). (269

Dieser Ausdruck ist ganz offensichtlich nicht mit I:Inaiv identisch. Wir diirfen also nicht die
Komponenten des Impulses in krummlinigen Koordinaten entsprechend Gl. (2.68) durch
die entsprechenden Operatoren ersetzen. Diese Ersetzung funktioniert ausschlieflich in
kartesischen Koordinaten.

2.3.4 Produkte von Orts- und Impuls-Operator

Ein dhnlich gelagertes Problem ergibt sich bei Produkten von Ort und Impuls. Die
Hamilton-Funktion fiir ein Teilchen der Ladung g in einem dufleren Vektorpotential /_f(t, T)
lautet (vgl. GL. (2.21) der Vorlesung “Theoretische Physik II: Analytische Mechanik und
Spezielle Relativitétstheorie” ),

2 q 2

[ﬁ—qff(tf)r:p———p A(t,7) + 2mA?(t,f’). (2.70)

2m m

1
2m

Um daraus den Hamilton-Operator in Ortsdarstellung zu konstruieren, miissen wir p
durch den Impuls-Operator p'= —th ersetzen. Nun kommt es aber auf die Reihenfolge
der Faktoren im Skalarprodukt p'- A( ,7) an. Wir denken uns wieder eine Wellenfunktion
¥ (t, 7) hinzu, auf die dieser Teil des Hamilton-Operators wirkt. Wir haben dann einerseits

P A | = —inv, - | R v
= b [O(L7) Y, A7) + A7) Vo] @)
oder fiir die umgekehrte Reihenfolge
A, 7) - po(t,7) = —ih A(t,7) -V, (t7) .

Im ersten Fall wird das Vektorpotential mitdifferenziert, im zweiten Fall nicht. Welches
ist die korrekte Version, aus der Hamilton-Funktion den Hamilton-Operator abzuleiten?
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2 Wellenmechanik

Der Schliissel liegt darin, die Ersetzung p'— 7 schon im urspriinglichen Ausdruck (2.70),
vor dem Ausmultiplizieren der Klammer, zu machen,

o o 1 74 INE 1 - RE
H(T,p,t) = %[p—qA(t,r)} :%[—Zhvr—qA@,T)]
h2 ihar= -, - o 9° 9/
- A V- A7)+ A7) -V S A7) L (272)

Auch hier beachte man, dass der Hamilton-Operator iiblicherweise noch auf eine Wellen-
funktion (¢, 7) wirkt, die rechts von ihm steht, vgl. Gl. (2.71). Der erste Term in eckigen
Klammern fithrt dann auf zwei Terme, einen, bei dem ausschliefSlich /_f(t, ) differenziert
wird, und einen, der genauso wie der zweite Term in eckigen Klammern aussieht, bei dem
also lediglich die Wellenfunktion (¢, 7) differenziert wird,

H (7,5, 1) (t, )
12 he [= - ha - - ?
_ {——A el ] +QA(t,F)-Vr+q—A2(t,F)}w(t,F).

2m ' 2m m 2m

2.3.5 Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation

Schon jetzt ist es moglich, einen Beweis der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrela-
tion zu geben, der ausschliefllich auf den Eigenschaften der Wellenfunktion im Ortsraum
beruht. Wir betrachten die Schwankungsbreiten

Ap? = <p12>t - <pz>§ ;L= 2,Y, 2,
AI‘? = <x3>t - <x2>? , L=2,Y, 7,
vgl. Gl. (2.56), wobei wir den Index “t” an der Schwankungsbreite, der auf die Zeitab-
héangigkeit dieser Gréfle hinweisen soll, der Einfachheit halber unterdriickt haben.
Wir wihlen auflerdem das Schwerpunktsystem, in welchem (p;); =0, i = z,y, z, und
legen den Ursprung des Koordinatensystems in den Schwerpunkt, (z;); = 0,1 = z,y, 2.
Damit ist

Ap; = (i = / &y (t,7) pi (¢, ) = / Brv*(t, ) (—ff aa_;?) b(t,7) ,(2.73)
Ax? = (22), = /d?’F@Z)*(t,F) (L, ) . (2.74)

Wir betrachten nun die Hilfsfunktion
Li(a) = /d?’F ax;(t, )+ % 2 ; (2.75)

die per Definition positiv semi-definit ist,

Ii(a) > 0.
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2.3 Operatoren und Erwartungswerte

Wir berechnen nun [;(«) explizit,

oY(t, )
ox;

O™ (L, 7) O(t,T)
ox; ox; } ’

Ii(a) = /dgf |:(121D*<t, F) 22 Y(t, 7) + a*(t,7) z;

(2.76)

Der erste Term ist geméfl Gl. (2.74) einfach a?Az?. Die Terme linear proportional zu «
lassen sich wie folgt umformen,

[ o 200 2D g | [ i P

_ /d%ﬁ a o, AR —/d3F|w(t,F)|2: 1. @77)

T;=—00

Hier haben wir beziiglich dx; partiell integriert und dabei das Flichenelement d?7, =
dzjday, j # i # k # j, eingefithrt. Da (¢, 7) quadratintegrabel und der Mittelwert des
Ortes wohldefiniert ist, verschwindet z;|v(¢,7)|? fiir ; — Zoo hinreichend schnell und
der erste Term vor dem letzten Gleichheitszeichen ist null. Der zweite Term ist aufgrund
der Normierungsbedingung (2.17) fiir die Wellenfunktion einfach = 1.

Der Term mit den Gradienten in Gl. (2.76) 148t sich nun wie folgt weiter auswerten,

LOPr(t,7) O(t,T)
3

= /d2ﬁ P (t, )

oY(t, )

8.’172‘

FiToo L, L 02 . 1
— /d?’mb (t,7) @w(t, r) = ﬁAp? . (2.78)

Auch hier verschwindet der erste Term vor dem letzten Gleichheitszeichen aufgrund der
Quadratintegrabilitit der Wellenfunktion. Der zweite Term ist bis auf einen Faktor —1/h?
identisch mit der Schwankungsbreite Ap?, vgl. Gl. (2.73).

Wir setzen nun die Zwischenergebnisse (2.77) und (2.78) in Gl. (2.76) ein und erhalten

1

Li(a) = a* Ax? —a + =

Ap; > 0. (2.79)
Fiir gegebene Schwankungsbreiten Az?, Ap? ist I;(«) also eine quadratische Funktion
von o € R, die stets oberhalb der aw—Achse liegen muss (schwarze Kurve in Abb. 2.4).
Das Gleichheitszeichen in Gl. (2.79) besagt, dass [;(«) auch null werden kann. Dies kann
aber hochstens in einem Punkt ag auf der a—Achse geschehen (rote Kurve in Abb. 2.4),
andernfalls, wenn zwei reelle Losungen oy der Gleichung [;(«) = 0 existieren, wiirde die
Funktion /;(«) zwischen a_ und a4 negativ werden (griine Kurve in Abb. 2.4), was der
Bedingung (2.79) widerspriche.
Die Losungen der Gleichung I;(«) = 0 sind

1 4
= — — Ap? Ax?
ax =g p <1 + \/1 = Ap? Axl> . (2.80)
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@)

0

a_ a, a,

Abbildung 2.4: Die Funktion [;(c). Erlaubt sind Schwankungsbreiten Az?, Ap?, die auf
die schwarze oder hochstens auf die rote Kurve fithren. Verboten dagegen
sind Werte fiir Az?, Ap?, die auf die griine Kurve fiihren.

Die Bedingung (2.79) besagt, dass es hochstens eine reelle Losung a = «ap geben darf,
aber eben nicht zwei. Dies ist gleichbedeutend mit der Bedingung, dass die Wurzel in GI.
(2.80) verschwindet oder rein imaginér wird, also

h2
Ap? Ax? > T (2.81)

Fiir das Gleichheitszeichen haben wir die Situation in Abb. 2.4, die der roten Kurve
entspricht, fiir das “>" Zeichen die, die der schwarzen Kurve entspricht. Mit der Definition

APiE\/rpg, A:piz\/rxf

wird daraus die Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation,

h
18.5.2011

2.3.6 Nicht-Vertauschbarkeit von Operatoren

Man definiert den Kommutator zweier Operatoren fl, B als

[A,Bj=AB—-BA. (2.83)

66



2.3 Operatoren und Erwartungswerte

Er ist antisymmetrisch in seinen beiden Argumenten,
[A,B] = —[B, 4] . (2.84)

Es ist offensichtlich, dass der Kommutator fiir Operatoren im allgemeinen nicht verschwin-
det. Der Kommutator ist i.a. operatorwertig, d.h. man muss sich eine Wellenfunktion
rechts von ihm denken, auf die er wirkt. Betrachten wir z.B. A=zund B = p. = —ih0,.
Dann ist

[2,0:]¢ = —ili(20. - 0. 2) %
= —ih[z(8.40) — 0.(2 )]
= —ih[z(9:¢) = 2(0:4) — ¢ (9:2)]
= ihy .

Dieses Ergebnis 148t sich symbolisch auch so schreiben,
[Z’ ﬁz] = Zh Y

oder auch fiir die anderen Komponenten des Orts- und Impuls-Operators,

[z;,p;] =ik, j=uzy,2. (2.85)
Ganz analog berechnet man
[:L‘jaxk]zoa [ﬁjaﬁk]zoa jak:l‘)y7za (286)
sowie
[xjvpk]:07 j%k7 jak:xuyaz' (287)
All dies 148t sich kompakt als
[xj7pk] :Zhéjk ) jvk:xuyazu (288)

schreiben. Diese Gleichung hat grofie Ahnlichkeiten mit den fundamentalen Poisson-
Klammern der Analytischen Mechanik, vgl. Gl. (2.32) der Vorlesung “Theoretische Phy-
sik II”. Der Kommutator wird durch die Poisson-Klammer ersetzt; der Faktor ¢A tritt nicht
auf.
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Im vergangenen Abschnitt hatten wir die Schréodingersche Wellenmechanik kennengelernt,
die eine mogliche Formulierung der Quantenmechanik darstellt. Sie wurde allerdings le-
diglich heuristisch begriindet, was letztlich wenig befriedigend ist. Es stellt sich daher
die Frage, ob es moglich ist, die Wellenmechanik aus fundamentalen Prinzipien ab-
zuleiten. Dies ist Gegenstand dieses Kapitels, in dem die formalen Grundlagen der
Quantenmechanik besprochen werden.

Zum tieferen Verstindnis der Quantenmechanik miissen wir uns von in der klassischen
Physik lieb gewordenen Konzepten, wie z.B. Phasenraumtrajektorien von Teilchen verab-
schieden. Diese setzen voraus, dass man Ort und Impuls eines Teilchens mit beliebi-
ger Genauigkeit gleichzeitig bestimmen kann, was, wie wir schon gesehen haben, der
Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation widerspricht. In der Quantenmechanik braucht
man lediglich die Annahme, dass ein gegebenes System gewisse Zustinde annehmen
kann, die bestimmte Eigenschaften besitzen, iiber die man durch einen Mef3prozess In-
formation erhalten kann.

Um dies mathematisch zu formulieren, miissen wir zunéchst einige Begriffe aus der
Funktionalanalysis diskutieren. Der Raum der Zustéinde, die ein System annehmen
kann, ist ein sog. Hilbert-Raum. Auf diesem Raum lassen sich Operatoren definieren,
die auf die Zustédnde wirken. Eine bestimmte Klasse von Zusténden ist dabei von beson-
derer Bedeutung, ndmlich die Eigenzustinde des jeweils betrachteten Operators. Wie
wir schon wissen, ergibt die Wirkung eines Operators auf einen seiner Eigenzustédnde den
dazugehorigen Eigenwert.

Die Axiome der Quantenmechanik iibersetzen diese mathematische Vorschrift nun
in die Sprache der Physik: der physikalische Mef3prozess ist dquivalent zu einem mathe-
matischen Eigenwertproblem. Eine physikalische Observable entspricht einem Ope-
rator. Die Wirkung eines Operators auf einen Zustand des Hilbert-Raums entspricht
dem MefB3prozess, der resultierende Meflwert ist der Eigenwert des zugehorigen Ope-
rators.

Eine zentrale Fragestellung der klassischen Physik ist die Zeitentwicklung von Syste-
men. Zum Abschlufl dieses Kapitels beschéftigen wir uns daher mit der Dynamik von
Quantensystemen. Wir werden sehen, dass es grundsétzlich verschiedene Mdéglichkeiten
gibt, die Zeitentwicklung zu behandeln, je nachdem ob man die Operatoren oder die
Zusténde als zeitlich verdnderlich ansieht. Den Bezug zur klassischen Physik stellt schlief3-
lich das Ehrenfestsche Theorem her.
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3.1 Hilbert-Raum und Operatoren

3.1 Hilbert-Raum und Operatoren
3.1.1 Hilbert-Raum

Wir betrachten einen Raum, der aus sog. Zustandsvektoren, oder kurz Zustinden,
gebildet wird, die wir mit

), 16),
bezeichnen. Ein Hilbert-Raum H ist ein solcher Raum von Zustdnden, der gewisse
Eigenschaften erfiillt, die wir im folgenden aufzihlen. (Es ist instruktiv, sich die Analogie
mit dem Vektorraum R3, mit Elementen @, b, ... bewuft zu machen. Wir fiihren daher
in Klammern immer die entsprechenden Eigenschaften fiir den R? auf.)

(i) ‘H ist ein komplexer, linearer Vektorraum. Dies bedeutet, dass es zwei Ver-
kniipfungen fiir Elemente von H gibt, die Addition solcher Elemente und die Mul-
tiplikation mit komplexen Zahlen, die folgende Eigenschaften erfiillen (R? ist ein
reeller, linearer Vektorraum mit den gleichen Verkniipfungseigenschaften):

(a) H ist abgeschlossen beziiglich der Addition, d.h.
Vi, IB)e”H = o)y +[B=l)eHr.

(Fiir R? gilt entsprechend V@, b e R® — d+b=ceR3)
(b) 'H ist abgeschlossen beziiglich der Multiplikation, d.h.

VeeC, la)e H = cla)y=ld)eH.

(Fiir R? gilt entsprechend Vs € R, d € R?® = sa=a’' € R3)
(¢) Kommutativitit beziiglich der Addition, d.h.

Vi, [B)eH = [a)+]0) =10) + o).

(Fiir R? gilt entsprechend V@, b e R® = d+b=0b+a.)
(d) Assoziativitéit beziiglich der Addition und Multiplikation, d.h.

Vi, 18), el = |y +(6) + 1) = (Jey +16) + ),
Ve,eeC, la)e H = o (ea)) = (ae)la) .

— —

(Fiir R? gilt entsprechend V@, b, € R = G+ (b+7) = (@+b) + ¢, sowie
Vs,reR,deR? = 3(7“6):( r)a.)
(e) Existenz des Nullelements, d.h. 3|0) € H so dass Vc e C, |a) € H gilt:

la) +10) = o),
0]y = |0},
cloy = |0).

(Fiir R? gllt entsprechend die Existenz des Nullvektors 0 mit den Eigenschaf-
ten@+0=0,00=0,s0=0,Ys€R, acR>)
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(f) Existenz des inversen Elements, d.h.
Vie) e H 3| —a) € H, sodass |a)+|—a)=]0).
(Fiir R? gilt entsprechend V@ € R? 3 — @ € R? mit @+ (—a) = 0.)
(g) Distributivitét, d.h. Ve, ¢1, c; € C, |a), |B) € H gilt:
c(la) +16)) = cla)+clf),
(1 +e2)|a) = cla)y+cla).

—, —

(Fiir R® gilt entsprechend V r, s € R, @, b € R3 gilt s(@+b) = sd + sb,
(r+s)d=rad+sa.)

Bemerkungen:
1. Die Elemente |ay), |ag), ..., |a,) € H sind linear unabhéngig, falls
Z C; |a,> = 0
i=1
nur durch ¢; = ¢y = ... = ¢, = 0 erfiillt werden kann.
(Die Vektoren @y, dy, ..., @, € R? sind linear unabhingig, falls aus
Yoy s;d; =0 folgt, dass sy =8, =... =35, =0.)
2. Die Dimension dim’H von H ist die maximale Zahl linear unabhéngiger
Zustandsvektoren.

(Die Dimension des R? ist dimR*® = 3, denn es gibt maximal drei linear un-
abhéngige Vektoren, z.B. die drei kartesischen Einheitsvektoren €, €,, €,.)

(ii) H ist ein unitdrer Raum, d.h. ein komplexer, linearer Vektorraum mit Skalarpro-
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dukt, d.h.
Vi]a), [3) € ” I (alf) €C

mit den nachfolgend aufgefiihrten Eigenschaften (R? ist ein reeller, linearer Vektor-

raum mit einem Skalarprodukt: V @, beR 3d-be R mit den nachfolgend in
Klammern aufgefiihrten Eigenschaften):

(a) (alB) = (Bla)".

(Fiir das Skalarprodukt im R3 gilt: @-b=b-a.)
(b) Fiir |81 + B2) = |B1) + |52) ist

(] B+ B2) = (@B1) + (] Ba) -

(Fiir das Skalarprodukt im R? gilt: @- (b+3) =a-b+a- )

(c) Fiir [cB) =c¢|B),ce C, |3) € H, ist
(eBla)” = (alef) = clalf) = c(Bla)” = ("(Bla))” = (Blc"a)" = (c"alp) ,
wobei ¢*|a) = |c¢*a) € H.

(Fiir das Skalarprodukt im R3 gilt: (sb) - @ = @ -

-

b-(sd)=(sd)-b,mtseR, a, beR3)

I
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3.1 Hilbert-Raum und Operatoren

(d) V]a) € H gilt:

0<(a|o) eR,

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn |a) = |0).

(Fiir das Skalarprodukt im R3 gilt @-@ > 0, und @ - @ = 0 genau dann, wenn
a=0.)

Bemerkungen:

1.

Man nennt (a| auch den dualen Vektor zu |a). Er ist ein Element des dualen
Hilbert-Raums H*. Man kann den dualen Raum H* iiber das Skalarprodukt
definieren, fiir Details s. [1].

. Nach P.M. Dirac bezeichnet man das Skalarprodukt («|3) als “bra-ket” (engl.

“bracket” = Klammer), und einen Zustandsvektor |3) daher als “ket”, wih-
rend ein dualer Zustandsvektor («| “bra” heifit.

Zwei Zustandsvektoren |a), |3) € H sind orthogonal, falls
{a|p) =0

(Zwei Vektoren @, b € R? sind orthogonal, falls @ - b = 0.)

. Die Norm eines Zustandsvektors |«) ist

lall = vH{ala) .

Ein Zustandsvektor heifit normiert, falls ||« ||= 1.

(Die Norm eines Vektors @ € R? entspricht gerade seinem Betrag, |d| =

a-a.)

. Es gilt die Schwarzsche Ungleichung:

B <l 1B -

(Im R? gilt die Schwarzsche Ungleichung in der Form |@ - b| < |a| |b], was
anschaulich sofort klar ist.)

. Es gilt die Dreiecksungleichung;:

el =181 < la+sl <lal+1s] -

(Im R3 lautet die Dreiecksungleichung

@l —JBl| < Ja+ 9] < lal +15].)

Solange dim’H = n < oo, sind die beiden Eigenschaften (i) und (ii) ausreichend.
Ein vollstdndiges Orthonormalsystem bzw. eine Orthonormalbasis

loa) , |ag), oy |am)

von ‘H ist durch folgende Eigenschaften definiert (eine Orthonormalbasis des R? sind
z.B. die kartesischen Einheitsvektoren €, €, €,):
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3 Grundlagen der Quantenmechanik

(iii)
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1. Die Basiszustdnde sind orthonormiert,
<Oéi‘Oéj> :51']' s 1§Z,]§n

(Fiir die kartesischen Einheitsvektoren des R? gilt: €; - €; = 0;j.)
2. Man kann jedes Element |p) € H nach dieser Basis entwickeln,

n

o) =D cilay)

j=1

(Im R3 sind die Entwicklungskoeffizienten einfach die Komponenten eines Vek-
tors @ in einer gegebenen Basis, z.B. in der Basis der kartesischen Einheitsvek-
toren: @ = Zj’ 1 a; €;.) Die Entwicklungskoeffizienten ¢; ergeben sich dann aus

dem Skalarprodukt

<Oé2‘()0> = ch <Oéi‘05j> = ch 5@']' =¢,
J=1 j=1

so dass

) = Z ) {ale) -

(Die kartesischen Komponenten a; von @ ergeben sich als Skalarprodukt €;-a =
3 = g 3 - 3 — — —
D =105 € € =25 a;0ij = a;,sodass @ =) ;_, € (€ a).)
Falls aber dim’H = oo, brauchen wir zwei weitere Eigenschaften, damit H ein
Hilbert-Raum ist:

‘H ist vollstiandig, d.h. jede Cauchy-Folge konvergiert.

Eine Cauchy-Folge {|a;), |ag), ..., |an), ...} ist eine Folge von Zustandsvek-
toren aus H, fir die gilt:

Ve>0 dngeN, sodass Vn,m>ng gilt |a, —an| <e.

Eine Cauchy-Folge konvergiert in der Regel gegen einen Zustandsvektor |a) € H,
d.h.
Ve>0 dneN, sodass |a,—al <e.

Die Vollsténdigkeit von H bedeutet, dass jede Cauchy-Folge gegen (irgend)einen
Zustandsvektor |a) € H konvergiert. Die Frage ist nun, ob auch die Umkehrung gilt,
also jeder Zustandsvektor |a) von H als Grenzwert einer Cauchy-Folge darstellbar
ist, oder mit anderen Worten, ob fiir jeden Zustandsvektor |a) € H (mindestens)
eine Cauchy-Folge existiert, die diesem Zustandsvektor beliebig nahe kommt. Dies
wird durch die noch verbleibende Eigenschaft sichergestellt:
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(iv) H ist separabel.

Dies bedeutet, dass eine abzihlbare Teilmenge G von H existiert, die in H dicht
ist, d.h. grob gesprochen mindestens ein Element |«,) € G einem beliebigen Ele-
ment |p) € H beliebig nahe kommt. Die Separabilitdt garantiert nun die Existenz
(mindestens) einer Cauchy-Folge (als Teilmenge von G), die einem beliebigen Ele-
ment |p) € H beliebig nahe kommt:

Vi) e H und Ve >0 I3neN, sodass [[¢—a,| <e.

Mit den Eigenschaften (i) — (iv) la8t sich nun eine Orthonormalbasis des Hilbert-Raums
‘H aus abz&hlbar unendlich vielen Zustandsvektoren

1), o), .. o), ... (3.1)

(aus der dichten Teilmenge G) konstruieren, mit
<Oéi‘Oéj> = 5@']’ y ’l,j eN y (32)

(die Orthonormalitdt kann man z.B. mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormalisierungs-
verfahrens sicherstellen).
Jeder Zustandsvektor |¢) kann dann als Linearkombination

lp) = ch )

mit den Entwicklungskoeffizienten
J j

dargestellt werden, so dass

|0) = Z ) {ale) - (3-3)

Der Entwicklungskoeffizient ¢; = (a;|¢) ist ein Ma$ fiir den Anteil des Basisvektors |a;)
am Zustand |¢). Man spricht in der Quantenmechanik auch vom Uberlapp des Zustands
|a;) mit dem Zustand |p).

Das Skalarprodukt zweier Zustandsvektoren

o) = ch o) ) =) di|aw)

also

(ly = ¢ di (ajlon) =D cid;

3k J
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148t sich aufgrund der Orthonormalitét (3.2) der Basiszusténde allein durch die Entwick-
lungskoeffizienten ausdriicken. Insbesondere sind die beiden Zustéande |¢) , 1) identisch,
wenn alle Entwicklungskoeffizienten gleich sind, ¢; = d; Vj € N. Dann lautet das Skalar-
produkt

lell* = (ele) = Z 5] -

(Dies ist natiirlich vollig analog zum R?, wo |@|*> =d-d = Z?:1 al.)
Aufgrund der Identitét
o) = 1lp) (3.4)

muss der “Operator” auf der rechten Seite von Gl. (3.3), der auf den Zustand |¢) wirkt,
identisch Eins sein,

Z laj) oy = 1. (3.5)

Man bezeichnet den Ausdruck (3.5) als “vollstéindige Eins”. Man kann diese vollstandige
Eins nach Belieben vor Zusténde des Hilbert-Raums einfiigen. Dies nennt man “Einfiigen”
oder “Einschieben” einer vollstindigen Eins, so geschehen z.B. in Gl. (3.3), wo wir
sie vor dem Zustandsvektor |¢) eingefiigt haben, vgl. Gl. (3.4).

Die Orthonormalbasis ist nicht eindeutig bestimmt, es gibt viele Moglichkeiten, eine
solche Basis zu wéhlen. Dies werden wir uns spéter zunutze machen, um Rechnungen zu
vereinfachen. Dabei werden dann vollstdndige Einsen der jeweils zweckméBigsten Basis
eingeschoben.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes wollen wir noch ein Beispiel fiir einen Hilbert-Raum
nennen, den Raum £? der quadratintegrablen Funktionen iiber dem R3. Dies sind
alle komplexwertigen Funktionen (), die normierbar sind,

- {w:RMc, Fout)s [ @R <oo} |

Die auf Eins normierten quadratintegrablen Funktionen, die gleichzeitig Losungen der
Schrodinger-Gleichung sind, sind natiirlich die uns interessierenden Wellenfunktionen
physikalischer Teilchen. Wir kénnen jetzt sukzessive iiberpriifen, ob £2 die o.g. Eigenschaf-
ten (i) — (iv) eines Hilbert-Raums erfiillt. Wir wollen hier nur die wichtigsten aufzéhlen:

1. Addition: Sind 1 (7), 1o(7) € £, dann ist auch ¢ (F) + 1o(r) € L2
2. Multiplikation: Fiir ¢ € C und 9 (7) € £? ist auch cv(r) € L2
3. Nullelement: vy (7) = 0.

4. Inverses Element: —(7).

5. Skalarprodukt: (p|¢) = /dgﬂp*(f') W(r) . (3.6)

1/2

6. Norm: [|[[|= ([ d*[3(7)|?)
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3.1.2 Uneigentliche Zustandsvektoren

Die Zustéande |o;) der Orthonormalbasis (3.1) tragen gewisse Eigenschaften, die wir phy-
sikalisch messen kénnen. Wie das geschieht, wird in den néchsten Abschnitten im Detail
erlautert werden. Es ist nun oft so, dass diese mefibare Eigenschaft ein Kontinuum von
Werten durchlaufen kann, z.B. der Ort 7 eines Teilchens oder sein Impuls p. Fiir den
Ortsvektor eines Teilchens ist dies unmittelbar einsichtig. Der Impuls nimmt i.a. ebenfalls
kontinuierliche Werte an, wenn wir das Teilchen nicht gerade in ein endliches Volumen
V' einschliefen, in dem die moglichen Werte des Impulses — bei periodischen Randbe-
dingungen — lediglich diskrete Werte annehmen konnen, vgl. Gl. (2.46). Die zugehérigen
Zustédnde des Hilbert-Raums bezeichnen wir mit

{|7)} Ortszustinde , {|p)} Impulszustinde .

Die in der Entwicklung (3.3) geforderte Abzahlbarbarkeit der Zustandsvektoren miissen
wir fiir physikalische Anwendungen also mitunter auf ein Kontinuum, d.h. eine iiber-
abzihlbare Menge erweitern.

Dazu betrachten wir die Verteilung des Betrags der Entwicklungskoeffizienten ¢; =
(aj|p) als Funktion des Index j der Zustdnde |o;), s. Abb. 3.1.

|<0(]' b |

AR

j=3j-2j-1 j j+1 j+2 j+3

>

Ap

Abbildung 3.1: Verteilung des Betrags |c;| = |{a;]¢)|.

Fiir diskrete Werte j ist (c;|¢) wohldefiniert. Wir machen nun aus der diskreten Varia-
blen j die kontinuierliche Variable p und fiithren die Differenz Ap zwischen zwei aufeinan-
derfolgenden Werten von j ein. Urspriinglich ist einfach p = j und Ap = 1. Nun schreiben
wir den Zustand |o;) als |y ap). Der Grenzwert

Alli}go Lf)%tp) = ¢(p) (3.7)
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3 Grundlagen der Quantenmechanik

definiert eine kontinuierliche komplexwertige Funktion der Variablen p,

v : R — C,
p — ¢p).

Wir fithren den sog. uneigentlichen Zustandsvektor
m 19an) (3.8)

ein, mit dessen Hilfe wir die Funktion ¢(p) aus Gl. (3.7) als Uberlapp des Zustands |¢)
mit dem uneigentlichen Zustandsvektor |a,) schreiben konnen,

o(p) = (aple) - (3.9)

Die Entwicklung (3.3) des Zustands |¢) nach der Basis {|a;)} 148t sich mit Hilfe der
Definition (3.8) in eine Entwicklung nach uneigentlichen Zustandsvektoren umschreiben.
Alles was wir dafiir annehmen miissen ist, dass die Entwicklung (3.3) auch im Limes
Ap — 0 gilt,

o) = AILIEOZ‘(XJ><(XJ|QO>EAlli}llOZ|ap,Ap><apyAp|90>
j p

= Jm S Aplaale) = [dola)ale) = [ Al (G0

Die Entwicklungskoeffizienten sind nun offenbar die in Gl. (3.7) eingefiihrten kontiniuer-
lichen Funktionen ¢(p). Aus dieser Gleichung 1afit sich wieder eine vollstéindige Eins
ablesen, diesmal fiir eine Basis aus uneigentlichen Zustandsvektoren,

/dp|ap)(ap| =1. (3.11)

Auch diese darf man jederzeit vor Zustandsvektoren einschieben.
Bilden wir das Skalarprodukt von Gl. (3.10) mit |&,), so erhalten wir die Identitét

Pla) = (@le) = [ dplaalaale) = [ dptaay) olo).
Damit linke und rechte Seite dieser Gleichung iibereinstimmen, muss gelten

(glay) =d(p—q) (3.12)

die uneigentlichen Zustandsvektoren sind also auf §—Funktionen normiert.
Das Skalarprodukt von zwei Zusténden |¢), |1) lautet aufgrund der Orthonormalitét
(3.12)

(wht) = [ dpda(elag)aylanialy)
= [wtda)al) = [l @l = [dereie) . 613
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Durch Einschieben einer vollsténdigen Eins (3.11) zwischen (p| und [¢) auf der linken
Seite wird die erste Zeile eigentlich iiberfliissig, wir kommen damit direkt zur letzten

Zeile.

Die Gleichungen (3.10), (3.11) und (3.12) besagen, dass die uneigentlichen Zustands-
vektoren ebenfalls eine Orthonormalbasis des Hilbert-Raums bilden, nach der beliebige
Zustandsvektoren |¢) entwickelt werden kénnen.

Wir geben zwei wichtige Beispiele fiir Basen aus uneigentlichen Zustandsvektoren:

(i)

Ortszustédnde |7). Fiir diese lauten die Glgen. (3.11) und (3.12):
/d3F\F><F| _— (3.14)
7|7y = sOF —7). (3.15)
Die Entwicklung (3.10) eines Zustands |p) lautet
o) = [ EFFle). (3.10)

Das Skalarprodukt mit einem anderen Zustand 1 kann man durch Einschieben einer
vollstdndigen Eins (3.14), bzw. aufgrund von Gl. (3.13), wie folgt schreiben:

(elo) = [ EFln) 1) = [ @Rl io). (3.7

Durch Vergleich mit GI. (3.6) erkennen wir, dass der Uberlapp (7]+) identisch mit
der Wellenfunktion v (7) ist,

() = (Fl), () = (FlY)”" = Wlr) . (3.18)
Impulszusténde |p). Fiir diese lauten die Glgen. (3.11) und (3.12):
[erne = 1, (3.19)
o'l7) = V@ -9 (3.20)
Die Entwicklung (3.10) eines Zustands |p) lautet
o) = [ EFRFIe) (3:21)

Wie in Gl. (3.18) identifizieren wir den Uberlapp (7|p) mit der Wellenfunktion,
diesmal allerdings im Impulsraum,

o) = @le), ¢ (D) = Ple)" = (elp) - (3.22)

Das Skalarprodukt zweier Zustdnde lautet, nach Einschieben einer vollstdndigen
Eins (3.19),

(ol) = / &5 (ol )T = / 5" (7) (5 (3.23)
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3 Grundlagen der Quantenmechanik

Bilden wir das Skalarprodukt von Gl. (3.21) mit einem Ortszustand, so erhalten
wir unter Benutzung der Glgen. (3.18), (3.22)

o(7) = (7o) = / &5 (717) (7)) = / &5 (717) o) (3.24)

Nun gibt es aber einen eindeutigen Zusammenhang zwischen Wellenfunktionen im
Orts- und Impulsraum, ndmlich die Fourier-Transformation (2.41). Ohne explizite
Zeitabhéngigkeit lautet diese fiir die Wellenfunktion ¢(7)

1 1
o) = @i (357) 0.
V oh’ h
Durch Vergleich mit Gl. (3.24) identifizieren wir ¢(p) = ¢(p), aber, was noch viel
wichtiger ist
: (3.25)

der quantenmechanische Uberlapp zwischen Orts- und Impulszustinden
ist identisch mit einer ebenen Welle ! Analog erhélt man

L s D (=P 7)
) = (Flp)" = —— =5
V2rh
Diese Relationen sind konsistent mit der Orthonormalitidt der ebenen Wellen,

1 . (A S ,

und der Orthonormalitét (3.20) der Impulszustidnde,

1 l

@) = [ @) = s [ @ [ -] = 89G- .

Sie sind ebenfalls konsistent mit der Vollsténdigkeit (2.44) der ebenen Wellen und
der Orthonormalitét (3.15) der Ortszusténde,

1 .
1) = [P = s [ e |56 0] =096 -5,
3.1.3 Weylsche Eigendifferentiale

Die Entwicklung (3.10) nach uneigentlichen Zustandsvektoren kann man auch auf die
urspriinglichen Basiszusténde |o;) = |y, o) anwenden:

) = [ dalas) @) (3.2
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Der Uberlapp (a@,|ay.ap) 188t sich mit Hilfe der Definition (3.8) des uneigentlichen Zu-
standsvektors auswerten,

~  {ag,ap|apap) . Og,p
gl = lim ————+ = lim :
< Q‘ p,Ap> Ap—0 \/A_p Ap—0 \/A—p )
wobei wir die Orthonormalitét (3.2) der urspriinglichen Basisvektoren ausgenutzt haben.
Aufgrund des Kronecker-Deltas konnen wir nun in Gl. (3.26) den Integrationsbereich
auf ein Intervall der Breite Ap um p herum einschrinken, zudem ist in diesem Intervall
dgp =1
1 p+Ap/2
lap ap) = lim ——= dq |ay) - (3.27)
PAPL = Apto JAD A q

Dies ist das sog. Weylsche Eigendifferential. Diese Eigendifferentiale erfiillen alle Ei-
genschaften von Zustandsvektoren eines Hilbert-Raums. Insbesondere sind sie auf Eins
normiert,

1 [rae/2 p+Ap/2
Qp Ap|Op Ap) = lim—/ ds/ e
< D p‘ P P> Ap—0 Ap p—Ap/2 p—Ap/2 < ‘ )
1 [p+an/2 p+Ap/2
= dmy [, 0L s
p—0 AP Jp_Ap/2 p—Ap/2

L [~ Ap Ap
= AI;IEOA—p/OOdT@C“—er?) @(er?—T)

1 [ 1 (o A
= lim —/ dtO(t)©(Ap —t) = lim —/ dt = lim —pzl,
0

Ap—0 Ap J_ Ap—0 Ap Ap—0 Ap

wobei wir von der vorletzten zur letzten Zeile die Integrationsvariable ¢t = r — p + Ap/2
substituiert haben.

Die Physik erfordert es unter bestimmten Umstédnden, nach einer Basis zu entwickeln,
die sowohl eigentliche wie uneigentliche Zustandsvektoren enthélt. In diesem Fall wird
iiber die eigentlichen Zustdnde summiert und iiber die uneigentlichen integriert,

0) = S laaleh + [ dplaiale). (3.28)

Man beachte, dass in diesem Fall weder die Summe noch das Integral fiir sich genom-
men vollstindig sind, nur die Kombination beider ergibt eine vollstindige Eins. Wir
fithren hierfiir ein neues Symbol ein,

Slantast = Syl + [ dplaghayl = 1, (3.29)
J J
so dass die Entwicklung (3.28) lautet

©) =2§ ;e l) (3.30)
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Wir werden dieses Symbol der Einfachheit immer verwenden, unabhéngig davon, ob die
Basis aus eigentlichen Zustandsvektoren, uneigentlichen, oder einer Kombination von bei-
den besteht. Auflerdem fiithren wir das Symbol

N |aj) eigentlich ,
20, J) = { d(i —j) |aj) uneigentlich , (3.31)
ein, um die Normierung der Basisvektoren,
(ailay) = 6(i,5) , (3.32)

einheitlich schreiben zu konnen.

3.1.4 Lineare Operatoren

Ein Operator A ist eine Abbildungsvorschrift, die einem Zustandsvektor |a) € Dy C
H einen anderen Zustandsvektor |3) € W, C 'H zuordnet,

~

A: Dy — Wy,
) — Ala) =|Aa) =|B).

Hierbei ist D4 der Definitions- und W, der Wertebereich von Zustandsvektoren fiir den
Operator A. Seien Ay, Ay zwei Operatoren und |a) ein Zustandsvektor. Dann gilt

(Alfrf:lz)m) = f‘:ll|€{>+/i2|a>>
(A1 Az) o) = A;(Az]a)) .

Der Nulloperator 0 bildet jeden Zustandsvektor |a) € H auf den Nullvektor |0) ab,
Vla) € H gilt: 0]a) =]0).

Der Einheits- bzw. Identititsoperator 1 bildet jeden Zustandsvektor |o) € H auf
sich selbst ab,
Vi]a) e H gilt: 1]a) =|a) .

Der Einheitsoperator ist natiirlich identisch mit der schon eingefiihrten vollstdndigen Eins.
Umgekehrt ist diese als ein Operator anzusehen, der einen Zustand |«) auf sich selbst
abbildet.

Der zum Operator A adjungierte Operator Al ist wie folgt definiert. Zunéchst bildet
er wie jeder andere Operator einen Zustand |y) € D4+ C H auf einen anderen Zustand,

z.B. |7) € Wat CH ab,

~

ATI DAJ; — WAT;
) — AT =]ATy) =17) .

Die Verkniipfung zum Operator A wird dabei iiber die folgende Eigenschaft des Zustands
|7) hergestellt:

~

(7la) = (ATv]a) = (y|Ala) = (1|A«q) .
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Dies hat zur Folge, dass

(v1A]a) = (ATr|a) = (Fla) = (a7)" = (alAT7)" = (o] AT]y)" (3.33)

oder mit anderen Worten, das komplex Konjugierte eines Operators A ist der adjungierte
Operator A Gleichung (3.33) 1a8t sich auch so interpretieren, dass At die gleiche Wirkung
im dualen Hilbert-Raum H*, also im Raum der “bra’s, hat wie A im urspriinglichen
Hilbert-Raum H, also im Raum der “ket”s,

a)=Ala) =]Aa) <= (a|=(Aa|=(a]A". (3.34)

Es gilt
denn

Ferner gilt
(AB)t = BfAt (3.35)

denn

A~

(V(AB)|a) = (alAB |y)" = (ATa|Bly)" = (B'(ATa)|y)" = (B'ATaly)" = (1| BT Al|a) .
SchlieBSlich gilt auBerdem

(A+B)f = A"+ B,
(c A)f

)= AT

> 0

Ein selbstadjungierter oder hermitescher Operator ist definiert durch
A=A

Ein linearer Operator A hat die Eigenschaft, dass fiir ¢1, ¢, € C, lag), o) € Dy gilt
Aler]ar) + e lw)) =1 Alan) + e A o) .

Ein Operator A heift beschriinkt, falls 3¢ > 0, so dass ¥V |a) € Dy gilt

| Aall=\/(Afalda) < c/{ala) =c o]l .

Ein Operator A heiBt stetig, wenn fiir jede Cauchy-Folge von Zustandsvektoren {|a,)} —
la) gilt

{Amn)} L Ala).
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3.1.5 Eigenwertprobleme

Die Eigenwert-Gleichung fiir den Operator A lautet
Ala) = ala) . (3.36)

Dabei ist a der Eigenwert des Operators A zum Eigenzustand |a)

Das Spektrum von A ist die Gesamtheit aller Eigenwerte von A z.B. seien a1, ao, ...
die Eigenwerte zu den Eigenzustédnden |aq), |as), .... Falls alle Eigenzustéinde |oy;), i =
1,2,..., eigentliche Zustandsvektoren sind, so enthélt das Spektrum hochstens abzéahl-
bar unendlich viele Eigenwerte.

Falls zu einem Eigenwert «; mehrere Zustandsvektoren |o;x), k = 1,2,...,m, ge-
horen, so bezeichnet man diese Zusténde als entartet beziiglich des Eigenwertes «;. Sie
spannen einen Unterraum U/ C ‘H des Hilbert-Raumes H auf, den sog. Eigenraum zum
Eigenwert a;, mit dimU = m.

Falls A ein hermitescher Operator ist, A = Af, so gilt folgendes:

(i) Die Erwartungswerte des Operators A in einem beliebigen Zustand |a) sind
reell. Dies sieht man wie folgt. Wir betrachten zunéchst

(alA18)" = (B|ATle) = (B]A]a) .
Fiir |8) = |a) erhalten wir dann

(a]A|a)* = (a]A|a) e R, q.e.d.

(ii) Die Eigenwerte des Operators A sind reell. Hierzu betrachten wir die Eigenwert-
Gleichung (3.36). Bilden wir das Skalarprodukt dieser Gleichung mit dem gleichen
Eigenzustand |a), so folgt

(ald|a) = {alala) = afala) .

Nach dem unter (i) Bewiesenen ist die linke Seite reell. Auch das Skalarprodukt
(a|a) =||a]|* auf der rechten Seite ist reell. Daher ist auch der Eigenwert

(A o)

{ala)

o eR, qg.ed.

(iii) Die Eigenzusténde des Operators A sind orthogonal. Zum Beweis betrachten wir
zunéchst den Fall ohne Entartung. Es gilt einerseits

<Oél|121 ‘Oéj) = Oéj <Oéi‘Oéj> s (337)
und andererseits, weil A= At ist,

(il Aay) = (| ATlay) = (o] A i)™ = aj {eylai)” = i (aulay;) (3.38)
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3.1 Hilbert-Raum und Operatoren

weil die Eigenwerte a; nach dem unter (ii) Bewiesenen reell sind. Subtrahieren wir
die beiden Gleichungen (3.37), (3.38) voneinander, so erhalten wir

(@i — aj)(ailay) = 0.
Diese Gleichung kann nur erfiillt werden, falls

(ajlag) ~6(i,7), qed.

Im Fall mit Entartung verlauft der Beweis analog fiir Eigenzusténde, die nicht zum
selben Eigenraum gehoren. Falls die Eigenzustdnde zum selben Eigenraum gehoren,
also |a;;), |aik) Eigenzustinde zum selben Eigenwert c; sind, muss man diese
mittels eines gingigen Orthogonalisierungsverfahrens orthogonalisieren.

Die Eigenzustdnde bilden eine Orthonormalbasis von H. Hierzu normiert man
die Eigenzustande, z.B. durch Division mit ihrer Norm,

|ovi)
il

i) — |o) =
so dass
(@i|dj> = 5(2,]) .
Im folgenden lassen wir den Querstrich der Kiirze halber wieder weg.

Es ist a priori nicht klar, dass die Eigenzustinde eines hermiteschen Operators
den gesamten Hilbert-Raum H aufspannen. Falls dies aber gilt, kann man einen
beliebigen Zustand |¢) nach den Eigenzustidnden |o;) von A entwickeln,

mzjmmmm (3.39)

J

d.h. auch die Eigenzustédnde des Operators A bilden eine vollstandige Eins,

1= las) o).

Wenden wir den Operator A auf die Darstellung (3.39) eines Zustands |¢) an, so
erhalten wir mit der Eigenwert-Gleichung (3.36)

Ale) = X Alas)aster = Y aslas)asler

J J

Daraus lesen wir sofort die Spektraldarstellung des Operators A ab,

A=Y sl (3.40)

J
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Die Spektraldarstellung vereinfacht die Berechnung von Erwartungswerten:
WA = Y s @lagesls) = Y ol = Yoy lwlaf . 4D
J J J
wobei wir im letzten Schritt die Wellenfunktion ¥ (a;) = (;[) als quantenmechanischen
Uberlapp der Zusténde |¢) und |a;) eingefithrt haben, vgl. GL (3.9).

Beispiel: Wir betrachten den Ortsoperator A = 7, die Eigenzustande des Ortes |a;) =
|7), mit den Eigenwerten «; = 7. Dann ist der Erwartungswert des Ortes im Zustand v

WAl = [ @rrwin ) = [P = [,
wie in Gl. (2.54).
Zum Abschlufl dieses Abschnitts beweisen wir noch den folgenden

Satz: Zwei hermitesche Operatoren A, B sind genau dann vertauschbar, [A, B] = 0, wenn
sie eine gemeinsame Basis von nicht entarteten Eigenzustédnden |p;) besitzen.

Beweis: Zundchst nehmen wir an, dass die beiden Operatoren eine gemeinsame Basis
von nicht entarteten Eigenzustédnden besitzen,

A‘%) = ‘%) ) B |90@> = [3; ‘%) .

Hierbei ist zu beachten, dass die Eigenzustédnde |pi) die selben sind, aber die Eigenwerte
«;, 3; der beiden Operatoren A B im Zustand | ;) nicht identisch sein miissen, da auch die
Operatoren nicht notwendigerweise gleich sind. Der Zustand |¢;) trégt sowohl Information
iiber die Eigenwerte von A wie iiber die von B. Im Prinzip konnten wir daher etwas
suggestiver |p;) = |y, §;) schreiben.

Wir berechnen nun durch Einschieben einer vollstdndigen Eins von Eigenzusténden |p;)

ABlv) = X ABlewslo) = 6 Alentest) = X B aleneilv)
J J J
und vollig analog
BAW) =X B Al oslo) = X s Blepteiv) = Y as Bleelor.
J J J
Offenbar besitzen die Operatoren A B und B A dieselbe Spektraldarstellung,
AB =Y 0, 5,000 = B A,

J

Dann gilt aber offensichtlich
AB-BA=[AB—0.

Diese Folgerung gilt iibrigens auch im Fall entarteter Eigenzusténde.
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Nun nehmen wir an, dass [A, B] = 0 und dass |¢;) die Eigenzustéinde zum Operator
A mit Eigenwerten «; sind. Wir miissen zeigen, dass diese Zustdnde auch Eigenzustéinde
zum Operator B sind, mit Eigenwerten (3;. Wir betrachten zunéchst den Zustand

|B Pi) = B lei)
und wenden darauf den Operator A unter Benutzung von [121, B] =0, also AB = B A an,
A \é%> —AB i) = BA i) = éai\¢i> — ;B pi) = o \é @i) -

Dies bedeutet, dass der Zustand |B ;) ebenfalls ein Eigenzustand des Operators A mit
Eigenwert «; ist. Bei nicht entarteten Eigenzustédnden ist dann

B i) ~ i) -
Nennen wir die Proportionalitdtskonstante [3;, so erhalten wir die Behauptung,
B i) = ‘é%‘) = Bilwi)

d.h. der Zustand |p;) ist auch ein Eigenzustand des Operators B mit Eigenwert (;, q.e.d.
Wir bemerken, dass man den Beweis auch fiir entartete Eigenzustdnde fithren kann, al-
lerdings ist er dann komplizierter.

3.1.6 Spezielle Operatoren

In diesem Abschnitt besprechen wir einige spezielle Operatoren.

(i) Dyadisches Produkt von Zusténden |a), |3):

~

Dag = [e) (6] -
(Man vergleiche dies mit dem dyadischen Produkt @ b7 zweier Vektoren @, b € R? )

(ii) Projektionsoperator: A
P(a) = |a){a] . (3.42)

Der Projektionsoperator auf den Zustand |«) ist ein diagonales dyadisches Produkt.
Er wird in der Diskussion des Mef3prozesses eine wichtige Rolle spielen. Der Na-
me des Operators erkléart sich aus der folgenden Eigenschaft. Wir betrachten den
Projektionsoperator P(a;) = |o;) (|, wobei |a;) ein Zustand aus einer Orthonor-
malbasis von H ist. Wenden wir nun P(a;) auf einen beliebigen Zustand |¢) an, so
erhalten wir mit der Entwicklung (3.30) von |¢) nach dieser Orthonormalbasis

P(a) ) = i i) (il az)(asl@) = feu)(ail ) = plai) i) ~ fea)

wobei wir die Orthonormalitét (3.32) der Basiszustéinde ausgenutzt haben. Der Pro-
jektionsoperator P(cq;) projeziert also den Anteil des Zustands |«;) im Zustand |p)
heraus.
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Die Summe {iber alle Projektionsoperatoren, die aus den Zustidnden |«;) einer Or-
thonormalbasis gebildet werden, ist identisch mit der vollstdndigen Eins,

S Pley) =Y las)as| = 1.

(Im R? gibt es die analoge Relation E?Zl €; €] = diag(1,1,1) = llzxs.)
Der Projektionsoperator hat folgende Eigenschaften:

(a) Idempotenz:
P(a) = P(a) P(a) = |a){ala){a] = |a)(al = P(a)

vorausgesetzt natiirlich der Zustand |«) ist normiert, (aja) = 1.
(b) Orthogonalitit:

A~ A~

P(ay) P(ay) = \?éi)(oéz‘\%ﬂ%\ = lai) (] 6(i, ) = [ai) (| 6(4, 5)
= Play)o(i, 7).

(c) Hermitezitét: Es gilt fiir beliebige Zustiande |p), [10) € H unter Benutzung
von Gl. (3.33)

(P a)lY) = (WIP(a)lp)* = ($la)(al)” = {alp)* (¢la)* = (pla)(aly)
= (elP(a)[y)

also
Pt(a) = P(a) . (3.43)

(d) Die Spektraldarstellung (3.40) eines Operators A liBt sich mit Hilfe der Pro-
jektionsoperatoren schreiben als

A= Zﬁ a; P(aj) . (3.44)
J
Man kann auch Projektoren fiir mehrdimensionale Unterrdume M C H defi-
nieren. Sei {|p,)} eine Orthonormalbasis von M. Dann ist

P = i ) (ol

ein Projektionsoperator auf M. Einen Zustand |¢) € M kann man ebenfalls nach

dieser Basis entwickeln,
90 = 3L b tonle)

denn fiir Zusténde auf M bildet die Basis {|p,)} eine vollsténdige Eins. Dann gilt

Pule) = i\%ﬂs@d%\@m)(@m\@ Igélwn)(@n\wm)(@m\w)

= 3 lea) 8 m) () = %ﬁ ) mle) = )
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Fiir einen Zustand |¢) € H/M, also in dem zu ‘H komplementéren Unterraum, gilt

) =Y laaslor.

wobei die |a;) eine Orthonormalbasis von H/M bilden. Da diese Zustdnde ortho-
gonal zu den Zusténden |p,) sind,

{ajlen) =0,
gilt

Pa ) = i o) ulth) = ¥ e nlay) (asl) = 0.

pM ist ebenfalls idempotent,

PR = i 0} (nliom) (] = i [0} B(n, 1) (o] = i o) ou] = Pag

und hermitesch,

EPLIY) = WPl = 3L (lenigale)) = Y tenlel i)

n n

- iwwww — (ol Pult)

n
also P}A = PM.

Inverser Operator: Fiir einen Operator mit der Wirkung A |a) = |8) wird durch
die Abbildungsvorschrift

A

AV Dy =W, — Wy1 =Dy,
8) = AT'B) =|a)

der sog. inverse Operator definiert. Es gilt V |a) € Dy = Wy-1und V |5) € W4 =
DAfli

8) = Ala)=AA"B),
|

o) = AT'g) = AT Ala),
und damit offensichtlich die Operatoridentitét
AAT=A"TA=1. (3.45)

N n T
Den zum inversen Operator A~! adjungierten Operator <A*1> berechnen wir

mit folgender Uberlegung. Die vollstéindige Eins ist hermitesch, 1L = 1T, deshalb ist
mit Gl. (3.35)

L1t — (AA—l)* _ (A—l)TAT ,
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88

-1
und nach Multiplikation von rechts mit <AT) ,

R T "
() = 4
Als Korollar bemerken wir, dass A1 genau dann hermitesch ist, wenn A hermitesch
ist.
Der inverse Operator A~! besitzt dieselben Eigenzustdnde wie der Operator A, mit
Eigenwerten, die das Inverse der Eigenwerte von A sind.

Beweis: Fiir einen Eigenzustand |a) des Operators A mit Eigenwert a gilt
Loy =A"Ala) = A" ala)y =a A7 a)
also nach Division durch «

12171 |O[> = a |Oé> .

Dies ist in der Tat eine Eigenwert-Gleichung fiir A~! fiir den Eigenzustand |a) mit
Eigenwert 1/, q.e.d.

Unitarer Operator: Ein Operator U ist unitér, falls
Uo=00t=1, (3.46)
bzw. nach Multiplikation mit U~" von rechts (oder links)
Ut=u0""'. (3.47)
Wir betrachten einen unitér transformierten Zustand,

Uly) =4 . (3.48)

Falls |1)) aus einem Zustand |¢) durch Anwenden eines Operators A hervorgegangen
ist,

) = Alp) (3.49)

so sollte der unitér transformierte Zustand |¢)') aus einem unitér transformierten
Zustand |¢') = U |p) durch Anwenden eines Operators A’ hervorgehen,

W) = A’ (3.50)

wobei A’ aus A durch eine unitire Transformation hervorgehen sollte. Wir leiten
nun dieses Transformationsgesetz fiir Operatoren ab. Gleichung (3.48) liest sich mit
Gl. (3.49) wie folgt:

W) = Ulp) = UAlp) = UAU' U |p) = UAU' |7, (3.51)

wobei wir Gl. (3.46) benutzt und den unitér transformierten Zustand |¢') = U |p)
eingefiithrt haben. Vergleichen wir dies mit Gl. (3.50), so lesen wir unmittelbar das
Transformationsgesetz fiir Operatoren ab,

A'=UAU". (3.52)
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1.6.2011

Die besondere Rolle unitéarer Transformationen in der Physik ist, dass sie Eigenwer-
te, quantenmechanische Uberlappe sowie Erwartungswerte invariant lassen:

(a) Eigenwerte: Sei |a) Eigenzustand zum Operator A mit Eigenwert . Dann

gilt
A'le)y = UAU'Ula)=UAla) =Uala)
= aUla)=ald),
d.h. der unitér transformierte Zustand [a/) = Ula) ist Eigenzustand zum

unitir transformierten Operator A’ zum selben Eigenwert o.
(b) Quantenmechanischer Uberlapp: Mit den Glgen. (3.34), (3.46) und (3.48)
gilt
@) = W UTU o) = ([ L) = (Wle) -

(c) Erwartungswerte:
WINA'W) = @ UTTATTU |g) = (w|AJy) .

Definieren wir die n—te Potenz des Operators A durch die Vorschrift, den Operator
A n—mal anzuwenden,

A=A Ao A,
—_—
n—mal

wobei A% = 1 vereinbart wird, und die operatorwertige Exponentialfunktion
iiber ihre Potenzreihe,

> 1
A= — 3.53
A=Y 3.53)
so sind unitire Transformationen darstellbar als

U = exp (z AF) : (3.54)

mit A € R und einem hermiteschen Operator F=FT
Beweis:
Ut = exp (—i A FT> = exp (—iAF) =U"', qed.

Fiir infinitesimale unitdre Transformationen kénnen wir uns auf die ersten bei-
den Terme in der Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion in GIl. (3.54)
beschrinken,

U=1+4iAF+0(\?). (3.55)

In diesem Fall lautet das Transformationsgesetz (3.52) fiir den Operator A

A~ (]l+i)\F>A(]l—i>\F) — ATiNE A+ 00 .
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3.1.7 Matrixdarstellung von Operatoren

Operatoren A auf einem n—dimensionalen Hilbert-Raum H besitzen eine Darstellung
in Form von (n x m)—Matrizen. Dies gilt auch fiir den Fall n = oo, in welchem die
Matrizen ebenfalls unendlich dimensional sind. Um dies einzusehen, schreiben wir mit der
vollstdndigen Eins von Zusténden |p;) einer Orthonormalbasis von H

A Mn:i\go»wAAw»«oﬂ .
\J

Die ket’s |¢;) und die bra’s (p,| sind die Basisvektoren von H, wihrend die komplexe
Zahl

Ay = {pilAlpy) (3.56)

als Matrixelement des Operators 1{1 in dieser Basis anzusehen ist. Dies definiert eine
Matrixdarstellung des Operators A,

An An
A= Au Axn - | . (3.57)

Das (ij)—FElement des adjungierten Operators At lautet in derselben Basis

Al = (il Allg) = (ol Alpi)” = A7 (3.58)

é( 7

Adjungieren “” bedeutet also dasselbe wie Komplex Konjugieren “x” und Transponieren

“T”, wobei die Reihenfolge keine Rolle spielt, AT = (A*)T = (AT)*.
Auch die Produkte von Operatoren besitzen eine Matrixdarstellung,

(el AB o)) = immmxmé o)) = ¥A By, = (AB),

Das Produkt zweier Operatoren ist also einfach das Produkt der zugehorigen Matrizen,
Operatormultiplikation wird zu Matrixmultiplikation.

Die Matrixdarstellung liefert auch ein Losungsverfahren fiir Eigenwertprobleme. Das
Eigenwertproblem lautet

Ala) =

o Ja)
— im (il A Lo (osla) = aiwww
<~ ik‘% Azjagoj = O‘iwjz’)o‘(%pi)'

Da die Basiszusténde |g;) linear unabhéngig sind, miissen ihre Koeffizienten auf der linken
und rechten Seite iibereinstimmen,

iA a(ps) = aalp) = i 5 — a8(i, 1)) alp;) =0,
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oder in Matrixform

Ay — o A1 T O‘(‘Pl)
Ao Ay — O‘(‘P2) =0.

Nichttriviale Losungen erfordern das Verschwinden der Koeffizientendeterminante,
det (A—al)=0.

Dies liefert die Eigenwerte «;, i € N, der Matrix (A4;;), d.h. des Operators A.

Unitédre Transformationen diagonalisieren Operatoren, d.h. bringen ihre Matrixdar-
stellung auf die Form einer Diagonalmatrix. Um dies einzusehen, schreiben wir unter
Benutzung orthonormierter Eigenzustéinde des Operators A, (a|a;) = 6(4, §),

0:b(irf) = ai<aj|ai>=<aj|A|ai>:¥<aj|son><sonm|som><som|ai>
= ¥<aj|gon> A {ipmles) (3.50)

Die Skalarprodukte (c|¢,) und (pm,|a;) sind komplexe Zahlen, die als Elemente von
(komplexwertigen) Matrizen aufgefait werden konnen,

Sin ={aglen) ,  Shi = S = {cilom)” = (mlai) . (3.60)

Gleichung (3.59) lautet dann

@;0(i,j) = ;ﬁsj"A"m ST = AJ/Z ’

wobei wir die transformierte Matrix (A7) definiert haben. Die linke Seite dieser Gleichung

sagt uns, dass es sich um eine Diagonalmatrix handelt, mit den Eigenwerten «; von A
in der Hauptdiagonalen. Die rechte Seite sagt uns, dass sie einem Operator

=S5AS

entspricht. Dies sieht formal genauso aus wie die unitére Transformation (3.52) der
Matrix A. Wenn wir noch zeigen kénnen, dass S, mit den in GI. (3.60) definierten Ele-
menten seiner Matrixdarstellung, unitér ist, haben wir die Behauptung bewiesen. Es

ist
56.5) = (wla) = S teslentala) = 35 %
bzw. in Operatorform o
1=55".
Der Vergleich mit Gl. (3.46) iiberzeugt uns, dass S eine unitéire Matrix ist.
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Letztlich definieren wir noch die Spur (engl. “trace”) eines Operators,

1 = Y oldlen) = 3 Ao (3.61)

n n

d.h. die Spur ist die Summe der Diagonalelemente in der Matrixdarstellung des Operators.
Die Spur ist unabhéngig von der gewéhlten Orthonormalbasis.

Beweis: Seien {|a;)}, {|pn)} zwei Orthonormalbasen des Hilbert-Raums H. Es gilt

A — i<wn|A|son> :j<wn|ai><ai|fi|aj><aj|wn>

n 153,

_ imma»immxm» - imivuajxaﬂa»

n

- i(aﬂflmj) 6(i,7) = i(aﬂflmi) , q.e.d.

(2

Hierbei haben wir zwei vollstéindige Einsen der Basis {|«a;)} eingeschoben und eine der
Basis {|¢n)} herausgenommen, sowie die Orthonormalitit der Zusténde {|a;)} benutzt.

3.2 Axiome der Quantenmechanik und MeBprozesse

3.2.1 Axiome der Quantenmechanik

Die Axiome der Quantenmechanik schaffen die Verbindung von der theoretisch-
mathematischen Beschreibung des Zustands eines Systems zum Mef3prozess, mit
dem wir Eigenschaften eines solchen Zustands experimentell bestimmen. Als Axiome sind
sie, ganz dhnlich den Newtonschen Axiomen der Mechanik, unbeweisbar und bilden die
Grundlage fiir die Quantenmechanik als physikalische Theorie.

1. Eine physikalisch meflbare Observable A entspricht einem linearen, her-
miteschen Operator A = AT,

2. Ein (reiner) Zustand eines Systems entspricht einem Vektor |¢) des Hil-
bert-Raums H.

Die Definition eines “reinen” Zustands wird spéter genauer erlautert. Momentan
geniigt es, solche Zustidnde mit (beliebigen) Vektoren des Hilbert-Raums zu identi-
fizieren.

3. Die Messung der Observablen A entspricht der Anwendung des Opera-
tors A auf |¢),

Al = ifi o) aglp) = iaj o) ouglap) = iajf’(aj) $) . (3.62)

J J

Dabei haben wir den Zustand [¢) gemdB Gl (3.30) nach Eigenfunktionen |a;)
des Operators A mit Eigenwerten «; entwickelt. Oder mit anderen Worten, wir
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haben den Operator A in seine Spektraldarstellung (3.40) mit den entsprechenden
Projektionsoperatoren zerlegt, vgl. Gl. (3.44).

4. Der Meflwert «; der Observablen A entspricht dem Eigenwert «; des
Operators A.

5. Die Wahrscheinlichkeit, das Meflergebnis «; im Zustand |t¢) zu erhalten,
ist

w(ail) = [{euly) |* = [1h()|* = (Plas)(euly) = (Y| P(ai)|) . (3.63)
Hier haben wir die Definition (3.42) des Projektors P(ay;) benutzt.

3.2.2 MeBprozess

Wir diskutieren nun Konsequenzen der im vorangegangenen Abschnitt aufgestellten Axio-
me fiir den physikalischen Mefiprozess.

Axiom 3 besagt folgendes: wenn wir die physikalische Eigenschaft A, d.h. die physi-
kalische Observable A eines bestimmten Zustands [i)) messen wollen, miissen wir den
Operator A auf den Zustand |ty anwenden. Das Ergebnis dieser Operation ist durch Gl.
(3.62) gegeben: wir erhalten eine Uberlagerung verschiedener Eigenzustinde |a;) zum
Operator A, die jeweils mit dem Produkt aus Eigenwert o; und quantenmechani-
schem Uberlapp (a;|¢)) gewichtet werden.

Nur wenn der Zustand [¢) schon mit einem Eigenzustand |o;) des Operators A iden-
tisch ist, erhalten wir als Ergebnis dieser Messung stets den Eigenwert «;,

121 |Oél> = |Oél> .

In allen anderen Féllen ist das Ergebnis komplizierter: wenn wir die Messung viele Male
hintereinander ausfithren, werden wir fiir einen Zustand |¢), der nicht Eigenzustand des
Operators A ist, nicht immer das gleiche Ergebnis finden. Das Meflergebnis kann im
Prinzip jeder beliebige Eigenwert a; aus dem Spektrum {oq, oy, ...} des Operators
A sein. Wir kénnen daher lediglich die Wahrscheinlichkeit dafiir angeben, dass das
Ergebnis der Messung der Wert «; ist. Dies ist die durch Axiom 5 definierte Meflwahr-
scheinlichkeit w(a;|¢). Sie ist gemafl Gl. (3.63) identisch mit dem Erwartungswert
des Projektionsoperators P(e;) im Zustand |¢) ist. Da dieser nach GI. (3.43) hermitesch
ist, erfiillt er nach Axiom 1 ebenfalls die Anforderungen an eine physikalische Observable,
kann also als eine solche betrachtet werden.

Die Eigenwerte und Eigenzustinde des Projektionsoperators ergeben sich aus der
Identitat

Ple) o) = |ai){ailey) = ai) 0(i, j) = 6(i, 5) |a) (3.64)

d.h. P(;) hat die gleichen Eigenzustéinde wie A mit Eigenwerten d(i, ). 3.6.2011
Wir kommen nun zu der vielleicht wichtigsten Konsequenz der Axiome der Quanten-
mechanik: falls die Messung mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit w(a;|1) zum Ergebnis
«a; fithrt, dann ist das System nach der Messung nicht mehr im Zustand |¢), sondern im
Zustand |a;). Mit anderen Worten, der Mefiprozess projeziert das System, welches sich
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urspriinglich im Zustand |¢) befand, der eine Uberlagerung aller moglichen Eigenzustéinde
von A war, auf einen einzigen dieser Eigenzustdnde, ndmlich genau |a;), falls die Messung
den Wert «; ergab. Dieses Phianomen bezeichnet man mitunter auch als Zustandsreduk-
tion oder Kollaps der Wellenfunktion durch den Mefiprozess. Der Mefiprozess stellt
daher einen Eingriff in das System dar, der dessen Zustand verédndert.

Wir kénnen uns diesen Sachverhalt an einem Gedankenexperiment verdeutlichen. Wir
stellen uns eine Meapparatur fiir die physikalische Eigenschaft A vor. Eine Messung
dieser Eigenschaft kann jeden méglichen Eigenwert «; aus dem Spektrum der Eigenwerte
des Operators A ergeben. Falls wir aber diesen Wert nicht auslesen, so haben wir auch
keinen Eingriff am System vorgenommen. Das System verbleibt im Zustand |¢)), welcher
gemiB Gl. (3.62) eine Uberlagerung aller moglichen Eigenzustinde |a;) zum Operator
A darstellt, vgl. Abb. 3.2.

A ay
> —= . > P>

Abbildung 3.2: Meapparatur fiir die Eigenschaft A. Der Mefwert wird nicht ausgelesen.

Wie kénnen wir aber entscheiden, welchen Wert die Observable A bei einer gegebenen
Messung tatséchlich annehmen wird, d.h. welcher Eigenwert a; gemessen wird? Mit an-
deren Worten, wie konnen wir das Meflergebnis auslesen? Dies erfordert, dass wir einen
Eingriff in das System machen. Dies kann z.B. in Form eines Filters geschehen, der
alle moglichen Meflergebnisse mit Ausnahme des Ergebnisses «; verwirft. Dies wiederum
bewirkt, dass wir das System auf einen speziellen Eigenwert des Operators A festlegen, in
diesem Fall o;. Der Zustand |¢)) wird durch die Messung auf den Zustand |«;) projeziert,
vgl. Abb. 3.3.

Filter

|
I\+ a>
|

L

e Q o

> —=

Abbildung 3.3: Messung der Eigenschaft A. Ein Filter erlaubt lediglich das Resultat «;.
Der Zustand des Systems nach der Messung ist |a;).

Man beachte, dass, sofern wir das System nicht so praparieren, dass |¢)) identisch mit
|a;), also schon im betreffenden Eigenzustand des Operators A ist, das MeBergebnis nicht
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3.2 Axiome der Quantenmechanik und MefBprozesse

in allen Féllen «; sein wird, sondern nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit w(a;|y) <
1. Mit der Wahrscheinlichkeit 1 — w(a;|9) wird das Ergebnis der Messung nicht «; sein,
d.h. der o;—Filter aus Abb. 3.3 wird das MeBergebnis verwerfen.

Sobald jedoch das Ergebnis «; gemessen wurde, wird der Zustand des Systems auf den
entsprechenden Eigenzustand |«;) projeziert. Dies 148t sich mathematisch wie folgt zeigen.
GeméB Gl. (3.62) ist der Zustand des Systems bei Messung des Ergebnisses «; genau dem
Anteil in der Uberlagerung (3.62) proportional, der dem Eigenzustand |a;) entspricht, der
also durch die Messung “herausgefiltert” wurde,

[Pai) ) = Plaw) [¢) = |aa){aly) = clai) . e ={aily) € C. (3.65)

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass es sich bei |P(q;) %) um einen eigentlichen
Zustand handelt, der auf Eins normiert werden kann. Dies erfolgt geméfl

P ;) P P 1e% 1 - c
) = ) > = LI L Payu) = o,
VP elPlog ) Vo I 'C'
falls die Eigenzustidnde |o;) schon auf Eins normiert sind, (a;|a;) = 1. Fiir das letzte

Gleichheitszeichen haben wir Gl. (3.65) benutzt. Es stellt sich also heraus, dass der Zu-
stand bei Messung des Ergebnisses «; bis auf eine komplexe Zahl ¢/|c|, die den Betrag
Eins hat, mit dem Zustand |o;) iibereinstimmt. Komplexe Zahlen vom Betrag Eins ha-
ben die Darstellung z = €, mit ¢ € R. Man sagt auch, |¢)') und |o;) stimmen bis auf
einen komplexen Phasenfaktor, oder kurz eine komplexe Phase, iiberein. Solche Phasen
beeinflussen natiirlich die physikalischen MeBergebnisse nicht. Z.B. ist |¢/') wie auch |o;)
Eigenzustand zum Operator A mit Eigenwert «;, wie man sich leicht iiberzeugt.

Nach der Messung des Ergebnisses «; ist das System also in einem Zustand [¢)), der bis
auf eine komplexe Phase mit dem Eigenzustand |«;) identisch ist. Nochmalige Messung
von A ergibt nun mit Sicherheit, also mit Wahrscheinlichkeit Eins, wieder das Ergebnis
Qy,

2

A ') = A i) = o [, w(ogy') = {au[)|* = ’i {ag|a))> = 1.

] |

Die Wahrscheinlichkeit, ein anderes Ergebnis «; ¢ # j, zu messen, ist null,

2

w(oyly') = Key[e)* = || Heylaa)* =0, i#j,

wobei wir (oj|oy) = 6(4,j) mit ¢ # j ausgenutzt haben. Der diesen Gleichungen entspre-
chende Sachverhalt ist in Abb. 3.4 bildlich dargestellt.

Wir berechnen nun den Erwartungswert der Observablen A im Zustand [¢)). Gemafl
Definition ist dies

WAl = wiam (1) zamw\amﬂw S asltestorr

S ajwiaso). |

J

95



3 Grundlagen der Quantenmechanik

Filter Filter
Al . | Al

q; ‘a,‘> ai
@ I e >

i lo; >

0>

a
(I .

Abbildung 3.4: (a) Wiederholte Messung der Eigenschaft A mit dem Resultat «;. Der
Zustand des Systems nach der zweiten Messung ist ebenfalls |a;). (b)
Wiederholte Messung der Eigenschaft A mit dem Resultat «;, ¢ # j. Der
Zustand nach der zweiten Messung ist der Nullvektor |0).

Der letzte Ausdruck kann wieder statistisch interpretiert werden: der Erwartungswert
(1| A|t) entspricht dem statistischen Mittelwert aus allen Messungen der Observablen
A, die jeweils mit Wahrscheinlichkeit w(c;|)) auf die Ergebnisse o fithren. Wenn wir
diesen Mittelwert mit (A) bezeichnen, gilt die Identitét

(A) = (Y| Aly) |

wobei die spitzen Klammern auf der linken Seite den statistischen Mittelwert bedeuten,
wihrend sie auf der rechten Seite fiir den quantenmechanischen Erwartungswert stehen.

Eine weitere Schreibweise fiir den Erwartungswert ergibt sich mit Hilfe des Projekti-
onsoperators auf den Zustand [¢), P(¢) = |[¢)(¢)]:

(w1l = S wlAlas) as1e) = S taslo) wlAlay) = el P6) Alay) = Tr [Pv) 4]

J J J

wobei wir die Definition (3.61) der Spur benutzt haben.

Die Schwankungsbreite der Messung der Observablen A im Zustand [¢)) ist definiert
durch

AR = <w|212|¢>—<¢|fll¢>2=z<¢lﬁ2l%><%lw>—IIWIAI%M%IWI

J J

) io‘? (o ) — [i aj<¢|aj><aj|w>]2

J J

iaiwww - [i oqw(ozjw)r = (A7) — (4)?

J J

wobei wir beim letzten Gleichheitszeichen wieder die statistische Interpretation der Mes-
sung der Observablen A bzw. A% benutzt haben.
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Definition: Die Observable A heifit im Zustand |¢)) scharf mef3bar, wenn
2 _
AA%=0.

Satz: Eine Observable A ist in einem Zustand |¢/) genau dann scharf mefibar, falls dieser
Zustand ein Eigenzustand des zur Observable gehérenden Operators A ist. Im Falle von
entarteten Eigenzustinden ist |¢)) eine Superposition dieser Eigenzusténde.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass [¢) ein Eigenzustand des Operators A ist. Dann
gilt R

Alp) = aly),
wobei « der zum Eigenzustand |¢) gehorende Eigenwert ist. Per Definition gilt fiir die
Schwankungsbreite

AAT = (| A%)p) — (D] A[)* = @*(W[y) — *(Y[y)* =

wobei wir angenommen haben, dass der Zustand |¢) auf Eins normiert ist.
Wir nehmen nun an, dass die Schwankungsbreite AAi = 0 ist. Dann gilt mit der

Spektraldarstellung (3.40) des Operators A und nach Einschieben einer vollstéandigen
Eins von Zustédnden |o;),

- <w Qfanww—<w\fx|w>i|aj><aj|> w>
‘)

- <w i (o = LAY ) o)
= 13 (o = 01419 (o~ 14109 kg ol

0 = @l - Al = (o] (4~ wid) o

L J

= St (a5 = 110)) Jeh e

= 3 (o = A" wlaesle) = 3 (o) - w1A1) wlalo).

J J

wobei wir von der drittletzten zur zweitletzten Zeile die Orthonormalitét (a;|a;) = 6(4, j)
der Zusténde |a;) ausgenutzt haben. Da alle Summanden > 0 sind, muss also fiir eine
verschwindende Schwankungsbreite gelten, dass

(o = (1Al ) wloghe) =0 ¥

Nun bilden die Zustdnde |o;) eine Orthonormalbasis von H. Dies bedeutet aber, dass
wenigstens fiir ein bestimmtes j = k gilt (ag|t)) # 0, also w(agly) > 0. Damit obige
Bedingung erfiillt werden kann, miissen wir dann fordern, dass

ar = (Y| AJY) .
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Fiir alle anderen j # k gilt w(a;|¢) =0, also (a;]y) = 0. Damit muss [¢/) = |ay) sein.
Falls es mehrere j gibt, z.B. 0.B.d.A. j = 1, ..., p, fiir die (o |¢p) # 0, also auch
w(aoy|y) > 0 ist, so muss fiir all diese j gelten

aj=WlAlY)=ap Vji=1,...,p.
Damit ist |¢)) eine Superposition von entarteten Eigenzustinden zum Eigenwert ay,

P

W)= cilay), G eC, Alay)=arla) Vi=1,...,p.

J=1

Da die Eigenzustidnde orthogonal sind, gilt w(a;lyy) =0 V j > p, d.h. es treten keine
weiteren Zusténde in der Superposition auf, q.e.d.

3.2.3 Gleichzeitige MeBbarkeit von Observablen

Wir betrachten eine aufeinander folgende Messung zweier Observablen A, B in einem
Zustand [¢). Messen wir zundchst B, mit dem MefBergebnis 3;, so projezieren wir nach
dem im vorangegangenen Abschnitt Gesagten den Zustand |¢) auf den Eigenzustand |3;)
des Operators B, A )

Bly) — B3; P(8;) [4) = 6; 18;)(B;14) -
Beziiglich des MeBergebnisses fiir die Observable A ist dieser Zustand noch nicht festgelegt,

dies geschieht durch anschlieBende Messung der Observablen A, die fiir ein Ergebnis «;
den Zustand auf den Eigenzustand |«;) von A projeziert,

AB) — B APB) ) = B A16;)(31v)

— B i P() [6;)(B5]¢) = o B |ew){esl ) (5;]¢) - (3.66)

Fiihren wir dagegen die Messung in der umgekehrten Reihenfolge durch, so gilt unter der
Annahme gleicher Meflergebnisse

BAW) — OziBI:D(Ozi) |¥) = o Bla){oult))
—  a; B P(8;) |ai)(aulv) = i 55 |5;) (Bjlaa) (aulv) (3.67)

Dies ist i.a. von der ersten Messung, Gl. (3.66) verschieden, denn
i) (il B) (B140) = 9 (8;) (el Bi) ey 7 (aa) (il B5)"195) = 185)(Bjle) (eulh) -

Falls aber der Kommutator [A, B] = 0, so wissen wir nach dem in Abschnitt 3.1.5 bewie-
senen Satz, dass A und B ein gemeinsames System von nicht entarteten Eigenzustéinden
besitzen. Wir bezeichnen diese mit |«;, §;), um anzudeuten, dass

A i, B5) = o |, B5) B lovi, B;) = Bj |, B) -

In diesem Fall spielt die Reihenfolge der Messung von A und B keine Rolle, wie wir uns
leicht {iberzeugen. Zunéchst legt die Messung von B den Mefiwert (Eigenwert) f; fest,
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aber solange wir A noch nicht gemessen haben, ist der Zustand hinsichtlich des Meiwerts
(Eigenwerts) «; unbestimmt. Der Zustand nach Messung von B mit Ergebnis ; ist immer
noch eine Uberlagerung der Zustinde zu allen moglichen Eigenwerten von A,

BIo) — 8, B(8,) |0) = 5, 18,)(5,]¢) = 5, ¥ s B5) s B0

Wenn wir dann noch A messen, wird auf einen Zustand |«;, §;) zu festgelegtem Eigenwert
«; projeziert,

ABp)y — B APB)|v) = B; AIB)(Bi|v) = B A¥ |, ;) (aw, B 1)
— oy 5]' |Oéi7ﬁj><%‘,5j|1/1> .

Dies ergibt natiirlich das gleiche, wie wenn wir die Messung in umgekehrter Reihenfolge
durchfiithren wiirden,

BA ) — %BP(%’) ) = Oéié i) (i) = O‘iéi |lvi, Be) (s, Be|))

4

— o B o, B) e, B0) = ABY) .

Dies muss natiirlich so sein, da das Verschwinden des Kommutators AB=BA impli-
ziert. Man bezeichnet Observable, bei denen Kommutator der zugehorigen Operatoren
verschwindet, als sog. vertrigliche Observable. Umgekehrt heiflen Observable, fiir die
[A, B] # 0, nicht vertriigliche Observable.

Definition: Die Observablen A, B, ..., M bilden einen vollstindigen Satz vertrégli-
cher Observablen, d.h. die entsprechenden Operatoren A, B e M bilden einen maxi-
malen Satz kommutierender Operatoren, wenn es genau ein gemeinsames System von
Eigenzustanden |y, 5;, .. ., i) gibt.

Definition: Ein reiner Zustand wird durch Messung eines vollstdndigen Satzes ver-
traglicher Observablen préapariert,

Aé"'MWJ) - Oézﬁj"'Mkp(&z7ﬁj,---7l~bk)|1/f>
= B ke, By ) (s, By, s pe|)
= o B (e, By, ) o, By )
~ e By k) = ) -

Nach dem in Abschnitt 3.2.2 bewiesenen Satz, konnen zwei vertrigliche Observable A, B
in einem ihrer gemeinsamen Eigenzusténde, also insbesondere in einem reinen Zustand
|p) gleichzeitig scharf gemessen werden, AA?J = AB?J = 0. Umgekehrt besitzen nicht
vertrégliche Observable kein gemeinsames System von Eigenzusténden. In einem beliebi-
gen Zustand |t) wird daher entweder AA7, oder AB; oder beide von null verschieden
sein. Dies werden wir im folgenden Abschnitt ndher ausfiihren.
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3.2.4 Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation

Seien 121, B zwei hermitesche Operatoren mit nicht verschwindendem Kommutator,
[A, B] = —ihC .
Es gilt aufgrund der Hermitezitit von A, B,
WOt — A Bl = (AB— BAY = BIAT — ATB — (B, ATl = [B. A = —[A. B = inC" |

also ist auch C hermitesch, C = C'. Wir definieren die Operatoren

Ay = A-(WlAl),
By = B (wlBlu). (3.65)
Da hermitesche Operatoren reelle Eigenwerte besitzen, sind auch AAw und ABw hermi-
tesch, ) ) ) )
AAy=AAl . AB,=AB] .
Es gilt
[AAy, ABy = [A, Bl = [(0[Alp), B] = [A, (¢|Bl$)] + (L[ A]e), (|B|)]
— [A, B] = —ih(C, (3.69)

weil der Kommutator von Operatoren mit Zahlen oder von Zahlen mit Zahlen natiirlich
verschwindet. Mit den in Gl. (3.68) definierten Operatoren lassen sich die Schwankungs-
breiten der Observablen A, B im Zustand |¢)) schreiben als

AR = (] (A= WIlA)) 10 = wIAAY)

AR = (0] (B~ (w1Blo)) ) = (WIABw)
Wir definieren nun den Operator

D =AA, +i\ABy,
wobei A € R. Dieser Operator ist nicht hermitesch,
D' = AAl —iX*AB] = AAy, —iAABy # D,
aber das Produkt mit seinem adjungierten Operator ist hermitesch,
(DDY = DDV = DD |

Die Erwartungswerte dieses Operators sind stets positiv semidefinit,

(W|D1DJy) = jw@*wwﬂw - i«onmwv«mmw - j (oul DIV = 0.

n
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Daher gilt

0< (WD'DY) = (Y(AAy —iXABy)(AAy +iX ABy)JY)
= AA + N AB2 4+ (Y|[AAy, ABy]|Y)
= AAL+ N AB] +i) (Y|[4, Blv)
= AAZ + NABZ+ B (0|Cl)
= AAL+ XN ABL 4+ 1A (C) = 1,(N), (3.70)

wobei wir von der zweiten zur dritten Zeile Gl. (3.69) benutzt haben. Falls ABJ > 0, ist
I;()\) eine nach oben offene Parabel, die die A—Achse héchstens in einem Punkt beriihren
darf (fiir das Gleichheitszeichen), aber nie schneidet. Die positive Semidefinitheit von
I,(A\) muss fiir alle A € R gelten, also insbesondere auch fiir das Minimum g von (),

d h{C)
O:a[d’()‘)‘)\:)\o:2)‘0ABi+h<C> — )\OI_ZAB?p .
Am Minimum gilt also
hQ <C>2 hQ <C>2 h2 <C>2
< = LT e AR el A= 2 _

0= o) =84+ Kz~ 5 apz = A0 T T A

oder )

I A 1 P
AALAB > T ({01 = S04, B)Jy)*. (3.71)

Da alle links und rechts auftretenden Grofien positiv semidefinit sind, kénnen wir die
Wurzel ziehen und erhalten

Ay By > T |wich)| = 5|14 Bllw)| (3.72)

Dies ist die Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation in allgemeiner Form.

Beispiel: A =, B = p,, [z, p,] = ih, also C' = —1l. Dann folgt

h h
Ay ABy = Az Ap, > 5 (0] - )] = S{1v) =

no | St

fiir beliebige, auf Eins normierte Zustéande |1).

3.3 Dynamik von Quantensystemen

Bislang haben wir angenommen, dass sowohl Zustdnde als auch Operatoren stationir,
d.h. zeitunabhéngig sind. Damit ist auch der Meprozess unabhéngig vom Zeitpunkt,
an dem man die Messung durchfithrt. Quantensysteme koénnen sich jedoch genau wie
klassische Systeme in der Zeit fortentwickeln, d.h. ausgehend von einem Zeitpunkt ¢ = ¢
hin zu Zeiten t > ty. Solange im Zeitintervall [ty, t] keine Messung vorgenommen, d.h. das
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System durch diese Messung beeinflusst bzw. gestort wird, kann man die Zeitentwicklung
von Quantensystemen mit den im folgenden diskutierten Methoden beschreiben.

Im Unterschied zu klassischen Systemen, in denen typischerweise Teilchen im Laufe
der Zeit Trajektorien im Raum beschreiben, gibt es in der Quantenmechanik prinzipiell
(mindestens) zwei Moglichkeiten, die Zeitentwicklung zu beschreiben, namlich entweder
als Entwicklung der Zustdnde des Hilbert-Raumes mit der Zeit oder der der Operatoren
auf dem Hilbert-Raum mit der Zeit. Im ersten Fall spricht man vom sog. Schrédinger-
Bild, im zweiten vom sog. Heisenberg-Bild. Es gibt aber auch die Moglichkeit, sowohl
Zusténde als auch Operatoren als zeitabhéngig zu betrachten. Dies geschieht im sog.
Wechselwirkungs- oder Dirac-Bild.

3.3.1 Schrédinger-Bild

Wir priaparieren zum Zeitpunkt ¢ einen reinen Zustand |1 (%y)), haben also per Definition
die quantenmechanisch maximal mdogliche Information iiber diesen Zustand. Seine
Zeitentwicklung wird nun durch die Gleichung

A

[(2)) = U(t, to) [¢(t0)) (3.73)
beschrieben, wobei U (t,to) der sog. Zeitentwicklungsoperator ist.
Eigenschaften:

(i) Fiir den entsprechenden Zustand im dualen Hilbert-Raum gilt
A T
WO = Wto)l [U(tt0)]

(ii) Wir fordern, dass die Norm des Zustands in der Zeitentwicklung erhalten bleibt,

(W®)(@) = (W(to)[¥(to)) -

Daraus folgt sofort, dass

WOR0) = ()] [00,10)] Tl t)lb(r0)) = ol oto))

also
A T A t - -1
[U(t, to)} Ot t) =1 = [U(t,to)] — [U(t, to)] , (3.74)
d.h. der Zeitentwicklungsoperator ist unitér.
(iii) Solange die Zeit nicht fortgeschritten ist, soll der Zustand unveréndert bleiben,

A

Ulto,to) = 1. (3.75)

iv) Die Zeitentwicklung von ¢, nach ¢ ist identisch mit der von ¢ zu einem Zeitpun
iv) Die Zeitentwicklung von o nach ¢ ist identisch mit d t inem Zeitpunkt
t’, gefolgt von der von t' nach ¢,

Ut to) = UL, t) U, to) - (3.76)
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(v) Kombinieren wir die Eigenschaften (iii) und (iv), so folgt
. . . R -1 R t
L= Ulty,t) Ult,ty) <= Ult,ty) = [U(to,t)} — [U(to,t)] . (377

wobei wir im letzten Schritt die Unitaritit, Eigenschaft (ii), ausgenutzt haben.

(vi) In abgeschlossenen Systemen kann U(t,t,) nur von der Zeitdifferenz t — t,
abhéngen,

A ~

Ut ty) = Ut —to) . (3.78)

Wir betrachten eine infinitesimale Entwicklung in der Zeit, also von einem Zeitpunkt
t zu t + dt. Der Zeitentwicklungsoperator U(t + dt, t) sollte sich beziiglich seines ersten
Arguments nach Taylor entwickeln lassen,

. . 0 - 0 -
U(t+dt,t) = U(t, t)+ B Ut,t)]  dt+0(dt?) = 1+ 5 U, t)  dt+0(dt?), (3.79)
t=t t=t
wobei wir Eigenschaft (iii) ausgenutzt haben. Andererseits sind infinitesimale unitére
Transformationen aber auch wie in Gl. (3.55) angegeben darstellbar,

U=1+4iAF+0(\?).

Identifizieren wir den Entwicklungsparameter A mit d¢ und bezeichnen den hermiteschen
Operator F' mit —H(t)/h, so erhalten wir durch Vergleich mit Gl. (3.79)

o . i
o Ut 1) =k H(t). (3.80)

Dies ist zunéichst einfach die Definitionsgleichung fiir den hermiteschen Operator H(t)
auf der rechten Seite. Es wird sich aber herausstellen, dass H(¢) mit dem Hamilton-
Operator zu identifizieren ist. Zunéchst setzen wir Gl. (3.80) in Gl. (3.79) ein und erhal-
ten

A~

Ut +dt,t) =1 — %Fl(t) dt + O(dt?) . (3.81)

Diese Gleichung liefert eine Bewegungsgleichung fiir quantenmechanische Zustéinde
|1(t)). Setzen wir sie namlich in Gl. (3.73) ein, so erhalten wir

ot + dt)) = D(¢ + dt, 1) [(1)) = (11 ~ dt) [(6)) + O(de?)

bzw. nach Umstellen der Terme

U dn) — o)
dt
Fiir infinitesimales dt wird aus dem Differenzenquotienten auf der linken Seite gerade die

Ableitung nach der Zeit. Unter Vernachlissigung hoherer Terme in dt erhalten wir die
zeitabhingige Schrodinger-Gleichung fiir Zustéinde des Hilbert-Raumes,

(1) [9(1)) + O(dt) .

ih S () = ih (1) = H ) () (3.82)
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Daraus 1a8t sich die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung in Ortsdarstellung, Gl. (2.8),
ableiten. Wir bilden zunéchst das Skalarprodukt mit einem Ortszustand (7|, wobei wir
aber auf der rechten Seite zwischen H(t) und |¢(t)) noch einen vollstéindigen Satz von
Ortszustédnden nach Gl. (3.14) einschieben,

(it 5 10(0) = if o (L) = [ 5 FLAON) 00

Hierbei haben wir auf der linken Seite die Zeitableitung mit dem zeitunabhéngigen Orts-
zustand (7] vertauscht, sind dann aber zur partiellen Zeitableitung iibergegangen, um
klarzustellen, dass die durch (7| eingefiihrte Ortsabhéingigkeit des Ausdrucks rechts von
der Zeitableitung nicht mitdifferenziert werden darf. Mit der Definition (3.18) der Wel-
lenfunktion in Ortsdarstellung liest sich das Resultat nun wie

ih%w(tﬁ) - / BF (FIH()|[FY (t, 7). (3.83)

Nun miissen wir noch das Matrixelement (7|H(t)|7’) = H(t,7,7') des Hamilton-
Operators in Ortsdarstellung berechnen. Wir setzen die darstellungsfreie Form des
Hamilton-Operators,

)
_r

m
also die Form, in der wir uns noch nicht auf die Darstellung von Impuls- oder Ortsoperator
festgelegt haben, in das Matrixelement ein,

H(t) +V(t,7),

~

=2

(FIH @) = (Flg—mlf’> + (Pt D)) (3.84)

Die Auswertung des zweiten Terms ist nicht weiter schwierig: wir nehmen an, dass V' (¢, 7%)
eine Potenzreihendarstellung im Operator 7 besitzt,

V(7 =Y ua(t)rm,

so dass
(FIV LAY =Y o) FIFE) =D o) FIFTE) = o) 7 FIE)
= V(t,7)dOF—7) =Vt 7) B F -7, (3.85)

wobei wir die Eigenwert-Gleichung fiir den Ortsoperator,
rl) =7

und die Orthonormalitét (3.15) von Ortszustéinden benutzt haben.
Zur Auswertung des ersten Terms in Gl. (3.84) miissen wir noch einen vollsténdigen
Satz von Impulszustdnden, Gl. (3.19) einschieben,

ALy = (e e = o5l winer
2m 2m

-9 .
7 1 [,
= /d?’p%@ﬂh)g exXp {ﬁp-(r—r')} )
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3.3 Dynamik von Quantensystemen

wobei wir Gl. (3.25) benutzt haben. Zur Auswertung des Impulsintegrals ersetzen wir
p = —ih ﬁr, da dies auf die nachfolgende Exponentialfunktion wirkend eine Identitét
darstellt. Dann konnen wir den Laplace-Operator aus dem Integral herausziehen und das
Integral mit Hilfe der Orthonormalitétsrelation fiir ebene Wellen ausfiihren,

59 2 3 . 2
— p —/ h’ d p 1 — — —/ . h (3) — —/
== —— A, [ —— — P (F— =—— A — 7).
{r om ) 2m T/ (2mh)3 P [hp (r=r )} 2m PO (=)

Man beachte, dass der Laplace-Operator formal auf die Delta-Funktion wirkt. Setzen wir
dies sowie Gl. (3.85) in Gl. (3.84) ein, so erhalten wir

(FIH(t)]7") = {—Qh—m A, +V(t, 'F’)] SO (F— 7Y . (3.86)

Setzen wird dies in Gl. (3.83) ein, so kénnen wir die Integration iiber d*7’ aufgrund der
Delta-Funktion direkt ausfithren und erhalten letztendlich die zeitabhingige Schrodin-
ger-Gleichung in Ortsdarstellung,

2

ih%w(ti’) - [—;—m A, +V(t,F)} W(t,7) . (3.87)

Analog zur zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung (3.82) fiir Zusténde |¢(t)) € H kann
man auch eine Bewegungsgleichung fiir Zusténde (1 (t)| € H* aufstellen,

d

—th - (¥(t)]| = —ih (W) = (WO H'(t) = (W) H(t) (3.88)

da der Hamilton-Operator hermitesch ist. Aus den Glgen. (3.82) und (3.88) leiten wir eine
Bewegungsgleichung fiir den Projektionsoperator P(1(t)) auf den Zustand |1 (t)) ab,

ﬁ(w(t))=%f3(¢(t)) = & (W)@ = RN L@ + ) ()]

(1), P = 1 [P, 0] - 389)

Dies ist die sog. von Neumannsche Differentialgleichung fiir den Projektionsoperator
Pl ().

Die bisher betrachtete Art der Zeitentwicklung von Quantensystemen bezeichnet man
als Schrodinger-Bild. Darin sind die Zustinde zeitabhéngig, wihrend die Operato-
ren, abgesehen von einer moglichen expliziten Zeitabhingigkeit, zeitunabhingig sind,

dA  9A
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3 Grundlagen der Quantenmechanik

3.3.2 Zeitentwicklungsoperator

Wir wollen nun den Zeitentwicklungsoperator U (t,to) explizit bestimmen. Dazu betrach-
ten wir die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung (3.82) und setzen die Definition (3.73)
des Zeitentwicklungsoperators ein,

i LBt 1) [0(t0)) = H(E) O (t 1) [ (ko))

dt
Da der Anfangszustand |1(tg)) beliebig war, muss dies fiir jeden Zustand [ (ty)) gelten.
Wir kénnen daher den Zustand weglassen und erhalten eine Bewegungsgleichung fiir
den Zeitentwicklungsoperator,
d - N N

zhE Ul(t, to) = H(t)U(t, 1) . (3.91)
Falls H (t) nicht explizit von der Zeit abhéngt, H (t) = H, kann der Anfangszeitpunkt
to keine Rolle spielen und der Zeitentwicklungsoperator darf lediglich von der Differenz
t —to abhéngen. Dann 148t sich die Losung der Bewegungsgleichung (3.91) sofort angeben:

Ut tg) = Ut —ty) = exp l—% H(t— to)} . (3.92)

Falls H jedoch explizit zeitabhéngig ist, muss man anders vorgehen. Wir integrieren die
Bewegungsgleichung (3.91) formal unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung (3.75),

. t
o0l Otto) =17 [ by () Ut t0).

to
Unter dem Integral konnen wir diese formale Losung erneut einsetzen. Iterieren wir diesen
Prozess, so erhalten wir die sog. von Neumann-Reihe

R i t N i 2 t ) t1 . .
Ot = 1-p [anaie)+ (~5) [ [ i) O
to

to to
= =14 UM (tt), (3.93)
n=1

mit
R ’l n t t1 tnh—1 R R R
U™ (t,t,) = <——) /dt1/ dtg---/ dt, H(ty) H(ts)--- H(ty) . (3.94)
h to to to

Hierbei ist zu beachten, dass fiir die Integrale eine sog. Zeitordnung besteht, t > t; >
tg > -+ >1t, > tyo. Wir definieren den sog. Zeitordnungsoperator

At) B(ts), t1 >ty

T (A(tl)f?(tg)) - { B Al bt (3.95)

d.h. fiir ein Produkt von Operatoren werden die einzelnen Operatoren durch den Zei-
tordnungsoperator so angeordnet, dass die zu fritheren Zeiten gehoérenden rechts von
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3.3 Dynamik von Quantensystemen

Abbildung 3.5: Zum Integrationsvolumen im zweiten Term der von Neumann-Reihe
(3.93).

den zu spéteren Zeiten gehorenden stehen. Mit anderen Worten, die zu fritheren Zei-
ten gehorenden Operatoren werden zuerst auf die rechts von ihnen stehenden Zusténde
angewendet.

Betrachten wir nun das Doppelintegral im zweiten Term der von Neumann-Reihe (3.93).
Das Integrationsvolumen ist in Abb. 3.5 (griine Flache, t; > t3) veranschaulicht. Ganz
offensichtlich deckt man das gleiche Integrationsvolumen ab, wenn man, anstelle zuerst
tiber ¢y von ty bis ¢; (roter Streifen) und dann {iber ¢; von ¢, bis ¢t (also iiber alle rote
Streifen) zu integrieren, zuerst iiber ¢; von ¢y bis ¢ (blauer Streifen) und dann iiber ¢y von
to bis t (also iiber alle blaue Streifen) integriert. Mathematisch kann man dies wie folgt
ausdriicken,

t t1 R N t t R R t t R R
to to to t2 to t1

wobei wir im letzten Schritt nur die Benennung der Integrationsvariablen vertauscht ha-
ben, t; < t5. Das Doppelintegral im zweiten Term der von Neumann-Reihe 148t sich mit
diesem Zwischenergebnis wie folgt umschreiben,

t t1 R
/ dt / dts H (1) / dt, / dts H(t)) H(ts) + / dt / dts H (ts) H(t)
to to

- 1 /t /t ity dty [ (1) (1) Bt — 1) + H(12) H (1) 0t —1)]  (3.96)

- %/t: /t:dtl dt2T<FI(t1),ﬁ(t2)> , (3.97)

wobei wir im vorletzten Schritt die Integrale durch Einfiihren von Theta-Funktionen, die
die Integralgrenzen in der richtigen Art und Weise beschneiden, zusammengefafit haben.
Im letzten Schritt haben wir schlieBlich noch die Definition (3.95) des Zeitordnungsope-
rators ausgenutzt.
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3 Grundlagen der Quantenmechanik

Das Ergebnis (3.97) fiir den zweiten Term der von Neumann-Reihe 148t sich auf alle
Terme verallgemeinern. Wir erhalten damit einen alternativen Ausdruck fiir Gl. (3.94),

U™ (t,to) = ( )/dt1 /dt T H(t) - ﬁ(tn)). (3.98)

Ziehen wir den Zeitordnungsoperator vor das Integral, so erkennen wir, dass die von
Neumann-Reihe (3.93) fiir den Zeitentwicklungsoperator nichts anderes ist als die zeitge-
ordnete Version der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion,

Ult.ty) = L+ U™ (1)

n=1

_ “*Tini(_‘) /dt1 /dt H(ty) - A ()

1

T exp [—ﬁ/to at' H(t' )} . (3.99)

Spezialfille:

(i) Der Hamilton-Operator zu verschiedenen Zeiten vertauscht miteinander

A

[H(t), f](t’)} =0 Vtt.

In diesem Fall spielt die Zeitordnung keine Rolle, wir kénnen den entsprechenden
Operator einfach weglassen,

Ult, ty) = exp{ ﬁ/to At H(t )} .

(ii) Fiir ein abgeschlossenes, konservatives System ist der Hamilton-Operator zeitun-
abhéngig, H(t) = H, bzw. 0H /0t = 0. Dann ist das Zeitintegral im Exponenten
trivial ausfithrbar,

U (1) = exp {—% (- to)] = 0(t—1o),

im Einklang mit Gl. (3.92). In diesem Fall ist die Entwicklung der Eigenzustinde
|E,) des Hamilton-Operators,

H|E,) = E, |E,) ,

mit der Zeit sehr einfach:

Ba(®)) = Ut — to) | En) = exp [—ﬁ (- m)} B, = exp [—ﬁ B, (t - m)} IE,) .
(3.100)
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3.3 Dynamik von Quantensystemen

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein System, welches zu einem Zeitpunkt t, im Zustand
|En(ty)) = |E,) war, zu einem spéateren Zeitpunkt ¢ > ¢, immer noch in diesem
Zustand ist, lautet gemafl Axiom (v) der Quantenmechanik

W(E|Eu(t)) = [(EuEn(t))]? = |(Eyle P10 )|
e i Bt (B B2 = (Bu| B2 =1,

d.h. das System bleibt auch fiir spétere Zeiten mit Sicherheit in diesem Eigen-
zustand. Mit anderen Worten, Eigenzustidnde des (zeitunabhéngigen) Hamilton-
Operators sind stationér.

Fiir beliebige Zustéinde

?

(0 =) S B Bl

Ut t0) (o)) = exp [

_ zﬁe—%En<t—t0>|En><En|¢<to>>

n

gilt dies nicht mehr. Die Wahrscheinlichkeit, dass das System zum Zeitpunkt ¢ > ¢
immer noch im Zustand |¢ (o)) ist, lautet

Wb (ta)(t)) = (ko) (1))
- je%En“t°><¢<to>|En><En|w<to>>

< j (B (to)) ?

also w(¥(to)|1(t)) < 1; die Wahrscheinlichkeit, dass das System im urspriinglichen
Zustand verbleibt, ist kleiner oder gleich Eins.

2 2

S e B, (o))

n

2 2

= [(@(to) [ (t0))|* =1,

iwaonEannwuo»

n

3.3.3 Heisenberg-Bild

Im Heisenberg-Bild sind die Zustédnde stets stationér,

[Yu(t)) = [Yu) V. (3.101)

Um sie festzulegen, vereinbaren wir, dass ein Heisenberg-Zustand [¢g) zum Zeitpunkt
t =ty mit dem Schrodinger-Zustand |1 (1)) tibereinstimmen soll,

[vm) = [¥(to)) - (3.102)

Die Bewegungsgleichung fiir Heisenberg-Zusténde ist trivial,

S d
Vn) = [¥n) =0. (3.103)
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3 Grundlagen der Quantenmechanik

Gleichung (3.73) fiir Schrédinger-Zustinde kann man mit Gl. (3.102) auch schreiben als

() = U(t,to) [¥m) ,

und damit gilt

-1 N T A
) = [0 10)] (@) = [Tt t0)| (1) = Uto, 1) [65(1)) | (3.104)
wobei wir Gl. (3.77) ausgenutzt haben. Fiir Erwartungswerte eines Operators A gilt dann

WA () = Wu|Ulto, t) AUt t) [Yn) = Wu|Au(t) [¥n) (3.105)

wobei wir den Heisenberg-Operator
A N A A A T oA A -1 ..
Ap(t) = Ulto, ) AU, 1) = [U(t,10)] AT t0) = [U(t10)]  AT(110)  (3.106)

definiert haben. Der Heisenberg-Operator ist zeitabhingig, wihrend die Heisenberg-
Zustande zeitunabhéngig sind. Die Umkehrung von Gl. (3.106) lautet

A= U001, 10) An(t) Ulto, ) = 010, 10) An(t) [000,10)] ' = 000,10 Aut) [O(0.10)]

Physikalische Observable sind im Heisenberg-Bild die gleichen wie im Schrédinger-Bild.
Fiir Erwartungswerte, Gl. (3.105), ist dies klar, denn der Heisenberg-Operator (3.106)
ist genau so definiert worden, dass er denselben Erwartungswert wie der entsprechende
Schrodinger-Operator hat. Es gilt aber auch fiir beliebige Skalarprodukte

(Wrleon) = WOt to) Ulto, ) o(t)) = (b (1) (1)) ,

wobei wir Gl. (3.77) benutzt haben. Auch Vertauschungsrelationen (d.h. Kommutatoren)
behalten formal ihre Gestalt (wir unterdriicken der Einfachheit halber die Zeitargumente

von U(t, ty)):
= Ut (AB—BA)U:UT[A B]U ATCA'UECA(H,
wobei [A, B] = C' der Kommutator im Schrédinger-Bild ist.
Heisenberg-Operatoren geniigen einer Bewegungsgleichung, die wir aus der Definiti-

on (3.106) ableiten konnen. Unter Beriicksichtigung der Glgen. (3.90) und (3.91) erhalten
wir

dt dt dt
_ lpigaoso (ZA o Ltoiano
h ot h
oy A iy s 04k
U {h[H’ Al + T }U_ h[HH’ Ayl + % (3.107)
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3.3 Dynamik von Quantensystemen

wobei A R
A L OA .
94n _ 1945

ot ot

die Definition der partiellen Zeitableitung des Heisenberg-Operators darstellt. Gleichung
(3.107) 148t sich noch ein wenig umformen,

d .o, 0A

(3.108)
Dies ist die sog. Heisenbergsche Bewegungsgleichung fiir den Heisenberg-Operator
Ap(t).

Spezialfall: 9H /0t = 0, also U(t, ty) = exp[—+ H (t — t)]. Dann verschwindet der Kom-

mutator [I;T U ] = 0 und der Hamilton-Operator im Heisenberg-Bild ist identisch mit dem
im Schrodinger-Bild, Hy = H. Fiir einen Heisenberg-Operator gilt

Aﬂﬂzmp%ﬁ@—@}Awp%%ﬁ@—M}.

Erhaltungsgréfien im Heisenberg-Bild sind Operatoren éH, die zeitlich konstant sind,
also fiir die gilt

[CH,ﬁH]:O und %:0,

~

so dass dCy /dt = 0, also Oy (t) = Cy.

3.3.4 Wechselwirkungsbild

Das Wechselwirkungs- oder Dirac-Bild nimmt eine Zwischenstellung zwischen Schro-
dinger- und Heisenberg-Bild ein, indem sowohl Zusténde wie auch Operatoren zeitabhén-
gig sind. Es ist besonders geeignet fiir Systeme, bei denen der Hamilton-Operator in der
Form

H(t) = Hy + Hy(t) (3.109)

geschrieben werden kann. Hierbei stellt H, den zeitunabhiingigen Hamilton-Operator
des ungestorten Systems (meist der eines freien, nicht wechselwirkenden Systems)
und H 1(t) eine (kleine) zeitabhingige Storung dar, die fiir ¢ — 400 verschwinden soll
(und, wenn H, den wechselwirkungsfreien Anteil des Systems représentiert, den Wechsel-
wirkungsanteil enthélt).

Die Idee, die dem Wechselwirkungsbild zugrunde liegt ist die, dass sich Operatoren
wie im Heisenberg-Bild, allerdings unter dem Einflufl von Hy, veréindern, wihrend sich
Zustinde wie im Schrodinger-Bild, allerdings unter dem EinfluB von H 1(t), verdndern.
Wir fithren diese Idee im folgenden mathematisch weiter aus.

Zunéchst wird vereinbart, dass zum Zeitpunkt ¢q die Zusténde in allen Bildern iiber-
einstimmen,

W (to)) = ) = [¥(to)) - (3.110)
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3 Grundlagen der Quantenmechanik

Der Zustand im Wechselwirkungsbild soll sich dann geméaf

[¥n(t)) = Up(t,t') [¥n(t) (3.111)

in der Zeit weiterentwickeln, wobei Up (t,t") der Zeitentwicklungsoperator im Wechselwir-
kungsbild ist. Andererseits soll der Zustand |¢p(t)) zu jedem Zeitpunkt ¢ mit demjenigen
im Schrodinger-Bild iiber die Relation

[p(t)) = Us(to, t) [¥(t)) (3.112)
zusammenhéingen, wobei
Us(t, to) = Up(t — to) = exp {—% Hy (t — to)] (3.113)

der mit dem Hamilton-Operator Hy des ungestorten Systems berechnete Zeitentwick-
lungsoperator ist. Diese Forderung kénnen wir nun benutzen, um Up(¢,t') zu bestimmen.
Wir schreiben unter Benutzung von Glgen. (3.73) (fiir ¢y = t') und (3.112) (fiir t = ¢')

[Wp(t)) = Uo(to,t)\w( )) Uo(to, t) U(t, ') [1b(t'))
= Dylto, ) U(7) [Tolto,t)] " [0n(t)
= Uyl(to, )U( t) Uo(t' o) [p(t')) -

Durch Vergleich mit Gl. (3.111) ergibt sich die explizite Form von Up (t,t),

Up(t,t') = Up(to, t) UL, ) Up(t', to) - (3.114)
Fiir ein ungestéortes (oder wechselwirkungsfreies) System ist H = Hy und U(t, ) =

Us(t, 1), so dass ) ) ) A
Up(t,t') = Up(to, t) Uo(t,t") Up(t', o) = 1,

d.h. die Zustéande sind nach Gl. (3.111) stationér (zeitunabhéngig); das Wechselwirkungs-
bild stimmt mit dem Heisenberg-Bild iiberein.

Da physikalische Observable nicht vom jeweils gewéahlten Bild abhéngen diirfen, miissen
wir z.B. fiir den Erwartungswert eines Operators fordern

(o) Ap(t) [0n(0) = (0] ARb() = Wol0)] [To(t.t0)] " ATu(tto) [0 (1)
= (O] Tolto, ) A [Dtto, )] 1wnle)

wobei wir in der ersten Zeile die von links mit U (¢, to) multiplizierte Gl (3.112) benutzt
haben. Durch Vergleich der linken und rechten Seite lesen wir den Zusammenhang zwi-
schen Operatoren im Wechselwirkungs- und Schrodinger-Bild ab,

Ap(t) = Uylto, 1) A [Uo(to,t)r = exp [% i, (t—to)} A exp {—%ﬁo (t—to)} . (3.115)
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Durch Differenzieren nach der Zeit leiten wir ganz analog wie in Gl. (3.107) die Bewe-
gungsgleichung fiir Operatoren im Wechselwirkungsbild ab,

d . ) . OAp(t
zhaAD(t) = [Ap(t), Ho|] +ih aljf ) : (3.116)
wobei die partielle Zeitableitung als
OAp(t i - 0A i -
a[;( ) _ exp [ﬁ Hy (t — to)} - XD [_ﬁHO (t — to)}

definiert ist. Man beachte, dass der Kommutator in Gl. (3.116) im Gegensatz zur Heisen-
bergschen Bewegungsgleichung (3.108) den ungestérten Hamilton-Operator und nicht
den vollen enthélt.

Aus Gl (3.112) 148t sich per Differentiation nach der Zeit die Bewegungsgleichung fiir
Zusténde im Wechselwirkungsbild herleiten. Wir bemerken zunéchst, dass die Zeitablei-
tung von Gl. (3.113) und ihr hermitesch konjugiertes

d - T o~ o d r- g ra LS (S -

S0t t)) = — Hy Ut o) —[U £t ] :—[U i1 } Ho = < Uy(to,t) Hy |

dto( 0) hoo( 0) T ol o) 3 o(t o) 0 ho(o)o
lauten. Mit diesen Ergebnissen und mit Gl. (3.82) berechnen wir nun die Zeitableitung
von Gl. (3.112):

oo = {5 Gottot) b 00) + Gutto, 0 5 1010
= {5 [one)] '} ooy - 5 dutto. 0 10 00

= L 0(to,t) Ho (1)) — %Uo(to,t) [Iflo - Fh(t)] ¥ (1))

= L0t t) B, ) [D0tt0.)] i (8) = % Hrp(®) Woo(0)

wobei wir im vorletzten Schritt Gl. (3.112) und im letzten die Definition des Wechsel-
wirkungsbild-Operators H; p(t) benutzt haben, vgl. Gl. (3.115). Multiplizieren wir das
Resultat noch mit iA, so erhalten wir die zeitabhéingige Schrédinger-Gleichung fiir
Zustiande im Wechselwirkungsbild,

=

iﬁ% [Un(t)) = ihldn(1)) = Hro(t) [¥n(1)) - (3.117)

Man beachte, dass lediglich der Wechselwirkungsanteil des Hamilton-Operators auf der
rechten Seite auftaucht. Mit dieser Gleichung und ihrem Analogon im dualen Hilbert-
Raum,

—ih ({p(t)| = (Yo ()] Hyp(t) ,
leiten wir analog zu Gl. (3.89) die von Neumannsche Bewegungsgleichung fiir den Projek-
tionsoperator im Wechselwirkungsbild her,

d

= P(yn(t)) =

A

+ 1P(n(0). Hro(t). (118

113
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Zum Schluf} leiten wir noch aus Gl. (3.117) unter Benutzung der Zeitentwicklung (3.111)
fiir Zustiande im Wechselwirkungsbild die Bewegungsgleichung fiir Up (¢, ty) ab,

d A .
Zh&UD(t f}o) HI,D@) UD<t,t0) . (3119)

Diese Gleichung kann man formal integrieren und so, ganz analog zur Diskussion in Ab-
schnitt 3.3.2, einen expliziten Ausdruck fiir den Zeitentwicklungsoperator im Wechselwir-
kungsbild herleiten,

: t
Ul)(t, tO) = T exXp [—%/ dtl ﬁ[7D<tl):| . (3120)

to

3.3.5 Ehrenfestsches Theorem

Das Ehrenfestsche Theorem besagt, dass die Zeitentwicklung der quantenmecha-
nischen Erwartungswerte von Operatoren identisch mit den klassischen Bewe-
gungsgleichungen fiir die den Operatoren entsprechenden Observablen ist. Dies ist
besonders einfach im Heisenberg-Bild einzusehen, gilt aber auch im Schrodinger- und
Wechselwirkungsbild (was wir hier aber nicht beweisen wollen). Im Heisenberg-Bild gilt
fiir einen beliebigen Operator Ay (t) die Bewegungsgleichung (3.108). Wir nehmen den
Erwartungswert dieser Gleichung in einem beliebigen Zustand |¢y).

i S ol An(Olm) = (oul (A, B o) + <¢H|5’AH ) (3.121)

Hier haben wir auf der linken Seite ausgenutzt, dass Heisenberg-Zustédnde zeitunabhéngig
sind, also unter die Zeitdifferentiation gezogen werden diirfen. Wir zeigen nun, dass diese
Bewegungsgleichung fiir die Wahl A= q und A= p auf die kanonischen Gleichungen der
klassischen Hamilton-Mechanik fiihrt. Zunéchst sind weder ¢ noch p explizit von der Zeit
abhéngig, dqy /0t = Opy /Ot = 0, so dass

zh— (Vuldn()|Yu) = ih (cj> = Yy Gu, }}H] i) = (4, ﬁ]> ’
zhE Wulpa®) ) =ik (p) = &u| [P, f]H] i) = ([p, ﬁ]) ’ (3.122)

Da Erwartungswerte vom Zeitentwicklungsbild unabhéngig sind, haben wir den Index
“H” unterdriickt. Desweiteren gilt aufgrund von Ubungsaufgabe 7.3.1 und 7.3.2

. p s dV(q)

H| = Vv = —ih
[p, H] b, V(§)] = —i i

. 1 ih dp® P
. H = — 1§ p?l= — = —ih—
g, H] 5 0P =5 % i

so dass die Bewegungsgleichungen (3.122) lauten

ih{g) =i % — (c}>=%>,

il (p) = —ih <d‘gqu)> — (p) = — <d‘gé®> : (3.123)
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Dies sind in der Tat die kanonischen (Hamiltonschen) Bewegungsgleichungen fiir ¢ = ()
und p = (p).

3.3.6 Energie-Zeit-Unbestimmtheitsrelation 15.6.2011

In diesem Abschnitt leiten wir die Unbestimmtheitsrelation fiir Energie und Zeit her,

AE, Aty > g . (3.124)

Zunéchst bemerken wir, dass Energie und Zeit die richtige Kombination von Variablen
ist, da das Produkt die Dimension Wirkung haben muss.

Aus der Diskussion des vorangegangenen Abschnitts wird allerdings klar, dass die Zeit
eine besondere Rolle spielt: man kann ihr nicht einfach wie Ort oder Impuls einen Ope-
rator zuweisen, dessen Erwartungswert man berechnet. Vielmehr spielt Zeit die Rolle
eines Parameters in der dynamischen Entwicklung von Quantensystemen. Dennoch ist
es moglich, eine Unbestimmtheitsrelation der Form (3.124) abzuleiten. Dazu nehmen wir
zuniichst an, dass der Hamilton-Operator H(t) nicht explizit zeitabhingig ist, H(t) = H.
Fiir irgendeine andere, ebenfalls nicht explizit zeitabhéngige physikalische Observable A,
der ein Operator A(t) =A zugeordnet wird, gilt dann die Heisenbergsche Unbestimmt-
heitsrelation (3.72),

AEy;AAy > = [(W]i[A, H] )|,

N —

wobei ) )

AEy = (Y [H?|[¢) — (Y |H |[4)* = (EB?) — (B)?
die Schwankungsbreite der Energie im Zustand |1y ist. Fiir einen nicht explizit zeitab-
héngigen Operator A gilt aber auch das Ehrenfestsche Theorem (3.121) in der Form (wir

erinnern uns, dass dieses Theorem unabhéngig vom gewéhlten Bild ist, deshalb lassen wir
die Indizes an Zustdnden und Operatoren weg)

d A RPN
R 1A L) = (o] i [A A1)
Daher kénnen wir die Heisenbergsche Unschérferelation auch wie folgt schreiben,

A8 2 g |G Wl =5 |5 0] (3.125)

~ 2 |dt

Man kann nun die Zeitspanne At definieren, in der sich (A) gerade um AA, &ndert,

AA, |d
2w 12 0g
At ‘dt< /| -
bzw. AA
— =4
Ao = 130yl

Eingesetzt in Gl. (3.125) erhalten wir die Energie-Zeit-Unbestimmtheitsrelation (3.124).
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In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit einfachen quantenmechanischen Modellsys-
temen. Wir beschrinken uns auf Probleme in einer Raumdimension. Dies vereinfacht
nicht nur die Behandlung erheblich, es wird sich auch herausstellen, dass viele mehrdi-
mensionale Probleme auf eindimensionale zuriickgefiihrt werden koénnen. Insofern ist die
Behandlung eindimensionaler quantenmechanischer Systeme nicht nur aus padagogischen,
sondern auch aus praktischen Erwagungen heraus duflerst wertvoll.

Wir werden zunéchst einige allgemeinere Tatsachen erldutern, bevor wir uns einem kon-
kreten Problem, dem Potentialwall, zuwenden. Dieser bildet das Paradebeispiel zur Er-
klarung des quantenmechanischen Tunneleffekts. Zum Abschlufl des Kapitels behandeln
wir noch eines der wichtigsten quantenmechanischen Systeme iiberhaupt, den quanten-
mechanischen harmonischen Oszillator. Dessen Verstidndnis ist inbesondere fiir die
Erweiterung der Quantenmechanik zur Quantenfeldtheorie unerlédflich.

4.1 Eindimensionale Potentialprobleme

4.1.1 Losung der eindimensionalen Schrodinger-Gleichung

Wir beschrénken uns auf eindimensionale Systeme mit einem nicht explizit zeitabhéngigen
Hamilton-Operator der Form
52

= H(4.p) =5 -+ V(). (4.1

Wir suchen nach Losungen der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung in Ortsdar-
stellung,

L, 0 ~ R
hard(t,q) = Ho(tq) = Hp,)v(t,q) = | =5~ 55 +V(a)| ¥(t.q). (4.2)
Die Zeitabhéngigkeit der Wellenfunktion spalten wir mit einem Separationsansatz ab,

U(t,q) = &) ¢(q) -
Eingesetzt in die Schrodinger-Gleichung (4.2) und nach Division durch 1 (t, q) erhalten

b 1 oder) 1

Da die linke Seite nur von der Zeit und die rechte nur vom Ort abhéngen, konnen sie nur
dann identisch sein, wenn sie gleich einer Konstanten sind, die wir £ nennen,

m%it) = E£(t), (4.3)
H(p,q)elq) = Ep(q) . (4.4)
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Die zweite Gleichung ist eine Eigenwert-Gleichung fiir den Hamilton-Operator mit
E als Eigenwert. Der Hamilton-Operator ist ein hermitescher Operator, dessen reelle
Eigenwerte der Gesamtenergie des Systems entsprechen. Die erste Gleichung (4.3) hat
die einfache Losung

0 ~ e (5 B1)

wobei die Proportionalitdtskonstante unerheblich ist, weil wir sie in die Losung der zweiten
Gleichung (4.4) einbeziehen kénnen, wenn wir die Losung der eindimensionalen Schrodin-
ger-Gleichung (4.2) in der Form

v(t.0) = ola) exp (£ E¢) (4.5)
schreiben. Es verbleibt, das Eigenwertproblem (4.4) zu 16sen. Mit der Definition
R() =2 (B~ V(o) (16)
148t sich Gl. (4.4) schreiben als
"(q) + k*(q) p(q) = 0. (4.7)

Bemerkungen:

(i) Fiir V(¢) € R ist auch ¢(q) reell.

Dies erkennt man daran, dass fiir F, V(q) € R auch ¢*(q) eine Losung der Differen-
tialgleichung (4.7) ist. Also kann man anstelle der komplexen Losungen ¢(g) und
©*(q) auch die rein reellen Linearkombinationen ¢(q) 4+ ¢*(q) und —i[p(q) — ¢*(q)]
betrachten. O.B.d.A. kann man dann ¢(q) auch stets als reell voraussetzen.

(i) v(q) <o VgqgeR.

Dies ist aufgrund der Quadratintegrabilitdt von ¢(q) erforderlich. Ansonsten versagt
die statistische Interpretation des Betragsquadrats |p(q)|* = ¢?(¢) der Wellenfunk-
tion als Wahrscheinlichkeitsdichte.

(iii) ¢'(q) ist stetig und ¢(q) ist stetig differenzierbar V g € R.

In der Regel weist V' (q) hochstens endliche Spriinge auf oder ist sogar stetig. Da-
her ist aufgrund von Gl. (4.6) auch k*(q) stetig oder weist endliche Spriinge auf.
Da die Wellenfunktion ¢(¢) nach (ii) endlich ist, kann sie ebenfalls héchstens endli-
che Spriinge aufweisen. Also weist auch das Produkt £%(q) »(q) hochstens endliche
Spriinge auf, bzw. nach Gl. (4.7) auch die zweite Ableitung der Wellenfunktion,

©"(q) = —k*(q) ¢(q) - (4.8)

Dann muss aber ihre erste Ableitung ¢’(q) stetig sein, und die Wellenfunktion ¢(q)
selbst sogar stetig differenzierbar.

117



4 FEinfache Modellsysteme

(iv)
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Klassisch erlaubte Bereiche, £ > V (q):

Klassisch kann die kinetische Energie nicht negativ sein, also ist £ = T + V (q) >
V(q). In klassisch erlaubten Bereichen ist dann £%(q) > 0. Aufgrund von Gl. (4.8)
haben ¢”(¢q) und ¢(q) unterschiedliche Vorzeichen. Damit ist die Kriimmung
von ¢(q) in Bereichen, wo ¢(q) positiv ist, konkav, und in Bereichen, wo ¢(q)
negativ ist, ist sie konvex. In jedem Fall ist also der Funktionsverlauf von ¢(q)
stets zur ¢g—Achse hin gekriimmt, vgl. Abb. 4.1.

d(q)

/\ q
N

Abbildung 4.1: Qualitativer Verlauf von ¢(q) fiir £?(q) > 0.

Nulldurchginge der Wellenfunktion, ¢(q) = 0, stellen wegen Gl. (4.8) Wende-
punkte, ¢”(¢) = 0, dar. Am qualitativen Funktionsverlauf erkennt man, dass die
Wellenfunktion in klassisch erlaubten Bereichen oszillatorisches Verhalten zeigt.
Dies wird besonders deutlich, wenn das Potential dort einen konstanten Wert
annimmt, V' (¢) = Vi = const.. Dann lautet die (komplexe) Losung von Gl. (4.7)
namlich

plg) = Ay ePi 4 A emthod
mit

2m

Die Konstanten A, sind noch an die Randbedingungen sowie an die Bedingung,
dass ¢(q) € R, anzupassen.

Klassische Umkehrpunkte, £ = V(¢*):

Aufgrund von Gl. (4.6) ist k?(¢*) = 0, d.h. wegen GIl. (4.8) hat die Wellenfunktion
einen Wendepunkt, der aber nicht notwendigerweise auf der g—Achse liegen muss,

w(q") # 0.
Klassisch verbotene Bereiche, £ < V(q):

Hier ist k*(q) < 0, d.h. aufgrund von Gl. (4.8) haben ¢”(q) und ¢(q) stets das-
selbe Vorzeichen. Fiir Bereiche, in denen ¢(gq) positiv ist, ist also die Kriimmung
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konvex, und fiir Bereiche, in denen ¢(q) negativ ist, ist die Kriimmung konkav.
Die Wellenfunktion wird also stets von der g—Achse weg gekriimmt, vgl. Abb. 4.2.
Nulldurchgénge stellen wie in (iv) Wendepunkte des Funktionsverlaufs dar.

d(q)

Abbildung 4.2: Qualitativer Verlauf von ¢(q) fiir k*(¢) < 0.

Betrachten wir nun einmal eine typische Situation beim Wechsel von einem klassisch
erlaubten zu einem klassisch verbotenen Bereich an einem klassischen Umkehrpunkt
q* > 0, vgl. Abb. 4.3. Im klassisch erlaubten Bereich ¢ < ¢* oszilliert die Wellen-

d(q)

Abbildung 4.3: Qualitativer Verlauf von ¢(g) beim Wechsel vom klassisch erlaubten zum
klassisch verbotenen Bereich.

funktion. Am klassischen Umkehrpunkt ¢ = ¢* hat sie einen Wendepunkt. Falls
die Kriimmung im klassisch verbotenen Bereich ¢ > ¢* zu grof ist, divergiert die
Wellenfunktion, ¢(q) — +oo fir ¢ — oo. Falls die Kriitmmung dagegen zu klein
ist, so divergiert sie nach einem erneuten Nulldurchgang (bei dem die Kriimmung
ihr Vorzeichen wechselt) gegen ¢(q) — —oo fiir ¢ — oo. Beide Situationen sind
aufgrund der Beschréanktheit der Wellenfunktion, Eigenschaft (ii), nicht akzeptabel.
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Es bleibt nur die Moglichkeit, dass die Wellenfunktion fiir ¢ — oo gegen Null strebt,
©(q) — 0. Mathematisch konnen wir dieses qualitative Verhalten einfach darstellen,
wenn wir annehmen, dass im klassisch verbotenen Vereich V' = Vj = const. ist, so
dass wir die Losung von Gl. (4.7) in der Form

p(q) = Bye™?+ B e ™1,

12m
Rg = ﬁ(‘/@—E)

angeben konnen. Fiir ¢ — oo erhalten wir beschrankte Losungen, wenn wir B, = 0
setzen. Dann fallt ¢(q) fiir ¢ — oo exponentiell gegen null. Typisch fiir das Verhalten
der Wellenfunktion im klassisch verbotenen Bereich ist also ein exponentieller
Zerfall.

mit

4.1.2 Wronski-Determinante

Wir nehmen an, dass das Potential V' (¢) nach unten beschréankt ist und dass es hochstens
endliche Diskontinuitaten aufweist. Seien ¢;(¢q) und ps(q) zwei reelle Losungen der Schro-
dinger-Gleichung (4.4) bzw. (4.7) zu den Energien E; und Ej,

2m ,
(@) + k(@) eila) =0, k(o) =25 [E:=V(g)], i=12.
Multiplizieren wir die Gleichung fiir i = 1 mit ¢5(¢) und die fir ¢ = 2 mit ¢1(q) und

bilden die Differenz, so erhalten wir

01(0) w2(q) — 5(@) 1(q) = [k3(q) — K (q)] ¢1(q) walq)

= (B2 — E1) 01(q) a2(q) - (4.9)

Wir integrieren iiber ¢ von ¢ bis ¢; und fithren auf der linken Seite eine partielle Integra-
tion durch,

/ " dg [¢7(q) 2(0) — ¢5(@) p1(0)] = [#1(q) wala) — ¥5(a) pr(a)],

q0

- / " g [64(0) b 0) — Ahl@) & (0)

q0

[£1(q) walq) — ¥5(q) pr(a)]5,
= Wi(p1,p2;,9) — W(p1,02;q1) ,

wobel wir im letzten Schritt die Wronski-Determinante

_ | wilg) a(q) / ,
W (1, 01 q) = — — 410
(¢1,92: ) 20 o) ©1(q) wa(q) — w2(q) ¢1(q) (4.10)
eingefithrt haben. Dann folgt aus Gl. (4.9)
2m q1
W (1, 025 q1) — W1, 025 q0) = =) (Ey — Es) dq 1(q) p2(q) - (4.11)
q0
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Diese Relation 1483t sich oft heranziehen, um Aussagen iiber das Eigenwertspektrum von H
zu machen. Eine wichtige Folgerung wollen wir schon hier beweisen: 17.6.2011
Satz: Die Eigenwerte des eindimensionalen Hamilton-Operators (4.1) sind nicht entartet.

Beweis: Wir fithren den Beweis als Widerspruchsbeweis, nehmen also an, dass Entar-
tung vorliegt. Es seien also ¢1(q) und ¢5(q) zwei unterschiedliche Eigenfunktionen zum
gleichen Eigenwert E; = E; = E. Dann folgt aus Gl. (4.11)

W(Sf?la ©2; QI) = W(Sf?l, ©2; QO) .

Da ¢, und ¢y beliebig waren, muss die Wronski-Determinante also iiberall konstant sein,
W (1, 2;q) = const. ¥ qgeR.

Da die Funktionen ¢1(q), ¢2(q) quadratintegrabel sind, miissen sie im Unendlichen ver-
schwinden. Daher ist diese Konstante sogar null,

/

©1(q)  ¢h(q) TR S ©1(q)

Wien o) =0 = e1(q)  ©2(q) T dg o (g

d.h. die Funktionen ¢;(q) und ¢2(q) haben dieselbe logarithmische Ableitung. Dies be-
deutet aber, dass sie bis auf eine komplexe Konstante identisch sein miissen,

va(q) =cpi(q), ceC.

Wenn wir zusétzlich noch annehmen, dass ¢1(¢) und ¢o(q) auf Eins normierte Wellen-
funktionen sind, so muss ¢ vom Betrag her ebenfalls Eins sein, d.h. ¢1(q) und ¢o(q)
unterscheiden sich bestenfalls um eine (physikalisch unbedeutende) Phase,

p2(q) = €% 1(q) ~ 1(q) -

Dies bedeutet aber, dass keine Entartung vorliegt, g.e.d.

4.1.3 Eigenwertspektrum

Die Form des Potentials V' (¢) bestimmt das Eigenwertspektrum des Hamilton-Opera-
tors. Das Potential muss nach unten beschrankt sein, V(¢) > —oo V ¢ € R, ansonsten
wire die Gesamtenergie nicht nach unten beschriankt. Das System wére dann instabil, weil
es durch Abstrahlung von Energie seine Energie immer weiter senken konnte. Dieser Pro-
zess wiirde auflerdem beliebig viel Energie freisetzen konnen, was physikalisch unmoglich
ist. Wir machen eine Fallunterscheidung:

(i) V(g) — oo fiir ¢ — Fo00, vgl. Abb. 4.4.

Fir F < Vo = V(q) befinden wir uns immer im klassisch verbotenen Bereich.
Nach den Betrachtungen in Abschnitt 4.1.1 muss jede normierbare Losung ¢(q)
der Differentialgleichung (4.7) links und rechts des Minimums bei ¢y exponentiell
abfallen. Dann wire diese Losung aber bei o nicht stetig differenzierbar (eine
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Abbildung 4.4: Qualitativer Verlauf des Potentials im Fall (i).

stetig differenzierbare Verbindung der exponentiell abfallenden Losungen hétte eine
Kriimmung hin zur g—Achse, was im klassisch verbotenen Bereich nicht moglich
ist). Also bleibt nur die triviale Losung ¢(q) = 0.

Zu jeder vorgegebenen Energie £/ > Vj kann man drei Bereiche unterscheiden, einen
klassisch verbotenen, k%(q) < 0, fiir —co < ¢ < ¢y, einen klassisch erlaubten, k?(q) >
0, fiir ¢; < q < ¢o, und einen weiteren klassisch verbotenen, k%(q) < 0, fiir ¢» < ¢ <
00.

Wir betrachten nun eine Losung ¢,(q) zu einer Energie F,, die nur ein klein wenig
grofler als Vg ist. Die Losung soll der Einfachheit halber fiir ¢ — —oo schon das
korrekte exponentiell abklingende Verhalten haben, vgl. Abb. 4.5.

o (9)

\

Abbildung 4.5: Eine Losung ¢,(q) zur Energie E,.
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Der in Abb. 4.5 qualitativ dargestellte Verlauf von ¢, (q) beriicksichtigt die Tatsache,
dass die Losung im klassisch verbotenen Bereich von der ¢g—Achse weg, im klassisch
erlaubten Bereich jedoch zur ¢g—Achse hin gekriimmt ist. Offenbar ist das Intervall
[@a.1, Ga2]) aber noch zu schmal, bzw. die Kriimmung k2(q) = (2m/h?*)[E, — V(q)] zu
klein, so dass die Wellenfunktion mit zu flacher Steigung (welche bei ¢, 2 stetig sein
muss) in den klassisch verbotenen Bereich eintritt. Dies bewirkt, dass die Losung
fir ¢ > g2, (wo sie von der g—Achse weg gekriimmt sein muss) divergiert. Diese
Losung ist also, da nicht normierbar, nicht akzeptabel.

Ein exponentieller Abfall im Bereich ¢ > ¢ ist aber moglich, wenn wir das Intervall
[q1, 2] oder die Kriimmung k?(q) = (2m/h?)[E—V (q)], d.h. also im wesentlichen die
Energie F, vergro3ern. Anhand von Abb. 4.4 erkennt man, dass dies in diesem Fall
das gleiche ist: eine Erhohung der Energie bedingt eine Vergroflerung des klassisch
erlaubten Bereiches.

Bei einer bestimmten Energie Ey > Vj tritt die Wellenfunktion also mit hinreichen-
der Steigung in den klassisch verbotenen Bereich ein, so dass sie dort im Unendlichen
exponentiell abfillt. Wir erhalten also die erste akzeptable (weil normierbare)
Losung ¢o(q). Diese stellt den Grundzustand des Systems dar. Die Energie Ej ist
die sog. Grundzustandsenergie. Der qualitative Verlauf von ¢y(q) ist in Abb. 4.6
dargestellt.

0 (9)

Abbildung 4.6: Wellenfunktion ¢y(q) zur Grundzustandsenergie Ej.

Bei einer weiteren Erhohung der Energie wichst der klassisch erlaubte Bereich weiter
an. In diesem Fall wird allerdings die Kriimmung im klassisch erlaubten Bereich (und
damit die Steigung beim Eintritt in den klassisch verbotenen Bereich) zu grof, um
den korrekten exponentiellen Abfall im klassisch verbotenen Bereich zu garantieren.
Stattdessen werden wir dort eine Losung erhalten, die der unteren rot gestrichelten
Linie in Abb. 4.3 entspricht: nach einem Nulldurchgang im klassisch verbotenen
Bereich divergiert die Wellenfunktion nach —oo, und ist damit nicht normierbar.
Wir miissen also die Energie weiter erhchen. Bei einer gewissen Energie F, vgl.
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Abb. 4.4, erhalten wir einen Nulldurchgang bereits im klassisch erlaubten Bereich,
vgl. Abb. 4.7.

o, (q)

Abbildung 4.7: Wellenfunktion ¢,(q) zur Energie Ej.

o,(9)

\ 110

| q
ql,l \/

Abbildung 4.8: Wellenfunktion ¢1(g) im ersten angeregten Zustand mit Energie E;.

Auch hier ist allerdings die Energie und damit die Steigung beim Eintritt in den
klassisch verbotenen Bereich zu klein, um einen exponentiellen Abfall (des Betrags)
der Losung im Unendlichen zu gewihrleisten. Erst bei einer Energie F;, dem sog.
ersten angeregten Zustand, ist dies der Fall, vgl. Abb. 4.8. Diese Losung enthélt
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einen Nulldurchgang oder Knoten. Man erkennt sehr schon das oszillatorische Ver-
halten der Losung im klassisch erlaubten Bereich und das exponentiell abklingende

im klassisch verbotenen Bereich, im Einklang mit den Uberlegungen aus Abschnitt
4.1.1.

Man kann diese heuristische Methode zur Konstruktion normierbarer Lésungen der
Differentialgleichung (4.7) auf diese Weise fortsetzen. Die néchste akzeptable Losung
©2(q) zur Energie Ey wird dann zwei Knoten enthalten usw. Ganz offensichtlich ist
das Spektrum der Eigenwerte des Hamilton-Operators fiir ein Potential der in
Abb. 4.4 dargestellten Form diskret,

Ey<FBEi<Ey<..<FBE,<....

Die Diskretheit des Eigenwertspektrums liegt mathematisch gesehen in der
Tatsache begriindet, dass der klassisch erlaubte Bereich auf ein endliches In-
tervall [g1, go] beschrankt ist.

Die zugehorigen Eigenfunktionen ¢, (q) fallen im klassisch verbotenen Bereich
exponentiell ab und sind ansonsten auf den endlichen, klassisch erlaubten Raum-
bereich beschréankt. Daher spricht man von gebundenen Zustinden. Der Index
n € Ny gibt die Zahl der bei endlichen Werten von ¢ liegenden Knoten der Wel-
lenfunktionen an. Dies ist die Aussage des sog. Knotensatzes, der mit Hilfe des
folgenden Satzes und der beiden Korollare zwar nicht streng bewiesen, aber zumin-
dest plausibel gemacht werden kann.

Satz: Seien ¢, (q) und ¢,,(q) zwei (reelle) Eigenfunktionen zu den (nicht entarteten)
Eigenwerten F, und FE,,, mit n > m. Dann liegt zwischen zwei Knoten von ¢,,(q)
mindestens ein Knoten von ¢, (q).

Beweis: Seien ¢; und ¢;1; zwei benachbarte Nullstellen (d.h. Knoten) der Funktion
©m(q). O.B.d.A. sei ¢,,(¢) > 0 im Intervall [g;, ¢i41]. Dann muss aufgrund der Ste-
tigkeit der Wellenfunktion ¢/, (¢;) > 0 und ¢!, (g;11) < 0 sein. Gleichung (4.11) fiihrt
fir den Integrationsbereich [g;, g;4+1] unter Benutzung von ¢,,(¢;) = @m(giv1) = 0
auf die Beziehung

W(‘:Onv ©m; Qi+1) - W(‘:Ona ©m; Qi) =
= Onlir1) O (Giv1) — @0 (@i1) ©m(Gir1) — onl@) (@) + @ (@) em(a)

= Pul@i+1) Ern(ain1) — n(a:) (i)
2m qi+1
Falls ¢,,(¢q) im Intervall [g;, g;+1] ausschliefllich positiv wére, so wére die rechte Seite
positiv, aber die linke negativ. Umgekehrt wire fiir ausschliellich negatives ¢, (q)
im Intervall [g;, ¢;11] die rechte Seite negativ, aber die linke positiv. Beides fiihrt
zum Widerspruch. Also muss ¢, (¢q) wenigstens einmal sein Vorzeichen im Intervall
[¢i, ¢i+1] wechseln. Zwischen zwei Knoten von ¢,,(q) befindet sich also mindestens
einer von ¢,(q), q.e.d.

Korollar 1: Falls ¢,,,(¢) m Knoten hat, so wird die ¢g—Achse in m + 1 Teilstiicke
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(i)

(iii)
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zerlegt. Auf jedes dieser Teilstiicke kann der Knotensatz angewendet werden. Also
hat ¢, (¢) mindestens m + 1 Knoten.

Korollar 2: Je grofier der Index n der Wellenfunktion ¢,,(q), desto grofier die Kno-
tenzahl.

V(q) — oo fiir ¢ = qo < oo und fiir ¢ — oo, vgl. Abb. 4.9.

Abbildung 4.9: Qualitativer Verlauf des Potentials im Fall (ii).

Dieser Fall ist vollig analog zu Fall (i), d.h. wir erhalten wieder ein diskretes Eigen-
wertspektrum und gebundene Zustinde fiir die zugehorigen Eigenfunktionen.
Weil aber V (q) — oo fiir ¢ — qo, geht k*(q) — —oo fiir ¢ — ¢o. Dann kann aber GI.
(4.7) nur erfiillt werden, wenn ¢,,(¢) — 0 fiir ¢ — go und V n € Ny.

V(q) — oo fiir ¢ — qo (oder ¢ — —o0) und V(q) — V,, fiir ¢ — oo, vgl. Abb. 4.10.

Fir F < V, kann man wie im Fall (i) argumentieren und wird auf die Schluifolge-
rung gefiihrt, dass es aufgrund des endlichen klassisch erlaubten Bereiches diskrete
Eigenwerte FE, gibt, die im Bereich Vj < E,, < V liegen. Zwei dieser Zustédnde
sind in Abb. 4.10 eingezeichnet.

Fir £ > V,, ist der klassisch erlaubte Bereich allerdings kein endliches Intervall
mehr, sondern unendlich. Wie im Fall (ii) muss die Wellenfunktion zwar bei ¢
gegen Null gehen, aber fiir ¢ — oo gibt es keinerlei Beschriankungen. Die Wel-
lenfunktion kann bis ins Unendliche oszillieren. Daher gibt es mit Ausnahme der
Bedingung E > V. auch keine Einschrankung mehr an die erlaubten Werte fiir £
die stetig differenzierbare Verkniipfung einer abfallenden Funktion im klassisch ver-
botenen Bereich und einer oszillierenden Funktion im klassisch erlaubten Bereich ist
fiir beliebige, hinreichend grofie Werte der Energie E moglich. Insbesondere liegen
diese kontinuierlich dicht, d.h. es handelt sich um ein kontinuierliches Eigen-
wertspektrum mit uneigentliche Zustinden als Eigenfunktionen. Diese sind
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S

Abbildung 4.10: Qualitativer Verlauf des Potentials im Fall (iii).

zwar nicht auf Eins normierbar, aber sie verhalten sich wie ebene Wellen, die auf
0—Funktionen normiert werden kénnen. Alternativ kann man aus diesen Zustdnden
Weylsche Eigendifferentiale konstruieren, die dann wieder auf Eins normiert werden

konnen.

(iv) V(q) — Vie fiir ¢ — o0, vgl. Abb.

4.11.

Abbildung 4.11: Qualitativer Verlauf des Potentials im Fall (iv).

Fir £ < V_,, kann man wie im Fall (iii) argumentieren: fir Vj < E < V., gibt
es aufgrund des endlichen klassisch erlaubten Bereichs diskrete Eigenwerte und
gebundene Zustédnde. Im Bereich V. < EF < V_, gibt es dagegen aufgrund
des unendlichen klassisch erlaubten Bereichs kontinuierliche Eigenwerte und bis
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nach ¢ — oo oszillierende Zustiande. Fiir £ > V_ gilt das gleiche, nur oszillieren
die Zustdnde nun auch nach ¢ — —oo.

Zwei Spezialfille des generischen Falles (iv) sind in Abb. 4.12 dargestellt. Fir
Vo = Vo und jeweils stiickweise konstantem Potential handelt es sich die sog. Po-
tentialstufe, Abb. 4.12(a), und fiir V_,, = V. und jeweils stiickweise konstantem
Potential haben wir es mit dem sog. Potentialtopf zu tun, Abb. 4.12(b).

Vig) Vig)

(a) (b)

Abbildung 4.12: (a) Potentialstufe und (b) Potentialtopf.

(v) V(q) =0 fiir —oo < ¢g< gund ¢ < ¢ < o0, V(q) =Vy>0fiir g <qg<q.Es
handelt sich um den sog. Potentialwall, vgl. Abb. 4.13.

Vig)
A

SN

% 1,

Abbildung 4.13: Potentialwall.

Der Potentialwall stellt die einfachste Situation dar, bei der der im nachfolgenden
Abschnitt zu besprechende Tunneleffekt auftritt, weswegen wir ihn hier etwas
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genauer untersuchen wollen. Zunéchst ist nach dem vormals Besprochenen klar,
dass wir ein ausschlieflich kontinuierliches Eigenwertspektrum haben, da alle
klassisch erlaubten Bereiche unendliche Ausdehnung haben. Ferner ist klar, dass
fir £ > Vj im ganzen Raumbereich oszillierende Losungen auftreten. Fiir
0 < E < V4 haben wir ebenfalls oszillierende Losungen in den Bereichen —oo <
q < qound ¢ < q < o0, sowie exponentiell abklingende Losungen im Bereich

G < q=<q.

d(q)
\

N

NEVANEEVAN
VAR VAR |

Abbildung 4.14: Verhalten einer Wellenfunktion mit Energie £ < 1} an einem Potential-
wall.

Wir betrachten nun ein Teilchen mit Energie EF < Vf, das von —oo kommend bei
qo auf den Potentialwall trifft. Quantenmechanisch wird dieses Teilchen durch eine
ebene Welle

wo(q) = ethod kg =—F, (4.12)

beschrieben. Nach dem Auftreffen auf den Wall wird ein Teil dieser Welle reflek-
tiert, _
er(q) = e M09 (4.13)

wéhrend ein anderer Teil in den Potentialwall eindringt und dort exponentiell ab-
klingt,
—K K 2 2m

Puld) = Bue™ 4 BT = TV~ B) (114
Hier sind zwei Exponentialfunktionen zu beriicksichtigen, da ¢ im Prinzip auch
negativ sein kann. Die Konstanten (i sind so anzupassen, dass es sich um eine
exponentiell mit ¢ abklingende Funktion handelt. Da es sich um einen endlichen
Potentialwall handelt, ist dieser Anteil bei ¢; lediglich auf einen von null verschie-
denen Wert abgeklungen, d.h. fiir ¢ > ¢ tritt ein Teil der Wellenfunktion wieder
aus, der sich dann oszillatorisch weiter fortpflanzt,

pi(q) = et (4.15)

Die Situation ist schematisch in Abb. 4.14 dargestellt.
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22.6.2011 N
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Wir interessieren uns fiir den Transmissionskoeffizienten

2
Pt

¥o

T

sowie den Reflexionskoeffizienten

R= | = |af?.
%o

Um diese Koeffizienten zu bestimmen, miissen wir die Stetigkeitsbedingungen fiir
die Wellenfunktion und ihre Ableitung bei ¢g und ¢; ausnutzen,

900((]0) + (pr(qo) _ eikoqo +Oze_“mq0 — ﬁ+ e F +ﬁ— el — pr(qo) ’

()06(%) + @;(CZO) _ iko (ez’koqo _ aeﬂ'koqo) S — (6+ e a0 _ ﬁ, enqo) — @;U(QO) ’
pua) = €T = G e B = ()
plq) =ikoye™? = —k (ByeT M — B ) = g (@) -

Wir dividieren die zweite und vierte Gleichung jeweils durch iky und addieren die
zweite zur ersten bzw. subtrahieren die vierte von der dritten. Mit der Abkiirzung
y = ik/ko erhalten wir

2€ik0q0 — ﬁJr(l—Q—y)eino‘i‘ﬁ—(l_y)eﬁqo7
0 = Bi(l—y)e™ 14 (14+y)e |

Dies ist ein lineares, inhomogenes Gleichungssystem fiir die Amplituden 3.. Nicht-
triviale Losungen erfordern, dass die Koeffizientendeterminante

_( Q+y)ere (1—y)er
detA == ( (1 o y) 67Rq1 (1 + y) eK)ql
= (1+ y)2 e (a1—a0) _ (1— y)Q e~ (@1=q0)

nicht verschwindet, was in jedem Fall gewéhrleistet ist. Die Cramersche Regel er-
laubt, die Koeffizienten (4 explizit anzugeben,

1 2etton (1—y)em®\ _2(1+y) 5
= ——det _2\- Y ikogotraq
O detA " ( 0 (I+yen detA ’
ﬁ— = 1 det (1 +y) eTrm 2ethom — _M eikoqo—mql .
det A (1—y)e " 0 det A

Fiir die Transmissions- und Reflexionskoeffizienten bendtigen wir die Koeffizienten
a und 7, die wir ebenfalls durch geeignete Linearkombinationen der urspriinglichen
Gleichungen erhalten,

a = 5 (1 _ y) eikoqo—nqo + % (1 + y) eikoqo—f—mqo :
ﬁJr —iko gl — ﬁ, ik
— - 1 TR0q1—KQq1 - 1 _ 1kogq1+rq1 )
v o= 5 (+y)e +5 (1-ye
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Setzen wir in diese Ausdriicke (1 ein, so ergibt sich

0 — o 1—y? e2ikodo ginh k(g1 — qo)]
det A
4y ik (91—90)
IR | 4.16
v det A c | |

Fiir die Transmissions- und Reflexionskoeffizienten bendtigen wir das Betragsqua-
drat von o und v, und dazu miissen wir uns noch das Betragsquadrat von det A
beschaffen. Weil y rein imaginér ist, erhalten wir

[det A* = [(1+y)? em(@=m) _ (1 — y)? 6—/@(‘11_‘10)}
[(1 —y)?et (1—q0) _ (1+y)? e*ﬂ(qrqo)}
= 2{(1—y2)2 Cosh[ZKJ(ql—qo)]—1—6y2—y4}
= 4 {(1 —4%)? sinh? [k (1 — q0)] — 4y2} ,
wobei wir im letzten Schritt die Formel cosh(2z) = 2 sinh®z + 1 benutzt haben.

Setzen wir dies in die Glgen. (4.16) ein, so erhalten wir letztlich mit der Abkiirzung
x = —iy = Kk/ko fiir die Transmissions- und Reflexionskoeffizienten

4 7
T = 422 + (14 22)? sinh? k(g1 — qo)] 1
B (14 2?)? sinh? [k(q1 — q0)]
42+ (1+22)2 sinh® k(g — qo)] )

Mit 22 = k?/k2 = (Vo — E)/E = Vi /E — 1 kann man den Transmissionskoeffizienten
auch als

X

-1

V2 sinh?(k ¢)
1E (Vo - E)
schreiben, wobei ¢ = ¢; — ¢y die Dicke des Potentialswalls darstellt.

T=1|1+ (4.19)

Ganz offensichtlich ist der Transmissionskoeffizient, und damit die Wahrscheinlich-
keit, dass das Teilchen den Potentialwall “durchtunnelt”, niemals null. Man spricht
daher auch vom Tunneleffekt, bzw. bezeichnet T" als Tunnelwahrscheinlichkeit.
Im Grenzfall k¢ > 1 148t sich Gl. (4.19) mit der N&herung

1H —2z K
éee(l—e 2 g):

enﬁ

sinh(k () = % (et —e ") =

DO | —

vereinfachen,

16E(Vy—E) Vo Vo

Oftmals ignoriert man den Vorfaktor (der eine Zahl von der Groflenordnung Eins
darstellt) und schreibt vereinfachend

T ~e 20 = exp [—% \/me] . (4.20)

Die Tunnelwahrscheinlichkeit nimmt also exponentiell mit der Breite ¢ des Potenti-
alwalls und der Wurzel aus der effektiven Hohe V) — E der Potentialbarriere ab.

V2 2k 0)] 1 E E
T~ HM] :16_(1__)62%
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4.1.4 Tunneleffekt und radioaktiver aa—Zerfall

Wir wollen die Diskussion des Tunneleffekts durch einen Potentialwall noch ein wenig
vertiefen und auf den radioaktiven a—Zerfall von Atomkernen anwenden. Dazu miissen
wir zunéchst die vereinfachende Annahme eines Potentialwalls konstanter Hohe V4 auf-
geben und das Ergebnis (4.20) des letzten Abschnitts auf beliebige Potentiale V' (q) ver-
allgemeinern. Dies ist sehr einfach (wenngleich mathematisch nicht exakt) mit folgendem
Argument moglich: wir approximieren einen beliebigen (aber als Funktion von ¢ stetigen)
Potentialwall V' (q) durch eine Abfolge von rechteckigen Potentialwillen der Breite Ag
und Hohe V; = V(g;), vgl. Abb. 4.15.

_A12] il INPS— _
qa N db

q

Abbildung 4.15: Approximation eines beliebigen Potentials durch eine Abfolge von recht-
eckigen Potentialwéllen.

Wir nehmen nun an, dass sich der Prozess des Tunnelns eines Teilchens der Energie £
durch einen Wall der Breite ¢, — g, = N Aq gegeben ist als Abfolge von Tunnelprozessen
durch N rechteckige Potentialwélle. Da deren Hohe konstant ist, konnen wir fiir jeden die-
ser Teilprozesse die Tunnelwahrscheinlichkeit (4.20) annehmen (vorausgesetzt natiirlich,
dass fiir den einzelnen Wall auch x Ag > 1 ist). Die gesamte Tunnelwahrscheinlichkeit
ergibt sich als Produktwahrscheinlichkeit durch die einzelnen Rechteckwille,

v~ Mn=Ilew [ vam=ra

i=1

= exp {—% Zl Ag\/2m[V (q;) — E]}
L exp {—% /qb dg /2m[V (q) — E]} , (4.21)

qa

wobei wir im letzten Schritt den (streng mathematisch nicht zu rechtfertigenden) Limes
Aq — 0 gemacht haben, in dem die Summe in ein Integral iibergeht. Trotz aller mathe-
matischen Ungenauigkeiten bei der Herleitung von Gl. (4.21) stellt sich heraus, dass diese
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Formel dennoch im Rahmen der sog. Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB)-Niherung
gerechtfertigt werden kann. Dies soll aber hier nicht weiter ausgefiihrt werden.

Zur Beschreibung des radioaktiven Zerfall eines Atomkerns der Ladungszahl Z durch
Emission eines a—Teilchens (einem He—Kern, der aus zwei Protonen und zwei Neutronen
besteht) in einen Kern mit Ladungszahl Z — 2 bendtigen wir das Potential, welches das
zweifach positive geladene av—Teilchen im Feld des (Z — 2)—fach positiv geladenen Rest-
kerns spiirt. Der Einfachheit halber betrachten wir sowohl das a—Teilchen wie auch den
Restkern als punktféormige Objekte. Fiir kurze Abstédnde iiberwiegt die starke Wechsel-
wirkung, welche das a-Teilchen an den Restkern bindet. Fiir groflere Absténde dagegen
gewinnt das Coulomb-Potential

2(Z —2)¢é?

VC(Q) - 4meq q

zwischen dem zweifach positiv geladenen a—Teilchen und dem (Z — 2)—fach geladenen
Restkern die Oberhand, welches fiir eine Abstof3ung des a—Teilchens sorgt. Das Poten-
tial, in dem sich das a—Teilchen bewegt, hat also in etwa die in Abb. 4.16 dargestellte
Form.

V(g)

Abbildung 4.16: Potential fiir ein a—Teilchen im Atomkern.

Innerhalb des Potentialtopfs der Ausdehnung ~ 2 R (wobei R in der Realitéit mit dem
Kernradius gleichgesetzt werden kann) gibt es, aufgrund der Begrenztheit des klassisch
erlaubten Gebietes, gebundene und daher diskrete Energiezustdnde. Auflerhalb des von
der Coulomb-Abstofung herrithrenden Potentialwalls gibt es dagegen, aufgrund der Un-
begrenztheit des klassisch erlaubten Gebietes, kontinuierliche Energiezustdnde. Anhand
von Abb. 4.16 erkennen wir, dass ein Tunnelprozess aus einem gebundenen Zustand in
einen freien moglich ist, falls der gebundene Zustand eine positive Energie £ > 0 hat,
fiir £ < 0 ist dies nicht der Fall. Die Breite q. — R des zu durchtunnelnden Potential-
walls héngt offenbar auch von der Energie E ab. Wenn wir annehmen, dass das Potential
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V(q) bei g. durch das Coulomb-Potential V(q.) angendhert werden kann, gilt, da ¢, ein
klassischer Umkehrpunkt ist,
2(Z —2)¢e?

2(Z—-2)e* v vy
- =— = q(B)=—F—=—=,
A€ q, Qe %(E) dreg B 1)

E=V(g)=

wobei wir die Konstante v = 2 (Z —2) €?/(47ey) eingefiihrt haben. Fiir das Integral in der
Tunnelwahrscheinlichkeit (4.21) berechnen wir dann

2 dc .
[ = /dq 2m ——E :ﬁ\/QmE/ dq‘/%—l
R

2q. qc/R Vo —1
= 7;] v2mE/ dx a ,
1

x2

wobei wir im letzten Schritt © = ¢./q substituiert haben. Das Integral 148t sich mit Hilfe
einer Integraltafel [13] sofort angeben,

24. Vi—1 4/
I = g V2m E{ < + arctan vV — ]

_ 2 % 1+ arctan /L — 1
= h arctan

Fiir ¢. > R konnen wir mit arctany = 7 / 2 —1/y + O(y~?) weiter nihern,

(5 )R

_ ___/7
T h

Beriicksichtigen wir noch, dass der Radius R eines Atomkerns mit seiner Ladungszahl Z
wie R ~ Z'/3 anwichst (die Ladungszahl ist proportional zum Volumen, Z ~ V ~ R3),
so gilt

I~p3(Z—-2)EY?—p,(Z—-2)%3,

mit geeignet definierten (positiven) Konstanten 4, und ;. Die Tunnelwahrscheinlichkeit
betréigt damit
T ~exp[—p (Z —2) E7V2 4 3,(Z - 2)2/3} .

Aus der Tunnelwahrscheinlichkeit 148t sich die mittlere Lebensdauer 7 eines unter
Emission von a—Teilchen zerfallenden Atomkerns angeben. Dazu nehmen wir (zugege-
benerweise stark vereinfachend) an, dass das a—Teilchen im Potentialtopf zwischen —R
und R hin und her oszilliert. Fiir eine Oszillation benétige es die Zeit t5. Wenn die Tun-
nelwahrscheinlichkeit 7" betrigt, benotigt das aw—Teilchen im Mittel 1/7" Oszillationen
(d.h. StoBe gegen den Potentialwall), um durch den Potentialwall zu tunneln. Daher ist die
mittlere Lebensdauer (also die Zeit, nach der im Mittel ein Tunnelprozess stattgefunden

hat)

TN%O e r~ B (Z—2E By (Z— 2B Inty.  (4.22)
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Wenn man die Energie- und Ladungszahlabhéngigkeit der mittleren Lebensdauer von ver-
schiedenen radioaktiven a—zerfallenden Atomkernen experimentell ermittelt, ergibt sich,
dass die mittleren Lebensdauern iiber viele Groflenordnungen variieren kénnen. Dennoch
gibt Gl. (4.22) diese Abhéngigkeiten recht prizise wieder.

Man muss aber im Gedéchtnis behalten, dass der a—Zerfall aufgrund des Tunneleffekts
ein quantenmechanischer Prozess ist. Fiir einen einzelnen Kern ist die Aussage, wann
er zerfallen sein wird, unsinnig, man kann lediglich im Mittel sagen, wann er zerfallen
sein wird (ndmlich nach der Zeit 7). Die Zahl N radioaktiver Kerne nimmt daher im
Mittel gemafl dem Zerfallsgesetz

N(t) = Nye V™

exponentiell ab, wobei Ny = N(0) die zum Zeitpunkt ¢ = 0 vorliegende Zahl von Atom-
kernen ist. Die Halbwertszeit 7/, ist die Zeit, nach der im Mittel die Hélfte aller Kerne
zerfallen ist,

=e 2T = 1,=7In2~0693T. (4.23)

Sie ist natiirlich proportional zur mittleren Lebensdauer 7 des Kerns.

4.2 Harmonischer Oszillator

4.2.1 Definition

Der harmonische Oszillator ist eines der wichtigsten (wenn nicht das wichtigste) Modell-
system der Quantenmechanik. Es bildet die Grundlage fiir weitergehende Untersuchungen
im Rahmen der Quantenfeldtheorie.

Wir betrachten die klassische Hamilton-Funktion des eindimensionalen harmonischen
Osrzillators, wie sie uns aus der Vorlesung “Mechanik II: Analytische Mechanik” bekannt
ist,

Hp.g) =T+ Vi = £+ Legt = 2 4 iy (4.24)
p,q)=11p q_2m 9 q_Qm 2mWQa .

wobei wir im letzten Schritt die Eigenfrequenz w = \/k/m des Oszillators benutzt haben.
Der zughtrige Hamilton-Operator hat dann die Form

3 Pl 252

H=H({p,j§) =—+= 1. 4.2
Da das Potential V' (¢) = mw?q?/2 nach unten beschrinkt ist (V(q) > 0 V ¢ € R) und fiir
q — Fo00o gegen Unendlich strebt, vgl. Abb. 4.17, ist es vom Typ (i) der in Abschnitt 4.1.3
besprochenen Potentialformen. Daher besitzt der harmonische Oszillator ein diskretes
Eigenwertspektrum,

En; nENO.
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Vig)

Abbildung 4.17: Potential des eindimensionalen harmonischen Oszillators.

Die zugehorigen Eigenzusténde |E,) sind (im eindimensionalen Fall) nicht entartet.
Da der Hamilton-Operator nicht explizit zeitabhéngig ist, ist ihre Zeitentwicklung (im
Schrodinger-Bild) besonders einfach,

|Ba(t)) = e PR | By

vgl. GL. (3.100), wobei |E,) = |E,(to)) der Zustand zum Zeitpunkt ¢, ist. Es gentigt daher,
die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung zu betrachten, die die Form

H|E,) = E,|E,) , neNy, (4.26)

annimmt.
Es gibt mehrere Moglichkeiten, die Eigenwert-Gleichung (4.26) zu 16sen. Eine davon
ist, diese Gleichung in die Ortsdarstellung umzuschreiben,

(glH|Ey) = Ey (q|En) - (4.27)

Das Skalarprodukt auf der rechten Seite identifizieren wir sofort mit der Wellenfunktion
des n—ten Energiezustands im Ortsraum,

(9| En) = pnlq) -

Das Skalarprodukt auf der linken Seite schreiben wir analog zur Herleitung von Gl. (3.86)
um in

(4.28)
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Die Schrodinger-Gleichung (4.27) ist also eine gewohnliche, lineare, homogene Differenti-
algleichung zweiter Ordnung fiir die Wellenfunktion ¢, (q),

o1
<—— = +5 mquQ) on(q) = Enon(q) -

Eine Moglichkeit, diese zu 16sen ist die sog. Sommerfeldsche Polynommethode. Diese
beruht auf einem Potenzansatz fiir ¢, (¢) und der Normierbarkeit der Wellenfunktion, um
letztere zu bestimmen. Wir werden diesen Weg hier nicht weiterverfolgen, da wir dieses
Verfahren auch noch beim Wasserstoffatom kennenlernen werden, und verweisen lediglich
auf die Literatur [1, 3]. Wir werden stattdessen die urspriingliche Eigenwert-Gleichung
(4.26) mit Hilfe der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren losen. Diese erlaubt
uns ebenfalls — und auf erheblich einfachere Weise — die Bestimmung der Wellenfunktionen

©n(q)-

4.2.2 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Wir definieren den sog. Vernichtungsoperator

mw - 1 .
R Zi
on ! \/2mhwp

und, mit Hilfe der Hermitezitit des Orts- und Impulsoperators, ¢¢ = ¢, pf = p, den
zugehorigen adungierten Operator, den sog. Erzeugungsoperator

R fmw .. 1
al = o 471 thwp. (4.30)

Die Benennung dieser Operatoren wird im folgenden klar werden. Diese Operatoren
erfiillen die folgende Vertauschungsrelation, die wir mit Hilfe der kanonischen Ver-
tauschungsrelation fiir Orts- und Impulsoperatpr, [§, p] = ¢k, berechnen,

a= (4.29)

[a,a'] = aa'—a'a
S MW a1 e G 1
[N 7 .
= —ﬁ[q,p]_—ﬁm
_ (431)

Durch Bildung geeigneter Linearkombinationen koénnen wir Orts- und Impulsoperator
durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperator ausdriicken,

[ h
A~ o A-i— A~
i = \z- (a'+a) , (4.32)
(a' —a) .

. . [mhw

po= i\ ——

5 (4.33)
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Das Quadrat von Orts- und Impulsoperator lautet dann

h

¢ = 5 @) rata+ad +a (4.34)
hw

o= - @) —ata—adt v (4.35)

Damit konnen wir den Hamilton-Operator durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperato-
ren ausdriicken,

- 1 1
H = —p+-muw?q
m

1
= 7%;(&*@45) : (4.36)

wobei wir im letzten Schritt die Vertauschungsrelation (4.31), ausgenutzt haben, um a a'
durch a'a + 1 auszudriicken.

4.2.3 Besetzungszahl-Operator

Die Einfiihrung von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erlaubt uns, den Hamilton-
Operator als Funktion eines neuen Operators, des sog. Besetzungszahl-Operators

ata, (4.37)

n

auszudriicken (auch hier wird die Benennung spéter klar werden). Gleichung (4.36) lautet
dann einfach

- 1
H = hw (ﬁ + 5) . (4.38)
Der Hamilton-Operator und der Besetzungszahl-Operator besitzen ein gemeinsames

System von Eigenfunktionen, denn es gilt

[Eﬂz%%+,4z%%ﬂz0

DO | =

Wir kénnen daher |E,) = |n) setzen, wobei |n) die Eigenzusténde des Besetzungszahl-
Operators sind. Der Besetzungzahl-Operator erfiillt die Eigenwert-Gleichung

nln) =nin) . (4.39)

Da # wie schon H hermitesch ist, n' = 7, sind die Eigenwerte n reell. Welche Werte
nehmen die Eigenwerte n, die sog. Besetzungszahlen an? Was konnen wir {iber die
Eigenzustdnde aussagen?
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4.2 Harmonischer Oszillator

n ist positiv semi-definit, n > 0.
Beweis: Der Erwartungswert des Besetzungszahl-Operators in einem Eigenzustand
ist aufgrund der Eigenwert-Gleichung (4.39)

n = (n|n|n) = (n|a’ aln) = (anlan) >0,

da es sich offenbar um das Quadrat der Norm des Zustands a |[n) = |an) handelt
und dieses stets positiv semi-definit ist, q.e.d.

Falls |n) ein Eigenzustand von 7 ist, so sind auch a|n) und a' |n) Eigenzustinde
von 7, und zwar zu den Eigenwerten n — 1 bzw. n + 1,

[h,a'] = [aTa, a'l=a"aa’ —atala=a'la, a']l =al,

wobei wir von der Vertauschungsrelation (4.31) Gebrauch gemacht haben. Damit
gilt

naln) = (—a+an)n)y=a(-1+n)|n)=Mn—-1)aln),
natln) = (&' +a'n)n) =af )|

Bemerkung: Offensichtlich muss gelten a|n) ~ |n — 1), sowie a' |n) ~ |n + 1).
Daraus rechtfertigen sich die Benennungen Vernichtungs- bzw. Erzeugungs-
Operator: a erniedrigt die Besetzungzahl um Eins, a' erhoht die Besetzungszahl
um Eins. Wir werden sehen, dass bezogen auf den Hamilton-Operator die Beset-
zungszahl n im Zustand |n) identisch mit der Zahl der Quanten der Energie hw
im Zustand |E,) ist. Im ersten Fall wird also ein Quant vernichtet, im zweiten ein
Quant erzeugt.

Es empfiehlt sich, die durch Vernichtung oder Erzeugung eines Quants resultierenden
Zusténde a |n) bzw. a' |n) zu normieren. Wir schreiben zuniichst

i) =dosln—1), @ |n) = duprln+1),

und bestimmen die Normierungskonstanten d,, 1, d,,.1 unter Ausnutzung der Nor-
miertheit der Zusténde |n), |n £ 1) und der Vertauschungsrelation (4.31),

n = n{nln) = (n|n|n) = (nla'aln) = (an|an)

o120 — 1 — 1) = [du 1 ? |

(n+1)(n|n) = (n|n + 1n) = (nla' a + 1n) = (nlaa'|n) = (a' nla’ n)
s+ U+ 1) = [doal

n+1
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Wenn wir die Konstanten d,,_1, d,,;1 als reell annehmen, folgt daraus
dn—lz\/ﬁa Jn-{-l:\/n L,

also

alny = Vnln—1), (4.40)
atlny = Vn+1n+1). (4.41)

(iv) Der kleinste Eigenwert ist ny, = 0.

Beweis: Da der Vernichtungsoperator den Eigenwert n um Eins erniedrigt, a |n) =
Vv/nIn—1), da aber stets n > 0 sein muss, so gibt es offenbar ein minimales n = ny;,,
fiir das @ |nmin) = |G Nmin) = 0 (weil der zugehorige Zustand dann negatives n hétte,
was aber nicht sein kann; Anmerkung: offenbar ist 0 < np,;,, < 1.) Fiir diesen Zustand
gilt

0= <d nmin|d nmin) = <nmin|de|nmin> = <nmin|'ﬁ'|nmin> = nmin<nmin|nmin> = Nmin
da der Zustand |n;,) auf Eins normiert ist. Also ist

Nin = 0

und
[Tmin) = |0)

der Grund- bzw. Vakuumzustand, der ebenfalls auf Eins normiert ist,

(0/0) =1, q.ed.

(v) Das Spektrum von 7 ist nach oben unbeschrinkt.

Beweis: Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Wir nehmen an, das Spektrum sei
beschriinkt, d.h. 3 npay mit @' [Npay) = |67 Nmax) = 0. Dann gilt fiir diesen Zustand
unter Ausnutzung der Vertauschungsrelation (4.31)

0 = <dJr nmax|dT nmax> - <nmax|ddf|nmax> - <nmax|ﬁ + 1|nmax>
= (nmax + 1)<nmin|nmin> = Nmax + 1.
Dies fithrt auf ny,., = —1, was im Widerspruch zum Resultat n > 0 steht, q.e.d.
(vi) Korollar: Die Eigenwerte von 7 sind die natiirlichen Zahlen inklusive Null, n € Ny.
(vii) Sukzessives Anwenden von a' auf den Vakuumzustand |0) erzeugt alle Eigenzustinde
n),
1

) = = (@)"10) (4.42)

(viii) Da n hermitesch ist, bilden seine Eigenzustinde eine Orthonormalbasis,

(nlm) = 0pm -
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4.2 Harmonischer Oszillator

4.2.4 Spektrum des harmonischen Oszillators

Wir sind nun in der Lage, aus den Eigenwerten des Besetzungszahl-Operators das Ei-
genwertspektrum des harmonischen Oszillators zu bestimmen. Weil H und n ein
gemeinsames System von Eigenzusténden besitzen, |E,) = |n) gilt aufgrund von GI. (4.38)

fI|En):hw(ﬁ+%) In) = hw <n+%) In) = E, |E,) ,

also )
Insbesondere ist 5
By = 7“’ (4.44)

die Energie des Vakuums oder Grundzustand, die sog. Nullpunktsenergie. Man beachte,
dass diese nicht gleich Null ist. Warum dies so ist, wird weiter unten erldutert.
Das Spektrum ist dquidistant, d.h.

En+1_En:hw7

jeder nédchsthohere Energiezustand ergibt sich durch Addition eines Energiequantums
hw aus dem darunterliegenden, vgl. Abb. 4.18.

Vig)

Abbildung 4.18: Spektrum des eindimensionalen harmonischen Oszillators.

Daher entsprechen die Eigenwerte n des Besetzungzahl-Operators der Zahl der Quan-
ten mit Energie hw im Zustand |E,) = |n) des harmonischen Oszillators. Der Zustand
|n) ist also ein Zustand mit n Energiequanten der Energie fiw und der durch Gl. (4.43)
gegebenen Gesamtenergie E,,. Der Besetzungszahl-Operator “mifit” also die “Besetzung”
des Zustands |n) mit Energiequanten, also ihre Anzahl n.
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Insofern rechtfertigt sich nun auch die Bezeichnung “Erzeugungs-” bzw. “Vernichtungs-
operator”: Da a' einen Zustand |n) in einen Zustand |n + 1) iiberfiihrt, erzeugt er ein
Energiequant, und da a einen Zustand |n) in einen Zustand |n— 1) tiberfiihrt, vernichtet
er ein Energiequant.

Wir berechnen noch Erwartungswerte und Schwankungsbreiten einiger Operatoren im
Zustand |n):

(i)

(i)

(i)

142

Energie: R
(n|H|n) = E, .

Die Energie ist in einem FEigenzustand des Hamilton-Operators natiirlich beliebig
scharf mefibar,

AH? = (n|H?*n) — (n|H[n)? = E> —E2 =0.

Ort: Mit Gl. (4.32) erhalten wir

. h . h a
(nldln) = \/ o= (la! +aln) = /=== (Vi1 {nln+1) + Vafnln = 1)) =0,
da die Eigenzustdnde orthonormiert sind. Der Erwartungswert des Orts ist also
Null, d.h. er liegt im Ursprung. Dies ist klassisch auch fiir das Potential des harmo-
nischen Oszillators zu erwarten, da es symmetrisch beziiglich des Ursprungs ist,
vgl. Abb. 4.17. Der Ort ist jedoch in einem Eigenzustand |n) der Energie (oder des
Besetzungszahl-Operators) nicht beliebig scharf mefbar,

Ags = (n|@’ln) — (n|gln)* = (n|¢*n)
h 2 R
= 5.—(nl (a')" +ala+aa +an)
—h A~
= 2w <\/<”+1><”+2)<n|n+2>+<n\2n+1\n>+ n(n—l)(n\n—2>)
h E,
- 2n+1)= 4.4
2mw( n+1) mw? (4.45)

wobei wir die Vertauschungsrelation (4.31), die Glgen. (4.34), (4.40) und (4.41),
die Orthonormalitidt der Zusténde |n), sowie den Ausdruck (4.43) fiir die Energie
benutzt haben.

Impuls: Mit Gl (4.33) erhalten wir

(nliny = i /"2 (nlat—aln) = i /"2 (VA Ll + 1) — Viatajn — 1)) =0,
da die Eigenzustédnde orthonormiert sind. Der Erwartungswert des Impulses ist also
ebenfalls Null. Dies muss so sein, da sich das Teilchen nicht aus dem im Ursprung
lokalisierten Potentialtopf weghbewegen kann, der Impuls also im Mittel weder posi-
tive noch negative Werte annehmen kann. Auch dies liegt wieder an der Symmetrie
des Potentials des harmonischen Oszillators beziiglich Spiegelung am Ursprung. Der
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Impuls ist ebenfalls in einem Eigenzustand |n) der Energie (oder des Besetzungszahl-
Operators) nicht beliebig scharf meibar,

Ap; = (n\}z_z\n) — (n[p|n)* = (n[p*|n)
- ‘mT (n] (") — afa — aal + a*(n)
= —@ (\/(n + 1) (n+2){(n|n+2) — (n|2n + 1|n) + /n(n — 1){n|n — 2>>
_ @(znﬁ) —mE, (4.46)

wobei wir die Vertauschungsrelation (4.31), die Glgen. (4.35), (4.40) und (4.41),
die Orthonormalitét der Zusténde |n), sowie den Ausdruck (4.43) fiir die Energie
benutzt haben.

Aus den Glgen. (4.45) und (4.46) sehen wir, dass die Heisenbergsche Unbestimmtheitsre-
lation fiir alle Energiezusténde erfiillt ist,
E? 1\* #? h?
AG Ap? = =2 = 2 -] =—(2 172> —.

Wir sehen auch, dass sie fiir den Grundzustand, also fiir n = 0, gerade die untere Grenze
annimmt.

Die Tatsache, dass die Nullpunktsenergie von Null verschieden ist, 148t sich mit Hilfe
der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation erkléren. Offenbar ist
2

) 1
n|p’ln) = — Ap |

T|n) =
(nlTin) »

1
om |
wobei wir Gl. (4.46) benutzt haben. Ferner ist

> 1 2/ 142 1 2N 2
(n|Vin) = 5 mw (n|@*|n) = 5 mw Aq;

wobei wir Gl. (4.45) benutzt haben. Da aufgrund der Heisenbergschen Unbestimmtheits-
relation weder Ap? noch Ag? verschwinden diirfen, kann also weder der Erwartungswert
der kinetischen noch der der potentiellen Energie im Zustand |n) verschwinden. Dies gilt
dann natiirlich auch fiir die Gesamtenergie und insbesondere fiir den Grundzustand. Also
muss Fy > 0 sein.

4.2.5 Ortsdarstellung der Eigenfunktionen

Die zum Zustand |n) gehtrende Wellenfunktion im Ortsraum ist

en(q) = (qln) .

Es ist zweckméBig, die dimensionslose Grofie

[
hq

T
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e ;m

In Ortsdarstellung lauten dann Orts- und Impulsoperator
. . Lo d : d
GW=q, pq:—zhd—q = —Z\/mhwa :
Die Ausdriicke (4.29), (4.30) fur die Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren in Ortsdar-

stellung lauten dann
1 d
= — —— . 4.47
V2 (x dw) (447)

a —i xT i a
a"_ﬁ( *dx) |
0 = (glalo)= / ad (gla 1) (¢10) = / Ad' i3 5(q — ) 9o(d') = g 0la)

Es gilt wegen a|0) = 0 auch
1 d
= — — . 4.4
NG <J; + dx) wo(x) (4.48)

Hier haben wir benutzt, dass (q|a|¢’) = a,0(¢ — ¢') (der Beweis beruht auf dhnlichen
Argumenten wie beim Matrixelement (q|H|q') des Hamilton-Operators), und wir haben
keinen Unterschied zwischen einer g— und einer x—Abhéngigkeit im Argument der Wel-
lenfunktion ¢g(q) gemacht. Gleichung (4.48) stellt eine lineare, homogene, gewohnliche
Differentialgleichung erster Ordnung fiir die Wellenfunktion des Grundzustands dar, wel-

che die Losung
72
wo(r) = ¢y exp —5

besitzt, wie man leicht nachrechnet. Die Normierungskonstante bestimmt man aus der
Forderung

L= (00) = /_qu<0|q><q|o>=\co|2 / dge ™ = wf / dv e~

mw\ 1/4
)
wobei wir eine mogliche komplexe Phase zu Null gesetzt haben. Die korrekt normierte
Grundzustandswellenfunktion lautet dann

oo(2) = <%>1/4 o722  wolg) = <%>1/4 exp (_% q2) . (4.49)

Hohere Anregungszustinde ergeben sich aus der Relation (4.42),

ealq) = (qln) = <’f 0>= dq/\/%ml (@")" 1¢')(¢|0)

, d\" , N d\"
- Jair— (o= 1) s Dal) = o (o 1) o

mw\1/4 1 2
— 12y 4.
(%) e Huw), (4.50)

zu definieren, so dass

K —-

mw
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4.2 Harmonischer Oszillator

wobel

dx da»

die sog. Hermiteschen Polynome sind. (Der zweite Ausdruck auf der rechten Seite folgt
aus dem ersten nach ldngerer Rechnung.) Aus der Orthonormalitit der Eigenfunktionen,

H,(z) ="/ (:p — i) e = (—1)"ex2d— e (4.51)

Omn = (nm) :/ dg (nlq){alm) :/ dg en(q) om(q)
(die Eigenfunktionen sind reellwertig!), folgt mit Gl. (4.50)
VT2 By = / dz e H,(z) Hy(z) . (4.52)

Aus der Wirkung der Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren auf die Eigenfunktionen,
vgl. Glgen. (4.40) und (4.41),

twenla) = 5 (04 31 ) ki) = Vg (o), (459

R 1 d
henla) = 5 (- 31 ) el = VIF Tpma(o),

folgt nach Addition dieser beiden Gleichungen

ﬂx@n(x) =vn-+ 1 (pn-l—l(x) + \/Espn—l(x) :
Dies fiihrt auf folgende Rekursionsrelation fiir die Hermiteschen Polynome,

1

V2z H,(z) = 7 Hop () +V2nH, () = Hp(z)=2xH,(x)—2nH,_(z).
(4.54)
Daraus lassen sich die Hermiteschen Polynome rekursiv berechnen,
HO('I) =1 )
H1 (.T) = 2z s
Hy(w) = (22)2—2,
Hy(@) = (20) —6(20) .
Aus Gl. (4.53) folgt auBerdem
d
() = VI (2) — w pule)
Setzen wir Gl. (4.50) ein, so folgt daraus
d d
—x H,(z) + o H,(z)=2nH, (z) —z H,(z) <= T H,(z) =2nH,_(z) .
x x
(4.55)
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Leiten wir diese Gleichung ein weiteres Mal ab und benutzen die Rekursionsrelation (4.54),
so folgt unter erneuter Benutzung von Gl. (4.55) (diesmal fiir den Index n + 1)

L i) = 20 L, @) = L2 Hue) — Ho (o)
da2 n\T - ndl‘ n—1\T _dl‘ T Ip\T n+1(T
d d
= 2H,(z)+ 2x£ H,(x) — e H,1(x)

= 2H,(x)+ 2x% H,(z) —2(n+1)H,(x) .

Umstellen der Terme ergibt die Differentialgleichung

In Abb. 4.19 sind die ersten vier Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators dargestellt.
Man erkennt sehr schén das oszillatorische Verhalten im klassisch erlaubten Bereich und
den exponentiellen Abfall gegen ¢ — “+oo im klassisch verbotenen Bereich. Auch die
Giiltigkeit des Knotensatzes ist leicht erkennbar, d.h. ¢, (¢) enthélt n Knoten.

o, (x)

3.5 N !

15 N - VgL
\ / — n=0
- /\/\"\ — n=1]
g AN ! - 71:2 B
05 — n=3
1 1 1 1 O - 1 1 1 1
X

Abbildung 4.19: Wellenfunktionen des Grundzustands und der ersten drei angeregten
Zustéande fiir den harmonischen Oszillator. Der Klarheit der Darstellung
wegen ist die y—Achse jeweils um die Energie E, des n—ten Zustands
(in Einheiten von hw) nach oben verschoben.
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4.2 Harmonischer Oszillator

In Abb. 4.20 sind die zugehorigen Wahrscheinlichkeitsdichten o, (z)]? = ¢?(z) dar-
gestellt. Man sieht, dass fiir die angeregten Zusténde eine recht hohe Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit in der Ndhe der klassischen Umkehrpunkte besteht.

2 (x)

4_5 T 1 T T T T T T 7 T
\ /
\ 1
— \ / —
\ 1
\
3.5 . .
\ I}
\ /
L \ , ]
\ /
[ \
2.\.) \ Il
\ /
\ /
L \ , ]
\ /
15 s ~=--- V(gL
\
\ /! n=0
— \\\ // n:l -
O |y N\ 'l/ nzz -
o) \ ’ - _3
o L’ n=
| | | | \\‘ e | | | |
0
X

Abbildung 4.20: Aufenthaltswahrscheinlichkeiten im Grundzustand und in den ersten drei
angeregten Zusténden fiir den harmonischen Oszillator. Der Klarheit der
Darstellung wegen ist die y—Achse jeweils um die Energie F,, des n—ten
Zustands (in Einheiten von Aw) nach oben verschoben.

4.2.6 Paritdt

Zum Abschlufl der Diskussion des harmonischen Oszillators diskutieren wir noch die Sym-
metrie der Wellenfunktionen ¢, (¢) unter Raumspiegelungen, ¢ — —¢q. Aus Gl. (4.50)
und der Eigenschaft

Hy(—x) = (=1)" Hp(2)

lesen wir unmittelbar ab, dass
en(—q) = (=1)" ¢nlq) , (4.56)

die Zusténde zu geradem n sind symmetrisch unter Raumspiegelungen, wahrend die
Zustande zu ungeradem n antisymmetrisch sind. Dies ist auch unmittelbar aus Abb.
4.19 ersichtlich. Man spricht bei symmetrischen Zustdnden von Zustdnden gerader Pa-
ritdt und bei antisymmetrischen von Zusténden ungerader Paritit. Allgemein kann
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man jede Wellenfunktion in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil
zerlegen,

©on(q) = on+(q) +on—-(q),
wobei

% [on(q) £ on(—q)] = Eons(—0q) - (4.57)
Fiir die Energie-Eigenfunktionen (4.50) des harmonischen Oszillators gilt aber aufgrund
von Gl. (4.56) fiir gerades n, dass ¢, +(q) = ¢©n(q), ¥n—(¢) = 0, und fir ungerades n,
dass ¢n1(q) = 0, on—(q) = ¢nl(q)-

Raumspiegelungen heiflen auch Parititstransformationen. Eine Paritétstransforma-
tion ist ein Operator, der das Vorzeichen der Ortskoordinaten umdreht,

on,(q) =

Plg)=1-4q). (4.58)
Wegen ) )
Plo)=Pl—-a)=]+q
gilt R R R
PP=1 — P=P".
Wegen

(dPlg) = (| = a) = 8¢ + @) = 5(~¢' — ) = (~dla) = {a| = )" = {aPIg)" = (dP"]a)

gilt auch
popop
d.h. der Paritatsoperator ist sowohl hermitesch wie auch unitéar.
Wegen P2 = 1 konnen die reellen Eigenwerte p des Parititsoperators nur p = +1
sein, R R R
Plpy=plp) = |p)=Pp)=Pplp)=0’lp) = p==1.

Eine Eigenfunktion |p) des Paritdtsoperators hat also entweder positive Paritét, p =
+1, oder negative Paritat, p = —1.
Ein Operator A transformiert sich unter Paritéitstransformationen wie folgt:

A =PAPT.
Man nennt einen Operator A ungerade unter Paritatstransformationen, falls
PAP — 4.
Der Ortsoperator ¢ ist, wie man leicht sieht, ein ungerader Operator,
PiP'lg) = PiPla) = Pi| —a) = —aP|—a) = —qlg) = —dla) -

Da dies fiir alle |g) gilt, und da diese Zustédnde eine Orthonormalbasis bilden, gilt dies
auch als Operatoridentitit,

PP =—q.
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Auch der Impulsoperator p ist ein ungerader Operator. Mit einer vollsténdigen Eins
von Ortsfunktionen und der Spektraldarstellung des Impulsoperators gilt:

PiPla) =P [ dglo)d| [ applpiwiPle) = [ dd dpp] = i) o~ a) . (459
Nun benutzen wir die aus Gl. (3.25) folgende Identitét

(alp) = (—ql — ),

um Gl. (4.59) umzuschreiben,
PpPlg) = /dQ’dpm —¢')(=q'| = p){~pl)

_ /_Oo dq | — ¢ Y= /_OO dpp| —p)(—plq)

[e.9]

_ <_ /OOOO dq”|q”)<q”|) (/OOOO dp’p’lp’><p’|) )

= [Cariea (= [ s ) i = -pla

wobei wir im drittletzten Schritt —¢’ = ¢” und —p = p’ substituiert, sowie im letzten
Schritt die vollstdndige Eins von Ortsfunktionen und die Spektraldarstellung des Impuls-
operators wieder ersetzt haben. Da dies fiir alle |¢) der Orthonormalbasis gilt, gilt es auch
als Operatoridentitét

PpP =—p.
Der Hamilton-Operator (4.25) des harmonischen Oszillators ist eine gerade Funktion der
Operatoren p und ¢ und deshalb invariant unter Parititstransformationen,

PP 1.
Damit vertauscht H aber auch mit dem Paritatsoperator,
[H,P]=0.

Der Hamilton-Operator und der Paritdtsoperator besitzen also auch ein gemeinsames
System von Eigenfunktionen. Wir bezeichnen diese mit |n, £), so dass

ﬁ|n,j:) = E,|n, %),
Pln,+) = +|n,+).

Energie-Eigenzustdnde konnen dann nach diesen gemeinsamen Energie- und Paritéts-
Eigenzustdnden entwickelt werden,

n) = ciln, +) +cln, =),
mit zu bestimmenden Koeffizienten c.. Es gilt

(aln) = (q|P?n) = (—q|PIn) = ci(—qln,+) — c_(—qln, =) = ci{aln, +) + c_{qIn, =) .
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Koeffizientenvergleich ergibt

Oni (=) = Pn (@), Pn—(—q) = —0n(q) .

Dies sind aber gerade die Parititseigenschaften (4.57) der Energie-Eigenfunktionen, d.h.

©n+(q) = ¢n(q), n gerade/ungerade ,

also cy = 1, cx = 0 fiir gerades/ungerades n.
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Der erste grofie Erfolg der Quantenmechanik war die korrekte Beschreibung des Energie-
Spektrums in wasserstoffahnlichen Atomen, d.h. Atomen mit Kernladung +Ze und einem
einzigen Elektron mit Ladung —e in der Atomhiille. Wir wollen diesen einzigartigen Erfolg
in diesem Kapitel nachvollziehen. Dazu miissen wir uns zunéchst mit der Quantentheo-
rie des Drehimpulses auseinandersetzen. Wir werden zum Ende des entsprechenden
Abschnitts erkennen, dass die Eigenfunktionen zu gutem Gesamtdrehimpuls und guter
z—Komponente des Drehimpulses in Ortsdarstellung genau die schon in der Vorlesung
“Theoretische Physik III: Elektrodynamik” kennengelernten Kugelflichenfunktionen
sind. Zur Berechnung des Energiespektrum von wasserstoffihnlichen Atomen muss dann
lediglich noch eine gewthnliche Differentialgleichung gelost werden.

5.1 Quantentheorie des Drehimpulses

5.1.1 Vertauschungsrelationen

Der Drehimpuls-Operator ist definiert als

X P, (5.1)

=P

L=
vgl. Tab. 2.1. Mit Hilfe der kanonischen Kommutatoren [z;, p;| = thd;;, [T, ;] = [pi, Dj]
= 0, berechnet man fiir die Komponenten folgende Vertauschungsrelation,

[Lia L]] = €kl €5mn (:i'k ﬁl jm ﬁn - jm pn :i'k ﬁl)
= €kl €jmn (_Zh 5lm'fk pn + ijk im ﬁl ﬁn +ih 5kn i‘m ﬁl - i‘m ijk ﬁn ﬁl)
= —ih €ikl €jmn (5lm ijk ﬁn - 5kn i‘m ﬁl)
= —ih (€int €jin Tk Dn — €kl €jmk Tm D1)
= ih €k €1jn Tk Dn — €itk €jnk Tn D1)
= ih (€ik €xjn — €k €ik) L1 Pn (5.2)
wobei wir im letzten Schritt im ersten Term die Umbenennung k& <« [ und im zweiten
Term die Umbenennung n < [ vorgenommen haben. Nun benutzen wir
€ilk €kjn — €ink €jik = 0ij Ot — Oin, 015 — 045 Oy + 03 Onj = 04t Onj — Oin 01 = €k €kin -

Eingesetzt in Gl. (5.2) erhalten wir die gesuchte Vertauschungsrelation,

[£z7 i/j] = 1N €jk €pin T P = thegjp, Ly . (5.3)
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Weitere Vertauschungsrelationen sind

[Li, 5] = €ip (T P15 — 35 31 Pr)
= € (—th 0y Ty + T &5 Py — T T Pr) = ihegjp Ty
[Li, pj] = € (TrPrDj — Dj Tk D)
€kt (Tx PrDj + 1h0je P — Tk Dy Pr) = th€ijp P (5.4)
[Li, 7% = Lidja; — ;8 Ly
B Ly 8+ iRy dndy — &5 Loy +iliegy &8y = 2ifeind; & =0

[Li, p*] = Lip;p; — b b Ls
= pj Lipj + iheinpepy — by Li by + iheij b pr = 2iheijnpipe = 0,
[Li, 7+ p] = Lid;p; — &;p; L

= & Lipj + ihegrinp; — & Lip; + ihegp & Pr

ih €ijk (.fk ﬁj + .fj ﬁk) =1h (Q‘jk + Eikj) .fkﬁj =0. (55)

Mit Hilfe dieser Vertauschungsrelationen berechnet man eine wichtige Vertauschungsrela-
tion fiir das Quadrat des Drehimpuls-Operators,

L? = €k €itm 25 P 21 P = (551 Ok — Ojm Okt) T Pr &1 D = 2 Pr (5 P — Tk Pj)
- i’]i’]pkpk—Zh(sjk.’,ﬁjﬁk—f].fkﬁkﬁ]+Zh5kk.fjﬁj
= 7+ 20T p— 35 pj En Pr — ih 61 T D
. N2 .
_ F2ﬁ2—<F-ﬁ> ViRPf (5.6)

Die gesuchte Vertauschungsrelation lautet unter Benutzung der Resultate (5.5)
[L;, L] =0, (5.7)

d.h. das Quadrat des Drehimpuls-Operators vertauscht mit jeder seiner Komponenten.
Dies bedeutet, dass die i—Komponente des Drehimpulses und sein Quadrat ein gemein-
sames System von Eigenfunktionen besitzen. Allerdings vertauschen die einzelnen Kom-
ponenten des Drehimpuls-Operators nicht miteinander, s. Gl. (5.3), deshalb kann man kein

gemeinsames System von Eigenfunktionen von L? und allen Komponenten von L finden.
Man kann aber eine Komponente, iiblicherweise L., herausgreifen und ein gemeinsames

System von Eigenfunktionen von [? und L, konstruieren.

5.1.2 Eigenwertproblem

Das System von Eigenfunktionen von L2 und L. bezeichnen wir mit |[¢m), so dass die
folgenden Eigenwert-Gleichungen gelten,

lem) = Coltm),
L.[tm) = Cpltm). (5.8)
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Die Eigenwerte Cy, (), von L2 und L, sind reellwertig, da der Drehimpuls-Operator
ein hermitescher Operator ist (dies folgt unmittelbar aus der Hermitezitit von 7 und
ﬁ). Wir berechnen nun diese Eigenwerte. Dazu ist es zweckméBig, sich sog. Leiter- oder
Stufenoperatoren zu definieren,

Li=1L,+ilL,. (5.9)

Aus Griinden, die noch klar werden, heif3t IA“F der Aufsteigeoperator und L_ der Ab-
steigeoperator. Wie wir sehen werden, erfiillen diese Operatoren eine dhnliche Funktion
wie die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren beim harmonischen Oszillator. Aufgrund

der Hermitezitit von L gilt

~ A\ N ~ \T A
(L+> . (L_) L. (5.10)
Ferner gelten folgende Vertauschungsrelationen:

Ly, L) = [Lo+4iLy, Ly—iLy) = —i[Ly, Ly) +i[Ly, Ly) = —2i[La, L,

= 2hL,,
Lo, L) = [Le L) +ilLy, L) = —ihLl, +®hLl, = Fh (zx iizy)

= Fh [A/i : (5.11)
Ly, I3 = 0. (5.12)

Die letzte Relation gilt, da L2 mit allen Komponenten des Drehimpuls-Operators ver-
tauscht, also auch mit den Linearkombinationen L. derselben.
Der Drehimpuls hat dieselbe Einheit wie die Wirkung,

-

L] = [7 x ] :m-kg% = Nms = Js = [i] .
Daher kénnen wir die Eigenwert-Gleichungen (5.8) auch in der Form

Zlem) = Reltm),

L.[tm) = hml|tm), (5.13)
mit dimensionslosen reellwertigen Konstanten ¢, m schreiben.

Behauptung: Sei |[¢ m) Eigenzustand zu L? mit Eigenwert h?c, und zu L, mit Eigenwert
hm. Dann ist der Zustand A
L:t |€ m)

Eigenzustand von L2 7u demselben Eigenwert h%c,, aber von L, zum Eigenwert A(m=+1).
Beweis:

(i) Wir zeigen zuniichst, dass der Eigenwert von L? im Zustand L. [¢m) der gleich ist
wie im Zustand |¢m). Unter Benutzung der Vertauschungsrelation (5.12) erhalten
wir

% (£slem)) = La L2 |0m) = R, (L lem)) -
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(ii) Wir berechnen nun den Eigenwert von L. im Zustand L. [¢m). Unter Benutzung
der Vertauschungsrelation (5.11) erhalten wir

L. (ﬁi |€m)> — (ﬁi L.+ nﬁi) 0m) = Ly (hm £ k) |€m)
= h(m=1) <Ei |€m)) , q.ed.
Bemerkung: Die Anwendung von ﬁ+ erhht den Eigenwert von L, um #, die An-

wendung von L_ erniedrigt den Eigenwert von L, um k. Dies erklirt die Bezeichnung
Aufsteige- bzw. Absteigeoperator.

Wir bestimmen nun den Bereich moglicher Werte fiir den Eigenwert m. Es gilt zunéachst
aufgrund der Hermitezitdt der Komponenten des Drehimpuls-Operators, LT = L;, fiir
beliebige Zustande |p)

(p|L3 @) = (p|LILi|0) = (Lip|Li @) =|| Lip ||*> 0, i=um,y,z

Also gilt insbesondere fiir |¢) = [¢ m)
0 < (0m|L2+ L2|¢m) = ((m|L* — L20m) = h*(c, — m?){(Em|0m) = B2 (c, — m?)

da die Zustéinde |[¢m) auf Eins normiert sind. Da m € R, muss also ¢, > m? > 0 sein.
Daher ist auch /c, € R und der Bereich moglicher Werte von m ist

—Va<m< /e, (5.14)

Wenn nun der Aufsteigeoperator IA/+ den Eigenwert Am von L, um h erhdht, m aber nach
oben durch /¢, beschrinkt ist, dann muss es ein maximales m = My, geben, fiir das

L+ |£ mmax> =0
ist. Genauso muss es ein minimales m = m,;, geben, fiir das
_ |€ mmin> = 0 s

denn der Absteigeoperator L_ erniedrigt den Eigenwert Am von L, um h, was aber nicht
beliebig oft geht, da m nach unten durch —,/c, beschrinkt ist.

Eine Folgerung dieser Beobachtung ist, dass wir, ausgehend vom Zustand [{muy,),
durch n—fache Anwendung von fur, wobei n € Ny geeignet gewihlt ist, den Zustand
|0 Mymax) erreichen,

LY [0 mumin) ~ [0 Mimax)

Entsprechend E{énnen wir auch vom Zustand |¢ my,y) beginnen und durch n—fache An-
wendung von L_ den Zustand | my;,) erreichen,

lA_fﬁ w mmax) ~ w mmin) .
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5.1 Quantentheorie des Drehimpulses

Die Differenz
Mmax — Mmin =N S NO

ist eine natiirliche Zahl oder Null.
Wir berechnen nun m;,, mMmax und ¢,. Dazu betrachten wir

L L. = (ﬁx—iﬁy) <L$+z’ﬁy) = [2+ L2 +i[L,, L)
= [*—L>—nL.,
LI = (iﬁizy) (Lm —iﬁy) =24+ L2 —i[L,, L]

A~
=

= I’—L*+hl,,
und berechnen damit
L Ly [ mmax) = 0= 1% (co — m2 0 — Muna) [0 M)
also
Ce = Mmax (Mmax + 1)
Andererseits ist mit Gl. (5.16)
LiL_[0myy) =0=h (ce — MZyin + Munin) 1€ Mumin)
also
Co = Mumin (Mpmin — 1)
Vergleich der Glgen. (5.17) und (5.18) ergibt

2 2

min Mmin — Mmax — mmax

0 = m

1 1
= M = 3 (1 SEN S r— 4m?nax> = 5[ (14 2m)]

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

Das obere Vorzeichen kann nicht die richtige Losung sein, denn dies ergdbe myin = Mmax+

1, was im Widerspruch dazu steht, dass mpayx > Mpyin ist. Also ist
Mmin = —Mmax

und daher

N = Mmax — Mmin = 2 Mmax

d.h. da n € Ny, so ist mpy., entweder ganz- oder halbzahlig,

1
Mmax = 07 ) 17 §7 27 .
2 2
Wir bezeichnen nun
Mmax = £,
so dass
co=0l+1)

und fassen das bisher Gesagte zusammen:
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(i) Die Eigenwerte von L? sind
RPcp =R 00+ 1),

wobel

(ii) Die Eigenwerte von L sind
hm |

wobei die folgenden 2¢ + 1 Werte annimmt:

m=—0 —0+1,....0—1,7.

(i) Die Hilbert-Raumvektoren, die Eigenzustéinde von L? und L, sind, werden mit
[€m)

bezeichnet. Man sagt, dass diese Zustinde den Drehimpuls £ mit z—Kompo-
nente m haben.

Die 2¢ + 1 Zusténde, die sich zu gegebenem ¢ im Wert von m unterscheiden, bezeichnet
man als Multiplett:

(i) Singlett: ¢ =0, m = 0.

(ii) Duplett: ¢ = %, m= —%, +=.

N [—=

)

)

(iii) Triplett: £ =1, m=—1,0, +1.
(iv)

Die Tatsache, dass der quantenmechanische Drehimpuls zu gegebenem ¢ genau 2¢ + 1
diskrete Werte annimmt, bezeichnet man als Richtungsquantelung. Dies kann man
wie in Abb. 5.1 gezeigt in einer semi-klassischen Weise veranschaulichen. Der Betrag des
Drehimpulsvektors |L| liegt auf der Oberfldche einer Kugel mit Radius fy/£(€ + 1). Seine
z—Komponente L, kann 2¢ + 1 verschiedene Werte annehmen, in Abb. 5.1 also wegen
¢ = 3/2 genau vier. Der Betrag |L| und die z—Komponente L, kénnen gleichzeitig scharf
gemessen werden, sind mithin festgelegt, aber die z— und y—Komponente sind es nicht.
Semi-klassisch kann man sich das so vorstellen, dass der Drehimpulsvektor auf einem

Kegelmantel in unbestimmter Weise um die z—Achse prézediert, vgl. Abb. 5.1. Der
Kegelradius R ist allerdings festgelegt,

R=\[I2+12= VB - L2 =i+ ) — e

und ist damit stets kleiner als der Kugelradius A+/¢(¢ + 1).

.y _ 3 _ 3 1 ,1 .3
Quadruplett: ( =35, m=—35, —5, +35,+3, usw
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5.1 Quantentheorie des Drehimpulses

Abbildung 5.1: Semi-klassisches Bild zur Richtungsquantelung fiir £ = 3/2.

Mit Hilfe der Leiteroperatoren kann man innerhalb eines Multipletts zu vorgegebenem ¢
die Werte von m erhéhen und erniedrigen und so alle Zustéinde des Multipletts konstru-
ieren,

Lo|tm) =No(t,m)|[fm=+1). (5.19)
Wir bestimmen noch die Normierungsfaktoren N, (¢, m). Es ist einerseits
(Em|L_ Ly|tm) =N (6m)* (Cm+1]0m + 1) = N (6,m)]
und andererseits mit Gl. (5.15)
(Om|b_Lijem) = (Em|L? — L2 — BL.J0m) = B2 [0(£ + 1) — m? — m] (Cm|ém)
= RPUL+1) —m(m+1)] .

Fiir reelles N, (¢, m) liefert Vergleich dieser beiden Gleichungen das Ergebnis

Ni(l,m) = h/e(l+1) —m(m +1) . (5.20)
Analog berechnen wir
(Em|Ly Lo[tm) = IN_(¢,m)[* (¢m = 1|tm = 1) = IN_(£,m)]*,
bzw. mit Gl. (5.16)

(m|Ly L_|tm) = <£m\i2 — L2+ hL.|tm) =K [0+ 1) = m® +m] (Em[tm)
= RU(l+1)—m(m—1)],
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woraus fiir reelles N_ (¢, m) folgt

N_(6,;m) = h\/Jl(L +1) —m(m — 1) . (5.21)

Die Glgen. (5.20) und (5.21) konnen wir wie folgt zusammenfassen,

Ne(l,m) =kt +1)—mm=E1)=h/LFm)(l£m+1). (5.22)

Also gilt mit GL. (5.19)

Liltm)=nh/lTm)(ltm+1)|[fm+1).
Daran erkennen wir, dass ausschlieBlich ¢ = m die Bedingung L, [¢¢) = 0 und aus-

schlieBlich ¢ = —m die Bedingung L_|¢ — ¢) = 0 erfiillt.

5.1.3 Matrixdarstellung

Die Drehimpulsoperatoren besitzen eine einfache Matrixdarstellung im Hilbert-Raum
der Zustdnde | m),

| L20m) = B0+ 1) S Sy (5.23)
Wm!|Ltm) = Bm b S (5.24)
Om!|Leltm) = KT m)(L£m+1)0u O met - (5.25)

Ordnen wir Zeilen und Spalten dieser (unendlich dimensionalen) Matrizen nach aufstei-
gendem ¢ an, so erkennen wir, dass sie eine blockdiagonale Form haben,

(=0

Die Untermatrizen sind endlichdimensional; zu gegebenem ¢ entspricht ihre Dimension
genau den 2/ + 1 moglichen Werten von m.

Beispiel: ¢ = % In diesem Fall gibt es 2¢ + 1 = 2 unterschiedliche Werte von m, also
lauten die 2 x 2 Untermatrizen:

(2),., =
2%x2

3 3
4 4
A A1 0 h
Lz) = = =—-90 2
( 2%2 2\ 0 —1 ) 2 93 (5.26)
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(1), = (5 4).
(1), = (Y 0)
(1), = 3 (i) (4 ) <de
(0), = 3 -1 =5(0 5 )k o

Die Matrizen 61, 09, 63 sind die sog. Pauli-Matrizen, die uns bei der Diskussion des
Spins wiederbegegnen werden.

5.1.4 Ortsdarstellung

Die Ortsdarstellung der Eigenfunktionen [¢m) entspricht wie {iblich dem Skalarprodukt
('|[€m). Wir wollen nun dessen explizite Form bestimmen. Dazu bilden wir das Skalar-
produkt der Eigenwert-Gleichungen (5.13) mit Eigenfunktionen des Ortes,

(L2 |em) = /d3F’(F|fz|F’)(F’|€m>:h2£(£+1) (Flem)

(F|L, [tm) = /dgf’(F|ﬁz|F’)(F’|£m>:hm<F|£m). (5.29)

Wir berechnen zunéchst die Matrixelemente der Operatoren L2 und L, in Ortsdarstellung.
(F|L |7y = (F|apy, — 5. |F') = —ih (v 0y — y ) 6O (7 — "),

wobei wir die Ortsdarstellung des Impuls-Operators, p; = —ih0;, 1 = x,y, 2, und die
Orthonormalitit der Ortszustinde, (7|7") = 6@ (7 — '), benutzt haben. In Kugelkoordi-
naten wird dieser Ausdruck besonders einfach,

A 0
L, = —ih % SO (F =7, (5.30)
wie man durch Umschreiben der partiellen Ableitungen (nach langerer Rechnung) beweist.

Analog erhalten wir mit Gl. (5.6)

(FIL? |7y = <F

wobei wir 7+ V = rd/0r benutzt haben. Setzen wir noch den Laplace-Operator in Kugel-
koordinaten ein,

? 20 1 9>  cotd 9 1 0?

AL 2010 7
o ror TR T T2 99 e 09

(5.31)
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vgl. GL. (1.174) der Vorlesung “Theoretische Physik I: Klassische Mechanik”, so erhalten
wir

) R [0 0 1 02
—»LZ 2N -~ 9 = -~ B) (7 _ ! E_hQA B) (= _ = )
LA = =G {619 (Sm 619) o 8@2} oI —1) 90 0 (7 =17
(5.32)
Eingesetzt in die Eigenwert-Gleichungen (5.29) erhalten wir also
—h* Ay, (FlEm) = R0+ 1) (F|¢m) ,
—ih% (Flfm) = hm{(r|tm) .
Offensichtlich hédngen die Ortsdarstellungen von L2 und ﬁz,
L}0,0) = —h2Ag,, (5.33)
. 0
L.(p) = —ih% : (5.34)

nicht von r ab. Wir kénnen daher anstelle der Ortszusténde (7| auch einfach Zusténde
zu gegebenem Azimut- und Polarwinkel wéhlen, (9 ¢,

L*(W,0) (Do ltm) = —h* Ay, (pldm)=hLL+1) 0 p|lm), (5.35)
L.(p)(pltm) = —m% (Dpltm) =hm{e|tm). (5.36)

Nach Division durch A% bzw. h und Vergleich mit den Glgen. (2.110) und (2.117) aus der
Vorlesung “Theoretische Physik III: Elektrodynamik” erkennen wir, dass die Eigenfunk-

tionen zu L2 und L, die Kugelflaichenfunktionen sind,

(Gollm) =Y (9, @) = \/Qi;r'_l Ei‘;:;

P}"(cos V) €™ (5.37)

mit den zugeordneten Legendre-Polynomen P;"(cos?). Aus den in der Vorlesung “Elek-
trodynamik” gewonnenen Resultaten fiir die Kugelflachenfunktionen zitieren wir hier der

Vollstéandigkeit halber
(i) Orthonormalitit:

2m g
/ dgp/ dd sin 9 Yy, (9, ©) Yo (0, ©) = 000 i (5.38)
0 0

(ii) Vollstindigkeit:

o) J4

Z Z (¥, ") Yem (9, 0) = 6(p — ¢') 6(cos ) — cos ') , (5.39)

=0 m=—/

sowie folgende

160



5.1 Quantentheorie des Drehimpulses

(iii) Symmetrierelation:

Ebenfalls von Wichtigkeit ist die Symmetrie unter einer Parititstransformation © —
—7". Dies entspricht einer Punktspiegelung am Ursprung, also in Kugelkoordinaten

(707,197(:0)H (T7ﬂ_ﬁ7¢+ﬁ) .

Die paritétstransformierte Kugelflichenfunktion lautet dann wegen cos(m — ) = — cos ¢/
und " = (—1)™

Yim(m =0, +7m) = \/2£+1 E§+Z§: P (—cos ) (—=1)™ ™
= \/ Ee Zi: ( 1)”7” P (cosd) (—=1)™ e™?
= (=D Vi (9, 0) (5.41)

wobei wir die Symmetrierelation Pgm(—x) = (—1)"™ P(x) der zugeordneten Legendre-
Polynome benutzt haben, vgl. Glgen. (2.106) und (2.107) der Vorlesung “Elektrody-
namik”. Die Kugelflichenfunktionen zu geradem/ungeradem £ besitzen also gera-
de/ungerade Paritit.

Wir hatten gesehen, dass ¢ und m sowohl ganz- wie auch halbzahlige Werte anneh-
men konnen. Im Falle des Bahndrehimpulses kann man den Wertebereich jedoch wei-
ter einschrédnken. Unter einer Drehung um 27 muss die Wellenfunktion (also die Kugel-
flachenfunktion) wieder in sich selbst iibergehen. Dies muss sowohl fiir ¥ — ¢ 4+ 27 also
auch fiir ¢ — @+27 gelten. Fiir die ¥—Abhéngigkeit ist dies trivial, da cos(J+2m) = cos 9.
Fiir die ¢—Abhéngigkeit erhalten wir jedoch
ime

im(p+27) 2imm imep

(& — € =€ (&

Damit dies in sich selbst iibergeht, darf m keine halbzahligen Werte, m = (2k 4+ 1)/2
mit k € Z, annehmen, da e!?*+)7 = (—1)%+!1 = —1 d.h. die Wellenfunktion wiirde unter
einer Drehung um 27 nicht in sich selbst, sondern 1hr negatives iibergehen. Also sind nur
ganzzahlige Werte von m, und damit auch solche von ¢ erlaubt, wenn wir den Bahn-
drehimpuls betrachten. Wir werden im letzten Kapitel dieser Vorlesung sehen, dass es
eine andere Grofle gibt, die dieselben Vertauschungsrelationen wie der Bahndrehimpuls
erfiillt, aber die im Gegensatz zu letzterem auch halbzahlige Werte annehmen kann.
Zum Ende dieses Abschnittes geben wir noch die vollstdndige Ortsdarstellung der

Eigenfunktionen zu L2 und L. an. Dazu miissen wir die Abhéngigkeit von der Radi-
alkoordinate r wiederherstellen, indem wir die Kugelflichenfunktionen mit einer (noch
unbestimmten) Funktion von r multiplizieren,

(Flem) = (rdpl|lm) = R(r) Yo, (9, ¢) . (5.42)

Die Funktion R(r) muss bestimmte Eigenschaften erfiillen, damit die gesamte Wellen-
funktion normierbar ist. Dies werden wir im folgenden Abschnitt besprechen.
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5.2 Das quantenmechanische Zentralkraftproblem

5.2.1 Hamilton-Operator

Der Hamilton-Operator des quantenmechanischen Zentralkraftproblems lautet in Orts-
darstellung

ﬁQ h2
H=" =——A A4
o + V(r) o +V(r), (5.43)
wobei die potentielle Energie
V(r)= —g (5.44)

lediglich von der Radialkoordinate r abhéingt. Fiir wasserstoffahnliche Atomkerne mit
Ladung +Ze und ein einziges Elektron der Ladung —e ist V' (r) natiirlich das wohlbekannte
elektrostatische Coulomb-Potential Vi (r), d.h.

_ Zeé?
 Arwey

(5.45)

Das quantenmechanische Zentralkraftproblem ist per se ein dreidimensionales Problem,
das aber aufgrund der Kugelsymmetrie des Potentials auf ein eindimensionales reduziert
werden kann. Dies ist analog dem Kepler-Problem der Klassischen Mechanik. Um dies zu
erkennen, schreiben wir den Hamilton-Operator (5.43) mit Hilfe von Gl. (5.31) und mit
Hilfe des Quadrats des Drehimpuls-Operators in Ortsdarstellung, Gl. (5.33), als

R [P 20 1 R1a[,d 2
H——% <w+;E+T_QAﬂ’LP)+V<T)__—__< 8T)+W+V(T).
(5.46)

Wir suchen nach Losungen der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung

Hy(r,0,¢) = Ed(r,9, ) . (5.47)

Die Elgenfunktlonen (7,9, ¢) des Hamilton-Operators sind glelchzeltlg Eigenfunktio-

nen zu L2 und L. Der Grund ist, dass die Operatoren H, L2 und L, alle miteinander
vertauschen,

[H, L% =[H, L]=[[*L.]=0, (5.48)
sie also ein gemeinsames System von Eigenzustédnden besitzen. Dass der letzte Kommuta-
tor verschwindet, ist uns schon bekannt, vgl. Gl. (5.5) fiir i = z. Wir zeigen, dass auch die

ersten beiden Kommutatoren verschwinden. Dazu bemerken wir zunéchst, dass E2(19, ®)
und L, () lediglich von den Winkeln ¢, ¢ abhéngen, aber nicht von der Radialkoordinate
r. Deshalb ist

[;2 aﬁ(@g)“w] - ﬁ(i’“o)’i?w,w) V), L20,9)]
~[Fx (7 5) )| - fz(i’“‘)),@(so) — [Vi), Lo)] =0
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Daraus ergibt sich sofort, dass auch eine Linearkombination dieser Kommutatoren, also
insbesondere die, welche nach Gl. (5.46) den Hamilton-Operator H ergibt, verschwindet,

[H, L% = [H, L.] =0, qed.
Das Spektrum von L2 und L, ist diskret, d.h. wir kénnen die Eigenfunktionen W(r, 9, )

von H mit den Indizes ¢, m versehen. Die Eigenfunktionen miissen daher die Form (5.42)
haben,

¢(T7 197 30) = ¢fm(rv 197 30) = R(T‘) nm(ﬁa 30) = <F|£m> : (549)

Dies bedeutet, dass sie automatisch die Eigenwert-Gleichungen (5.29), bzw. (5.35) und
(5.36) erfiillen.

5.2.2 Separation der Schrédinger-Gleichung

Gleichung (5.49) kann als Separationsansatz zur Losung der zeitunabhéngigen Schro-
dinger-Gleichung (5.47) angesehen werden. Setzen wir Gl. (5.49) in die Schrédinger-
Gleichung (5.47) ein, so erhalten wir mit Gl. (5.46) nach Division durch ¢y, (r, 9, ¢) =

R(r)Yu (9, ¢)

Comdr | dr L*(9, ) Y, —E.
R(r) { 2m r% dr (T dr) * V(T)] R+ 5 Yoru(0, 0) (0, 0) Yem (9, ©)

Nutzen wir noch die Eigenwert-Gleichung fiir L2(¢9, ), GL. (5.35), aus, so erhalten wir die
sog. Radialgleichung

{_h_ 1d <r2 %) LV + % R(r)=ER(r). (5.50)

Dies hat die Form einer eindimensionalen Schrédinger-Gleichung,
H(r)R(r) = ER(r) .

Gesucht sind die Eigenwerte F und Eigenfunktionen R(r) des eindimensionalen Hamil-
ton-Operators

i R21d/,d
- dr

7~—)+Uw) (5.51)

mit der kinetischen Energie

. R 1 d d
T =—-——=—(r*—
(r) 2m 12 dr (r dr)
(die Tatsache, dass diese nicht einfach die zweite Ableitung nach r, d?/dr?, enthilt, ist
den krummlinigen Kugelkoordinaten geschuldet) und dem effektiven Potential

U(r)zv(r)er:_éer_

2mr? r 2mr?

Das effektive Potential ist das gleiche wie beim Kepler-Problem der Klassischen Mechanik,
vgl. Abb. 5.2. Bei groflen Abstédnden dominiert der attraktive Coulomb-Anteil —g3/r,
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5 Wasserstoffatom

wihrend fiir kleine Abstéinde die repulsive Drehimpulsbarriere h%((¢ + 1)/(2mr?) die
Oberhand gewinnt. Vergleichen wir diese Abbildung mit Abb. 4.10 aus Abschnitt 4.1.3,
so erkennen wir, dass es sich um ein Potential vom Typ (iii) handelt, mit ¢y = 0 und
Voo = 0. Also gibt es fiir E < 0 diskrete, gebundene Eigenzustinde von H (r), die man
mit einem Index n € Ny durchnumerieren kann,

R(r) = Ru(r) ,

wobei diese Funktionen aufgrund von Gl. (5.50) offensichtlich auch noch von ¢ abhéngen,
was wir durch den zusétzlichen Index kenntlich gemacht haben. Die zugehorigen Eigen-
werte bezeichnen wir mit F,, (wir werden sehen, dass diese Eigenwerte unabhéngig von ¢
sind). Dagegen erhilt man fiir £ > 0 ein Kontinuum von Eigenzustéinden.

! U(T')
A

Abbildung 5.2: Das effektive Potential U(r) beim quantenmechanischen Zentralkraftpro-
blem. Fiir £ < 0 gibt es (unendlich viele) diskrete Energiezusténde (griiner
Bereich), wihrend es fiir £ > 0 ein Kontinuum von Energiezustédnden gibt
(roter Bereich).

5.2.3 Lo6sung der Radialgleichung

Wir kommen nun zur expliziten Losung der Radialgleichung (5.50). Diese Gleichung
148t sich mit der Substitution )
u

r
r

R(r)

weiter vereinfachen. Aufgrund von

L)% - (5e14)0-2 ()20 u
_u(r) _2U’(;’) Hu(;’) +2u’(;’) _Qu(;’) :1;_22u(r)
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5.2 Das quantenmechanische Zentralkraftproblem

erhalten wir B 20004 1
___+¥+V(r)—E u(r) =0. (5.52)

2m, dr? 2mr?
Wir miissen an die Losung u(r) dieser Differentialgleichung bestimmte Forderungen

stellen:

(i) Die Wellenfunktion () muss am Ursprung (7= 0) regulér sein, d.h.

R(O)zlimw<oo.

r—0 T

Dies bedeutet, dass
u(r)=0(r) (r—20), (5.53)

d.h. dass u(r) wenigstens wie eine Potenz 7% mit @ > 1, am Ursprung verschwindet.

(ii) Die Wellenfunktion () muss quadratintegrabel sein,

[e’s) ™ 27
oo > /d377|¢)(f')|2:/ drr2|R(r)|2/ dd sinﬁ/ dg0|ng(19,g0)|2
0 0 0
= / dr\u(r)|2, (5.54)
0

wobei wir die Orthonormalitit (5.38) der Kugelflachenfunktionen ausgenutzt haben.
Daraus folgt, dass u(r) im Unendlichen schneller als r~/2 abfallen muss,

u(r) =o(r~Y?) (r — o00). (5.55)

Wir betrachten nun die Differentialgleichung (5.52) fiir r — 0 und r — oc.

(i) r— 0: In diesem Fall kénnen das Zentralpotential V(r) ~ r~! und die Energie

E ~ 10 gegeniiber dem Zentrifugalpotential ~ r~2 vernachliissigt werden
B R+ 1)

E< V)| == < ——

und die Differentialgleichung (5.52) nimmt die Form

h? d? R 1
————l—& u(r) ~0 <= [

d? N 0(0+1)
2m dr? 2mr?

dr? 72

] u(r) =0 (5.56)

an.

Behauptung: Es gibt zwei linear unabhéngige Losungen dieser Differentialglei-

chung

uy(r) ~ T () ~ 7t

Beweis: Wir bilden die zweite Ableitung dieser Losungen,

d?uy (1)
dr?

d2us(r)
dr?

~ L0+ 1) ~ (0= 1) T = (0 1) D
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5 Wasserstoffatom

(i)

Ganz offensichtlich erfiillen u; 5(r) die Differentialgleichung (5.56), q.e.d.

Allerdings kommt die Losung us(r) aufgrund von Forderung (5.53) nicht in Frage,
es bleibt also lediglich wu;(7), d.h.

u(r) ~ ™ (r —0). (5.57)

r — oo: In diesem Fall kann man sowohl V(1) ~ r~! als auch die Drehimpulsbarriere
~ 12 gegeniiber E ~ r° vernachliissigen,

2
E>>|V(r)|:§>>w

2mr?

und die Differentialgleichung (5.52) nimmt die Form

(h_Qd_2+E)u('r)gO — <dd—7:—/<;2)u(r):()

2m dr?

an, wobei wir

2mE
K = — = (5.58)
definiert haben. Die Losungen dieser Differentialgleichung sind wohlbekannt,
ur(r) ~e ™ ug(r) ~ et

Fiir gebundene, diskrete Zustédnde ist £ < 0 und daher x € R. Aufgrund von
Forderung (5.55) miissen wir daher us(r) als mogliche Losung ausschlieBen. Es bleibt
lediglich

u(r) ~e ™ (r — o0), (5.59)

die Losung muss exponentiell abfallen, was sich auch daraus erklart, dass wir uns
fiir £ < 0 und r — oo im klassisch verbotenen Bereich befinden.

Fiir ungebundene, kontinuierliche Zusténde ist £ > 0 und « ist rein imaginér.
Dies fiithrt auf oszillatorische Losungen (ebene Wellen), die nicht quadratintegrabel
sind und die Forderung (5.55) daher nicht erfiillen. Dies ist allerdings kein Pro-
blem, da wir wissen, wie man solche uneigentlichen Zustédnde des Hilbert-Raums
behandelt. Im folgenden betrachten wir aber ausschlieBlich den diskreten Teil des
Spektrums des Hamilton-Operators, also die Zustédnde, bei denen das Elektron an
den Atomkern gebunden ist.

Wenn wir das asymptotische Verhalten (5.57) und (5.59) der Funktion u(r) in Betracht
ziehen, dann liegt folgender Lésungsansatz fiir die Differentialgleichung (5.52) nahe,

u(r) = P(r)r e " (5.60)

wobei P(r) ein Polynom zunéchst unbestimmter Ordnung in r ist,
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5.2 Das quantenmechanische Zentralkraftproblem

Es konnen dabei keine negativen Potenzen von r auftreten, da sonst das asymptotische
Verhalten (5.57) von u(r) verletzt wiirde. Es konnen aber beliebige nicht-negative Po-
tenzen bis zu einer Ordnung N < oo auftreten, da die Exponentialfunktion immer dafiir
sorgt, dass u(r) normierbar bleibt.

Die zweite Ableitung des Ansatzes (5.60) nach r berechnet sich zu

d2

@ P(T‘) ,r,éJrl efm“ —

[P'(r)r™ + ((+ 1) P(r)r — k P(r)r'] e
(1) r (0 + 1) P'(r)r* — k P'(r)rtt?
+(L+ D) P (r)r* + 0+ 1) P(r)r" =k (L + 1) P(r)r*
— kP (r)r'T =k (+ 1) P(r)r" + &> P(r) r't] e
— {rP%Q+2@+1—mﬂ}WM

N {E(f +1)

d
dr
|:P//

r

—2Kw+1)+ﬁﬂ}%m}ﬂeﬂﬁ

Wir setzen dieses Ergebnis in die mit 2m/A? multiplizierte und durch r*e="" dividierte
Differentialgleichung (5.52) ein und erhalten

rP%m+2@+1—mﬂfwm+{aﬁfn—zm@+n+m%}P@)
e+ 1) 2mp o,
= T T +kK r] P(r),

wobei wir V(r) = —3/r und die Definition (5.58) von k? benutzt haben. Wie man sieht,
heben sich zwei Terme auf der linken und rechten Seite gegenseitig auf, so dass sich dieses
Ergebnis vereinfacht,

rP"(r)+2({+1—kr) P'(r)—2 [FL ((+1)— é] P(r)=0, (5.62)

wobei wir den sog. Bohrschen Radius

Zh?  4meg h?
mB  me?

ap =

(5.63)

eingefithrt haben. Es empfiehlt sich nun, von der Variablen r zur Variablen

p = 2KT
iiberzugehen. Man beachte dabei, dass
dP(r) . dP(p)
P’ = =2 =2k P’
) = TG =g P =w P,
d*P(r) s &PPlp) _
P'(r) = Tz = 4k P = 4k* P"(p) ,
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5 Wasserstoffatom

wenn wir P(r) = P(2kr) = P(p) setzen und vereinbaren, dass gestrichene Groflen die
Ableitung der betreffenden Funktion nach dem jeweiligen Argument bedeuten sollen.
Gleichung (5.62) geht dann nach Division durch 2k in die sog. Kummersche Diffe-
rentialgleichung iiber,

pP"(p)+[2(6+1)—p] P'(p)— (E+1—k) P(p) =0, (5.64)

wobel wir )
A Zme

kap 4megh?k

k

abgekiirzt haben.
Wir fithren zur Vereinfachung die weiteren Abkiirzungen

b=2({+1), a=l+1—-k
ein, so dass die Kummersche Differentialgleichung (5.64) in

pP"(p)+(b—p) P'(p) —aP(p) =0

iibergeht. Die Losung dieser Differentialgleichung ist die sog. Kummersche Funktion
M(a,b, p), vgl. Formel (13.1.2) in [14], bzw. die sog. konfluente hypergeometrische
Funktion, vgl. Formel (9.210.1) in [10],

ap alatl)p’

1)(a
Dlab o) =1+ 2P P —4... 5.65
(a, b; p) Jfb 1!+ b(b+1) 2! + b(b+1)(b+2) 3! * (5:65)

Eine andere Bezeichnung fir ®(a, b; p) ist
®(a,b;p) = 1F1(a;b;p) -

Dabei ist die auf der rechten Seite auftretende Funktion ein Spezialfall der sog. hyper-
geometrischen Funktion

14

' = (o)u(@2)y (o) p
pFalon, o api Buy - By p) _Z (B)w(B2)y -+ (By)w V!

v=0

wobel

Il
—_

(@p=ala+1)--(a+v—1), (a)
Daraus folgt

v

Filaibip) =30 (0 0 (5.66)

v=0
was mit Gl. (5.65) iibereinstimmt.

Die Kummersche Differentialgleichung (5.64) ist eine lineare Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung und hat daher zwei linear unabhéngige Losungen. Um die allgemeine
Losung zu erhalten, muss man diese mit (aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen-
den) Konstanten ¢;, ¢o multiplizieren und addieren,

P(p) = c1 ®(a,b;p) + c2p' " Pla—b+1,2—=b;p) . (5.67)
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5.2 Das quantenmechanische Zentralkraftproblem

Wir betrachten das Verhalten des zweiten Terms fiir » = 2kp — 0. Die konfluente hy-
pergeometrische Funktion ist in diesem Limes regulér, da sie ausschlieBlich nicht-negative
Potenzen von p enthélt. Es ist jedoch

1-b 1-2(£41)

b=y —@e+1) .~ (2041)

=P
und damit wiirde der zweite Term in u(r) einen Term

P =20
erzeugen. Einen Term dieser Art hatten wir aber schon oben aufgrund der Bedingung,
dass u(r) am Ursprung regulér sein muss, ausgeschlossen. Wir miissen daher ¢; = 0 setzen

und haben als Losung der Differentialgleichung (5.52)
u(r) =c; @0 + 1 —k,2(0 4 1); 2rr) r* e (5.68)

Die Konstante ¢; bestimmen wir am Schluss aus der Normierungsbedingung

- /OOO dr [u(r)2 (5.69)

vgl. GL. (5.54).

5.2.4 Spektrum

Im allgemeinen ist ® ein Polynom unendlicher Ordnung in p = 2xr. Dies darf aber
nicht sein, weil dies die Quadratintegrabilitét von u(r) verletzen wiirde. Wir miissen also
fordern, dass die Reihe (5.65) bei einer endlichen Ordnung n, < oo abbricht. Dies
gelingt, falls

(+1—k=-n,, n.-€Ny, (5.70)

weil dann bei v =n, + 1
(a)y=(Ul+1-k)pp=Ul+1-k)({l+1-k+1)---(l+1—k+n,) =0,

da der letzte Faktor aufgrund von Gl. (5.70) gleich Null ist. Mithin verschwindet der Zahler
des Koeffizienten von p” in der konfluenten hypergeometrischen Funktion (5.65). Auch fiir
groffere Werte von v tritt stets ein solcher Faktor im Zahler auf, so dass auch alle héheren
Terme verschwinden. Die hochste Potenz von p, die auftreten kann, ist also n, und ®
bricht nach der Ordnung r™ = r*=*=! ab. Man bezeichnet n, als radiale Quantenzahl.

Damit aber n, eine natiirliche Zahl (inklusive der Null) ist, muss k eine natiirliche
Zahl sein,

Zme?

n,+l0+1=Fk=

eN. (5.71)

kap 4megh?k

Dies geht nur fiir bestimmte Werte von x, d.h. gemé Gl. (5.58) nur fiir bestimmte
Werte der Energie £. Wir werden also automatisch aufgrund der Quadratintegrabi-
litat der Wellenfunktion und der damit verbundenen Abbruchbedingung (5.70) auf ein
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5 Wasserstoffatom

diskretes Energiespektrum gefiihrt! Dies ist iibrigens ein explizites Beispiel fiir das heu-
ristische Argument aus Abschnitt 4.1.3, dass bei einem beschriankten klassisch erlaubten
Bereich das Eigenwertspektrum diskret sein muss.
Wir bezeichnen nun p
k=n,+{+1=n=——¢€N (5.72)
rRap
als sog. Hauptquantenzahl. Mit Hilfe von Gl. (5.58) bestimmen wir die zugehorigen
Energie-Eigenwerte,
5 2mE  Z? n?  Z? VA

= =—-—- << FIF=E,=——-—=—-Er—, 5.73
" h? atn? 2ma% n? fop2 (5.73)

mit der Rydberg-Energie

h? m e’
Er = = ~ 13.6 eV 5.74
"= 9ma% — 2(4me)? B2 v (5.74)

vgl. Gl. (1.47). Die Energie-Eigenwerte (5.73) stimmen also fiir Z = 1 mit den im Rahmen
des Bohrschen Atommodells gefundenen diskreten Energien des Elektrons im Wasserstof-
fatom tiberein. Dies kann als erster grofler Erfolg der quantenmechanischen Beschreibung
des Zentralkraftproblems betrachtet werden!

Der Grundzustand wird fiir n = 1 angenommen und tragt die Energie

E,=-7%FEg.

Es gibt desweiteren unendlich viele angeregte Zustédnde mit Energien E, > F;, n =
2,3,.... Firn — oo geht F, — E,, =0.

Die Energien (5.73) héngen nicht von der Quantenzahl ¢ des Bahndrehimpulses, der
sog. Nebenquantenzahl, ab. Diese Entartung ist rein zufillig und héngt mit dem
1/r—Verhalten des Coulomb-Potentials zusammen. Fiir Abweichungen von diesem Ver-
halten wird die Entartung aufgehoben. Fiir jedes n € N kann ¢ = n —n, — 1, vgl. Gl
(5.72), wegen n, € Ny die folgenden Werte annehmen:

(=0,1,2,...,n—1. (5.75)

Es gibt also zu gegebenem n genau n in der Energie entartete Energieniveaus mit ver-
schiedenem /. Diese Niveaus sind aufgrund der verschiedenen Werte der magnetischen
Quantenzahl, m = —¢,—( + 1,...,¢ — 1,¢, aulerdem noch (2¢ + 1)—fach entartet. Die
gesamte Entartung des n—ten Energieniveaus ist also

n—1 n
gn =Y _(20+1)=) (20—1)=n>,
=0 (=1

wobei wir Gl. (0.122.1) aus [10] benutzt haben.
Das resultierende Termschema fiir das Wasserstoffatom sieht wie in Abb. 5.3 ge-
zeigt aus. Die Hauptquantenzahl n definiert die sog. Elektronenschale (traditionell
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5.2 Das quantenmechanische Zentralkraftproblem

E l=0 l=1 l=2 l:3
s—Orbitale p—Orbitale d—Orbitale f—Orbitale n  Schale
Eoo:0 -
E, 4s 4p 4d ———A4f 4 N
E, 3s 3p 3d 3 M
EZ 2s Zp 2 L
Ej—1s 1 K

Abbildung 5.3: Termschema des Wasserstoffatoms.

mit K, L, M, N, ... bezeichnet). Die Elektronenschalen sind n?—fach entartet. Die Ne-
benquantenzahl ¢ definiert das sog. Orbital (traditionell mit s, p, d, f, ... bezeichnet).
Dieses ist (2¢ 4+ 1)—fach entartet.

Uberginge zwischen den einzelnen Energieniveaus erkliaren die Einfithrungskapitel er-
liuterten Spektralserien des Wasserstoffatoms, vgl. Abb. 1.16. Bei einem Ubergang von
m—ten auf das n—te Energieniveau wird dabei Licht der Energie

1 1 1 1

abgestrahlt, vgl. Gl. (1.40).

5.2.5 Eigenfunktionen

Wir berechnen nun noch die zu den diskreten Energieniveaus gehorenden Eigenfunktio-
nen in wasserstoffihnlichen Atomen. Setzen wir die Losung der Radialgleichung (5.68)
mit £k = nin R(r) = u(r)/r und den resultierenden Ausdruck in Gl. (5.49) ein, so erhalten
wir

Vnem (7) = 1 (0 + 1 —n, 20+ 1);267) rl e Yo (9, ) (5.76)
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Wir bemerken, dass die konfluente hypergeometrische Funktion aufgrund der Abbruch-
bedingung (5.72) ein Polynom (n — ¢ — 1)—ten Grades in r ist,

n—~—1

1 —
S(l+1—n,2(+1);p E: £;+2" ZV

v

v=

Dieses Polynom ist bis auf einen Faktor identisch mit den sog. zugeordneten Laguerre-
Polynomen,

[(n + 01
20+ 1)l(n—£—1)!

L2Z+1<p) — ( 1)2Z+1

et Sl+1—n,2(0+1);p) . (5.77)

Die zugeordneten Laguerre-Polynome sind allgemein definiert als

dk
Ih:) = L), k<p, (578
wobei
L,(z)=e o e (5.79)

die gewohnlichen Laguerre-Polynome sind. Man kann zeigen, dass

p' dr p—k —=z
o e* P PR eT (5.80)

Ly(z) =

Wir kénnen die Wellenfunktion (5.76) also auch schreiben als
Unom (7) = Nype Lfﬁ}l@m) e Yo (9, ) . (5.81)

Wir bestimmen nun die (reell zu wihlende) Normierungskonstante. Mit der Orthonorma-
litét (5.38) der Kugelflachenfunktionen gilt

1 = /dgf’\wngm(fﬂQ:/ dr r? [Lfﬁ}l(Z/ir)}Qrﬂe_Q“r
0

1 & B 2
= N '(2/{)2£+3/0 dpe? p?*Y (L5 ()]

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Variablensubstitution p = 2k7 durchgefiihrt
haben. Das verbleibende Integral entnimmt man einer Formelsammlung oder Anhang f.
von [8],
< 2n[(n + 0)!?
dpe—P 2D [26+1 2 _ .

Wir erhalten also fiir die Normierungskonstante

1 (n—0—1)!

_ 0432
N = =@0) 2 o)

(5.82)
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5.2 Das quantenmechanische Zentralkraftproblem

Das negative Vorzeichen stammt dabei von der Wahl der Phase der Wellenfunktion. Der
endgiiltige Ausdruck fiir die Wellenfunktion (5.76) lautet also

1 (1)
Ynem(F) = ‘2“\/5(%6)! (n(n+£)!) (2r)" e LT (267) Vi (9, )

= Ru(r) Yom(9, ) , (5.83)

womit wir die radiale Wellenfunktion R,,(r) identifiziert haben. Die Wellenfunktionen
(5.83) sind orthonormal,

/dgfw:%/m/ (fj wném<fj = 5nn/ 5@2/ 5mm/ . (584)
Die Radialfunktionen fiir maximales ¢ = n — 1 haben aufgrund von Gl. (5.80) fiir p =
k(=n+l=20(+1=2n—-1),

p | p? d? -z | p
Ly(z) = ple 4 € =pl(=1)",

eine besonders einfache Form,

Ryna(r) = =2k \/g W (26r)"te " (=1)*"1 (2n — 1)!

(21@3/2 1

o (2Kr)"te (5.85)

d.h. sie haben keine Knoten!

Beispiel: s—Wellenfunktion:
Rio(r) = 2632 e

Im allgemeinen haben Polynome genauso viele Knoten, wie ihrer Ordnung entspricht. Die
zugeordneten Laguerre-Polynome in der Wellenfunktion (5.83) sind von der Ordnung n +

(—(20+1) = n—¢—1 = n,, haben mithin n, Knoten. 13.7.2011

Die radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeiten sind definiert als
Wyy(r) dr = drr? /02” de /O7T dv sin ¥ (1o (7)|* = dr r? | Rue(r)[? . (5.86)
Sie sind auf Eins normiert,
1= /d3f|z/1ngm(f’)|2 = /OOO dr wp(r) (5.87)

Beispiel: s—Wellenfunktion:

wio(r) = 4K°r? e 2"
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5 Wasserstoffatom

Das Maximum dieser Funktion liegt bei r,, vgl. Abb. 5.4, welches durch folgende Gleichung
gegeben ist:

dwig 3 2\ -2 3 2
0 = =4kr° (2r, — 2kr;) e = 8K°ry (1 — Kry) e ="
dr _— ( ) ( )
1 ap
e % — _ = —— = ,
T - Z ap

wobei wir in den letzten beiden Schritten Gl. (5.72) mit n = 1 und Z = 1 benutzt haben.
Das Maximum der Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons im Wasserstoffatom liegt
also beim Bohrschen Radius ap.

w,(7)

i
ag

Abbildung 5.4: Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit im 1s—Zustand.

Die winkelabhingigen Aufenthaltswahrscheinlichkeiten sind definiert als

We (¥, @) dcosIdp = / drr? |1/1ngm(77’)\2d00519d<p: |Yorm (9, @)\Qdcosﬁdgo
0
2041 (0—m)!
= E€+m§! | P (cos¥)|* d cos 9 dy | (5.88)

wobei wir die Normiertheit der Radialfunktionen, Gl. (5.87), und die explizite Form der
Kugelfliichenfunktionen, Gl. (5.37), benutzt haben.

Zum Schluss dieses Kapitels verdeutlichen wir die Wellenfunktionen der niedrigsten
Orbitale graphisch, s. Abb. 5.5. Man erkennt sehr schon die “Keulen”, die aufgrund der
Form der Kugelflichenfunktionen zustandekommen. Desweiteren sieht man auch die wei-
ter oben diskutierte Tatsache bestétigt, dass ein Orbital zu gegebenem n, ¢ vom Ursprung
in radialer Richtung nach auflen zeigend genau n — ¢ — 1 Knoten hat.
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5.2 Das quantenmechanische Zentralkraftproblem

Probability density plots.

Hydrogen Wave Function

('7 ( 1-1)

=2 01241 (N Vi (49 )
(n~|—ll!]e Plaza(e) Yimlty

Abbildung 5.5: Die Wellenfunktionen der niedrigsten Orbitale (mit Ausnahme des
ls—Zustands) [15]. Die Zahlen in Klammern geben die Werte (n, ¢, m)
des jeweiligen Orbitals an.
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6 Spin

Die Entartung der Orbitale zu gegebenem ¢ hinsichtlich der magnetischen Quantenzahl m
148t sich in Magnetfeldern aufheben. Dieses Phdnomen ist unter dem Namen Zeeman-
Effekt bekannt. Durch das Stern-Gerlach-Experiment wurde aber bewiesen, dass es
neben dem Bahndrehimpuls eine weitere Quantenzahl mit den Eigenschaften eines Dre-
himpuls geben musste, den Spin. Fiir Fermionen nimmt er halbzahlige Werte an, z.B. fiir
das Elektron den Wert S = 1/2. Um diesen Befund in der quantenmechanischen Beschrei-
bung von wasserstoffihnlichen Atomen Rechnung zu tragen, muss man die Schrédinger-
Gleichung zur Pauli-Gleichung erweitern.

6.1 Geladene Teilchen in elektromagnetischen Feldern

6.1.1 Hamilton-Operator

Wie wir aus der Vorlesung “Theoretische Physik III: Elektrodynamik” wissen, kénnen
elektrische und magnetische Felder durch das skalare Potential ¢ und das Vektorpoten-
tial A ausgedriickt werden (wir benutzen fiir das skalare Potential das Symbol V', um
Verwechslungen mit einer Wellenfunktion auszuschlieBen),

L . A(t. 7 . L
B(t.1) = ~Vo(t.) - 28T ) =9 x Alt).

Fiir das im vorangegangenen Kapitel besprochene quantenmechanische Zentralkraftpro-
blem ist das skalare Potential bis auf einen Faktor ¢ mit dem Coulomb-Potential identisch,
ap(t,7) = V(t,7) = Ve(r). Wir hatten den Hamilton-Operator in Anwesenheit eines Vek-
torpotentials schon in Gl. (2.72) kennengelernt. Dazu miissen wir nun noch das skalare
Potential V' (¢, ) addieren, so dass der Hamilton-Operator fiir ein Teilchen der Ladung g

lautet
~ 1 A 14, . 2
0= o [i-aden] +ven
K2 ihq [= -, ihg - . = 9 5 .
— —%A+%[V-A(t,r)}+WA(t,r)-V+%A(t,r)+V(t,r).(6.1)

Hier haben wir, wie nach Gl. (2.72) diskutiert, ausgenutzt, dass der Gradientenoperator
sowohl auf das Vektorpotential wie auch auf eine hinter H stehende Wellenfunktion (¢, 7))
wirkt. Wéhlen wir nun noch die Coulomb-Eichung,

VA7) =0,
so vereinfacht sich der Hamilton-Operator (6.1) zu

. h? ihg -9
H=—A+"At 7 - A%t 7 7). 2
5 + - (t,7) V+2m (t,7) + V(t,7) (6.2)
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6.1 Geladene Teilchen in elektromagnetischen Feldern

6.1.2 Statische, homogene Magnetfelder

In statischen, homogenen Magnetfeldern, B(t,7) = B = const. 1aBt sich das Vektor-
potential auf einfache Weise durch das Magnetfeld ausdriicken,

— 1—»
Beweis:
VXA = §VX(BXT):2€z]keza <€klmlem)

I,

= 5 €; (5il 5jm — Oim 5jl) aj (Bl fEm)
1 —

= 558(8% Bjx;) = (Bﬁjxj—l—xj@JB € B; 0jx; — r@B)
1 — - = — — 1 - =

_ 5(33+F VB—B-iv B):B+§F-VB,

wobei wir von der vorletzten zur letzten Zeile 0;z; = 6;; und in der letzten die Maxwell-
Gleichung V-B=0 ausgenutzt haben. Fiir homogene Magnettelder verschwindet auch
der letzte Term und wir erhalten die Identitit B = V x A q.e.d.

Der Ausdruck (6.3) erfiillt auch die Coulomb-Eichung,

VA = LV (Bxr) = Jend (B

(2 5)
fiir homogene Magnetfelder.
Wir berechnen nun den Hamilton-Operator (6.2) mit Gl. (6.3). Dazu brauchen wir noch

N =N =
Il
(@)

Gij (l‘k &Bj + Bj 5@]9) ==

l\DI»—t

-

Lo = S\ = th th = 1 - >
—zhA-V:—E (er)-V:—EeijkBixjak _EB (T‘XV)EaB-L,
mit dem Drehimpuls-Operator L=7x P, und
2 5.2 _ 1
A = (B X T) = Z €ijk Eilm Bj Bl Tk Tm

1 N
(01 Okm — Ojm Ort) Bj Br g xm = 2 [32 r? — (B . F) ]

N e S N e

1
B*%(1 — cos® ) = ) B*r? sin® ¥ |
wobei ¢ den Winkel zwischen B und 7 bezeichnet, B - 7 = Br cosd. Eingesetzt in Gl.

(6.2) ergibt sich also fiir homogene Magnetfelder

R h2 2
H:——A——BL B?r? sin®9 + V(t,7) . 6.4
om= " 2m +Sm rsind + V(T 7) (6:4)
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Wir definieren den Operator des magnetischen Moments als

g > 9 =
%L— %TQ SiHQﬁB, (65)

=
[l

so dass wir Gl. (6.4) schreiben kénnen als

H=——A-B-[i+ V(7). (6.6)
Man beachte die Analogie zur klassischen Elektrodynamik:
Vinag = —B - I (6.7)

ist die potentielle Energie eines magnetischen Dipols i im Magnetfeld B.

In Anwendung auf die Bewegung von Elektronen der Ladung ¢ = —e in Atomen lassen
sich die beiden Terme in Gl. (6.5) wie folgt interpretieren. Der zweite Term steht fiir das
induzierte magnetische Moment, denn es verschwindet beim Abschalten von B. Es ist
daher fiir den Diamagnetismus von Atomen verantwortlich. Der erste Term dagegen
bleibt auch bei verschwindenden &dufleren Feldern erhalten, es handelt sich daher um das
permanente magnetische Moment von Atomen, welches aufgrund der Bahnbewegung
der Elektronen um den Atomkern zustandekommt. Entweder richtet sich das magnetische
Moment beim Einschalten eines dufleren Magnetfelds nach diesem aus, dann handelt es
sich um Paramagnetismus. Oder aber die magnetischen Momente richten sich spontan
ohne duferes Feld aus, dann handelt es sich um Ferromagnetismus. Man beachte dass
sich aufgrund von q = —e der Drehimpuls und das magnetische Moment fiir Elektronen
in entgegengesetzte Richtungen ausrichten, um die potentielle Energie zu minimieren.

6.1.3 Zeeman-Effekt

Wir betrachten wasserstoffihnliche Atome in nicht zu starken dufleren Magnetifeldern.
Fiir kleine Magnetfeldstirken konnen wir den diamagnetischen Beitrag zu Gl. (6.5) ver-
nachléssigen. Dann erhalten wir fiir Elektronen der Ladung ¢ = —e im Coulomb-Potential
Ve (r) des Atomkerns und in einem homogenen Magnetfeld B = B &, aus den Glgen. (6.5)
und (6.6) den Hamilton-Operator

. 2 B . . ¢B .
H= " A+ 2L 4 Vo) =Hy+ <2 L, , (6.8)
m 2m

wobel

der Hamilton-Operator fiir das Elektron fiir verschwindendes dufleres Magnetfeld ist.
Die Schrodinger-Gleichung fiir dieses Problem ist ohne grofieren Aufwand sofort 16sbar.
Wir bemerken zunéchst, dass

~
=

[F[7 f{(]] = [Fla ZA-/Z] = [F[()u LQ] = [F[()u ZA-/Z] = 0 )
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6.2 Stern-Gerlach-Versuch

d.h. der maximale Satz miteinander vertauschender Operatoren ist nach wie vor

[:IO, EZ, iz, wie im Fall ohne dufleres Magnetfeld (ﬁ ist lediglich eine Linearkombination
von Hy und H,, also nicht linear unabhingig). Die Eigenfunktionen von H sind daher
nach wie vor die Wellenfunktion ¢4, (7) = (7"|n £ m). Lediglich die Energie-Eigenwerte
verschieben sich aufgrund des dufleren Magnetfelds,

. . B . B
Hntm) = <H0+ ;—mLz) |nlm) = (E07n+ ;—mhm) [nlm) = Enpm Intm), (6.9)

wobel

h
Engszo,nJr;—Bm, m=—l, —(+1,.... 01,0, (6.10)
m

Dabei sind Ey,, = —Fr Z%/n? die Energie-Eigenwerte in Abwesenheit #ufierer Magnetfel-
der, vgl. Gl. (5.73). In einem &ufleren Magnetfeld wird also die Entartung der Zusténde
zu festem ¢ beziiglich der magnetischen Quantenzahl m aufgehoben. Das resultierende
Termschema ist in Abb. 6.1 am Beispiel eines d—Orbitals (¢ = 2) veranschaulicht.

B=0 B#0

m

n,l=2 m

EEE— m=
m
m

S = DN

=1
=2

Abbildung 6.1: Termschema bei Aufthebung der Entartung beziiglich m in einem &ufleren
Magnetfeld.

Dies fiithrt dann auch zum sog. (normalen) Zeeman-Effekt, der Aufspaltung der
Spektrallinien in d&ufleren Feldern. Man fithrt das sog. Bohrsche Magneton ein,

h \Y%
g = o~ 0.5788 1074 (6.11)
2m
so dass man die Energie-Eigenwerte (6.10) auch schreiben kann als
Eném = EO,n + UB Bm. (612)

6.2 Stern-Gerlach-Versuch

Dieses Experiment wurde von Otto Stern und Walther Gerlach 1922 im Physikali-
schen Institut der Johann Wolfgang Goethe-Universitit durchgefithrt und bildet eine der
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6 Spin

Sternstunden der Frankfurter Physik. Otto Stern wurde 1943 dafiir mit dem Nobelpreis
fiir Physik ausgezeichnet.

Dem Experiment lag die Frage zugrunde, wie man die Richtungsquantelung des
Drehimpulses (also die Existenz von Drehimpuls-Multipletts) auf andere Weise als durch
die Aufspaltung der Spektrallinien (also die Aufhebung der energetischen Entartung der
Zusténde eines Drehimpuls-Multipletts) in homogenen #ufieren Magnetfeldern sichtbar
machen konnte. Stern hatte die Idee, dafiir inhomogene Magnetfelder zu verwenden.
Der potentiellen Energie (6.7) eines magnetischen Dipols kann man eine Kraft zuordnen,
die auf diesen in einem inhomogenen Magnetfeld wirkt,

—

Fog = ~VVaag = V (i B) = i V B; (6.13)

wobei wir in guter Ndherung eine mogliche Ortsabhéngigkeit des Dipols vernachléssigt
haben. In inhomogenen Magnetfeldern lenkt diese Kraft den Dipol entsprechend seiner
Richtung ji/p ab. Der Versuchsaufbau und das Ergebnis sind in Abb. 6.2 dargestellt.

I<Iassi?cp tatsdchlich
erwartete becbachtete S
: lberatomstrahl
Verteilung Verteilung /

/N

Atom-
strahl-
ofen
inhomogenes
Magnetfeld

Abbildung 6.2: Stern-Gerlach-Experiment [16].

Stern und Gerlach beobachteten eine klare Aufspaltung des Silberstrahls in einem in-
homogenen Magnetfeld. Sie interpretierten dies als Beweis fiir die Richtungsquantelung
des Bahndrehimpulses des Elektrons in Atomen. Geméfl dem Bohrschen Atommodell
trigt das (einzige) Valenzelektron in der Atombhiille von Silberatomen ein magnetisches
Moment der Grofle pp. Die urspriinglich von Stern und Gerlach gegebene Interpretation
war, dass dieses magnetische Moment fiir eine Aufspaltung der entarteten Energieniveaus
in einen Zustand zu m = +1 und einen zu m = —1 fiihrt.
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6.3 Mathematische Beschreibung des Spins

Interessanterweise ist diese Interpretation falsch: das Valenzelektron in Silberatomen ist
in einem 5s—Zustand, welcher daher Bahndrehimpuls ¢ = 0 und folglich auch magnetische
Quantenzahl m = 0 hat! Das magnetische Moment dieses Elektrons ist daher nicht, wie
im Bohrschen Atommodell angenommen, gleich pp, sondern exakt nulll Aus der quanten-
mechanischen Beschreibung des Elektrons, wie sie im vorangegangenen Kapitel behandelt
wurde, ist das Ergebnis des Stern-Gerlach-Experiments also nicht zu verstehen.

Man konnte nun denken, dass die inneren, mit Elektronen besetzten Orbitale oder gar
der Atomkern fiir das Resultat verantwortlich sein konnten. Man kann sich aber davon
iiberzeugen, dass dies niemals die GroBenordnung des beobachteten Effekts erkldren kann.
Der einzige Ausweg ist anzunehmen, dass es einen weiteren Beitrag zum magnetischen
Dipolmoment (6.5) des Elektrons gibt,

:_% (i+g§>z—%3 (f+g§) : (6.14)

=

Der neue Operator S ist der sog. Spin-Operator. Den Faktor g nennt man nach seinem
Entdecker Landé-Faktor. Alfred Landé hatte schon 1921 (ebenfalls in Frankfurt) fiir
eine Erkldrung des (anomalen) Zeeman-Effekts gesucht und dabei implizit den Spin als
neue, dem Drehimpuls verwandte Quantenzahl, die aber halbzahlige Werte annehmen
kann, vorgeschlagen. Fiir Elektronen ist

g ~ 2.0002319 ,

wobei die Abweichung von 2 durch quantenfeldtheoretische Korrekturen zustandekommt.

Der Spin erkléart auch das Ergebnis des Stern-Gerlach-Versuchs: selbst ein Elektron im
5s—Orbital von Silberatomen, welches keinerlei Bahndrehimpuls tréigt, hat ein magneti-
sches Moment der Gréfe

L UB a4\ B Y\ . .
= Sz z — Tz - z = + z
A= g(5)e hg(Q)e {ip €
wobei +//2 der Erwartungswert der z—Komponente S, des Spin-Operators ist, vgl. Dis-
kussion im né#chsten Abschnitt. Dieses Ergebnis erhilt man auch mit den (falschen) An-
nahmen des Bohrschen Atommodells, weshalb Stern und Gerlach ihr Ergebnis zunéchst
nicht richtig interpretierten.

6.3 Mathematische Beschreibung des Spins

6.3.1 Vertauschungsrelationen

Der Spin ist eine neue Quantenzahl, die mit klassischen Vorstellungen nicht zu verste-

hen ist. Die Komponenten 5;, i = z,y, z, des Spin-Operators S gehorchen der sog.
Drehimpuls-Algebra, d.h. sie erfiillen die gleichen Vertauschungsrelationen wie der
Bahndrehimpuls,

[SZ', Sj] == ih@‘jk Sk y [SZ, §2] =0 y (615)
vgl. Glgen. (5.3) und (5.7).
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6.3.2 Eigenfunktionen und Eigenwerte

Aufgrund der Vertauschungsrelationen (6.15) 148t sich ein gemeinsames System von Ei-

genfunktionen | S mg) zu 52 und einer Komponente von S ,z.B. S, finden. Die zugehorigen
Eigenwert-Gleichungen lauten

2, 1
S%|Smg) = R*S(S+1)|Smg), S=0, 5 L g (6.16)
S.|Smg) = hmg|Smg), mg=-S -S+1,...,85-1,85. (6.17)

Im Unterschied zum Bahndrehimpuls, der aufgrund der Invarianz der Wellenfunktion
unter Raumdrehungen um 27 stets ganzzahlig sein muss, kann man iiber den Spin keine
vergleichbare Aussage treffen. Der Spin kann daher auch halbzahlige Werte annehmen.

Teilchen mit halbzahligem Spin nennt man Fermionen, Teilchen mit ganzzahligem
Spin nennt man Bosonen. Als echte Teilcheneigenschaft (wie Masse, Ladung, etc.) ist
der Spin fiir eine gegebene Teilchensorte unveranderbar, anders als der Bahndrehimpuls,
der unterschiedliche Werte annehmen kann.

Fiir Elektronen sieht man aufgrund des Stern-Gerlach-Versuchs, dass es nur zwei mog-
liche Einstellungen des Spins gibt. Daher muss das Elektron zu einem Spin-Duplett

gehoren,
g 1 11
= 5 , Mg = —5, —|—§ .
Elektronen haben also halbzahligen Spin, sind mithin Fermionen. Entsprechend den
beiden Einstellmoglichkeiten des Elektronenspins spricht man von Spin up (T, mg =

+1/2), bzw. von Spin down (|, mg = —1/2).

6.3.3 Hilbert-Raum des Spins

Um den Spin in die quantenmechanische Beschreibung mit einzubeziehen, muss der bis-
lang bekannte Hilbert-Raum Hpg, auf dem die Bahnbewegung des Teilchens beschrie-
ben wird und der z.B. durch die Eigenzustdnde |7) des Ortsoperators aufgespannt wird,
um den (25 + 1)—dimensionalen Hilbert-Raum des Spins Hg erweitert werden. Der
vollstdndige Hilbert-Raum ist der Produkt-Raum

H=Hp®®Hs . (6.18)

Zustédnde des Produktraums sind sog. direkte Produkte aus den Zustdnden der jewei-
ligen Unterrdume,

o) =B le)s, [vse)eH, [)peHs, lp)seHs. (6.19)

Direkte Produkte unterscheiden sich von Skalarprodukten, (¢|¢), und dyadischen Produk-
ten |¢)(¢|, indem man sie aus Zustdnden zweier verschiedener Hilbert-Raume bildet.
Sie sind kommutativ,

V) Ble)s = |e)s ) s
und distributiv, d.h. fiir |1/_1)B = o |1)p + s [te) g und |@)s = B |o1)s + B |2)s gilt

05 0) = an [P1;0) + a2 [a;0) ,  [0;8) = Bu 5 01) + B2 [¥;02) -
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6.3 Mathematische Beschreibung des Spins

Skalarprodukte auf dem Produktraum H werden auf Skalarprodukte auf den Unterréu-
men zuriickgefiihrt,

(W5 'l @) = B 1¥) B s(¢l@)s - (6.20)
Die Basis des Produktraums wird aus den Basen der Unterrdume wie folgt konstruiert:

Satz: Sei {|a;) g} eine Orthonormalbasis von Hg und {|3,)s} eine Orthonormalbasis von
Hg, d.h.
B<aj|az'>B = 5(%]) 9 S<ﬁn|ﬁm>5 = 5mn )

und

S ladantail = 1s. 3 18)as{0nl = ls- (6.21)

(Hierbei haben wir in der Notation berticksichtigt, dass die Zusténde des unendlich dimen-
sionalen Hilbert-Raums Hpg auch uneigentliche Zustandsvektoren sein kénnen, wahrend
der (25 + 1)—dimensionale Hilbert-Raum Hg ausschlieBlich aus eigentlichen Zusténden
besteht.) Dann ist {|a;; 55,)} eine Orthonormalbasis von H.

Beweis:

(i) Orthonormalitit: Aufgrund der Definition (6.20) gilt
(g5 Bulai; Bm) = Blaj|ai) B s{BulBm)s = 6(i, ) Omn -

(ii) Vollstiandigkeit: Aufgrund der Definition (6.19) gilt
z Z |O4i; Bm><ai; ﬁm‘ = i |O‘i>BB<Oéi‘ Z ‘ﬁm>55<ﬁm‘ = HB HS =1 7Q-e-d-

Man kann einen beliebigen Zustand [i); @) des Produktraums stets nach Zustidnden der
Orthonormalbasis {|a;; 5,,)} entwickeln,

i) = 3 3 las Bus i)

1

Die Spektralzerlegung eines Operators A auf H lautet
A= 1AL =3 ST S o e B A s B e ]
7 m % n

Operatoren, die lediglich auf einem Unterraum von H, also entweder ‘Hpg oder Hg, wirken,
lassen sich trivial auf Operatoren, die auf ‘H wirken, erweitern:

A=Azly, B=1pBs.
Fiir die Matrixdarstellung dieser Operatoren gilt daher

<ai;ﬁm‘A‘&j;ﬁn> = B<Oéi‘AB‘Oéj>B S<ﬁm|ﬂs‘ﬁn>5 = B<Oéi‘AB|Oéj>B Omn
(i; Bl B lay; Bn) = plaillpla) s s{Bm|Bs|Ba)s = 0(i, ) s(Bm|Bs|Ba)s »
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und fiir die Spektraldarstellung folgt

A = i‘&i>33<ai|AB‘aj>BB<aj‘ Z|ﬁm>ss<ﬁm|
L 75 1 m

= i@)BB(OZiMB\%)BB(%\ ls ,

L %J d

Zé‘azBB az

2

= 1z [Z|ﬁm>ss<ﬁm|BS|ﬁn>SS<ﬁn|] :

o
Il

Z |Bm)ss 5m|Bs\5n>Ss<ﬁn|]

Diese Operatoren wirken auf Produktzusténde derart, dass der Zustand des jeweils an-
deren Unterraums unbeeinflufit bleibt, d.h. wenn Ag|Y)p = |[¢)p und Bs|p)s = |@)s, so
ist

Alvie) = Apl¥)sle)s = [9)sle)s = i ¢)

Blg;e) = [0)sBsle)s = [v)plo)s = [¢;0) -

Dies bedeutet aber auch, dass A und B im Produktraum vertauschen,

[A, B]=0.
Fiir den Spin-Operator gilt daher
S, 7] =18, p]=1[S, L] =0, (6.22)

d.h. alle bislang behandelten Operatoren lassen Zusténde des Spin-Raums Hg unbeein-
flufit.

_ Eine geeignete Basis des Spin-Raums Hs sind die Eigenzusténde [Sms) zu 5% und
S,. Fiir einen beliebigen Zustand |a)s € Hg gilt dann

a)s = > ISme)(Smsla)s = D [Sms) amg - (6.23)
mg=—=S mg=—3S
Die 25 + 1 Komponenten «,,, = (Smg|a)s des Zustands |a)g kann man in einem

(25 4+ 1)—komponentigen Vektor, den sog. Spinor anordnen,

(S S|a)s ag
j)s = <SS:_ s | N (6.24)
(S — Sla)s a_g
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Ein Spinor ist damit so etwas wie die Vektordarstellung eines Spinzustands. Wegen
(Sms|Smy) = Opmgm, ist dem Basiszustand |Smg) der Spinor

0

1Sms) = | 1 | —ms (6.25)

0
zugeordnet, wobei der einzige nichttriviale Eintrag in der mg—Komponente steht. Er ist
also das Analogon zum Einheitsvektor in mg—Richtung im R25+!,

Wir wihlen nun als Basis des Hp die Ortszusténde |7). Ein beliebiger Zustand |¢); a) €
'H ="Hp ® Hs kann dann folgendermaflen entwickelt werden:

S
o) = Y / 7|7 S ms) (7} (S msla)s

mg=—3S
S
_ /d3F\F> 1S ms) $(F) s
mg=—=S
Der Ortsdarstellung von |¢; «),

S

Floia) = 3 1S ms) ¥(F) ams

mg=—S

ist ein (25 + 1)—komponentiger Spinor zugeordnet,

»(r) as Us(r)
sy = | YO0 =]
Y(r) a_g Y_s(7)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte, bei einer Messung von Ort und Spin das Teilchen bei
7 mit Spinorientierung mg zu finden ist,

[V (F)]* = [ (7) |
Es gilt

R S
S2Fp, ) = Y BES(S+1)[Sms) U(F) cmg = B2 S(S +1) (Pl a) .

mg=—>S5

Im allgemeinen ist

S
S (Flwsa) = > hmlg|Smls) ¥(F) oy, -

—
mig=—=5
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Falls jedoch v, = (S migla)s = Opgmy, also [a)s = S mg), dann bricht die Summe {iber
ms zusammen und wir haben

S, (F|; ) = hmsg (7 |4; @) .

Man spricht dann von einem Eigenspinor.

6.3.4 Spin S =1/2
Der Hilbert-Raum fiir S = 1/2 ist zweidimensional. Alle Spin-Operatoren haben daher ei-
ne zweidimensionale Matri)gdarstellung. Diese haben wir schon bei der Diskussion des

Drehimpulses berechnet. Fiir S sind dies bis auf einen Faktor 1/2 die Pauli-Matrizen,
vgl. Glgen. (5.26) — (5.28),

O T N
S == 50_:, 5 - ((3'1, 6'2, 6'3) 5 (626)
mit
. (01 . (0 — . (1 0
1= 10) 27\i o) ®T\o0o -1)"
Die Pauli-Matrizen sind hermitesch
6l=6,, i=1,2,3,
und spurfrei
Tro;, =0, i=1,2,3.
Ferner priift man durch explizites Nachrechnen, dass der sog. Antikommutator
{(3'@, (3']} E(a'l(f]—i-a'J 62 :2(51] ]12><2 EQéU (627)

ist. Aufgrund der Vertauschungsrelation (6.15) fiir den Spin-Operator gilt mit Gl. (6.26)
die folgende Vertauschungsrelation fiir die Pauli-Matrizen

Die Eigenzustéinde von S? und S, sind |2 1) und |3 — 1) und man verwendet oft folgende

Notation
11 1

5-3) = h=1=(1).

Die Orthonormalitét dieser Zusténde ist aufgrund der Darstellung als zweikomponentiger
Spinor sofort offensichtlich,

(4 =1, (£F)=0.
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Aufgrund von

03,

N | St

§2:Ei§:&2:§hﬁl 3, =
4 : 7 4 2X2 z
sind die Eigenwert-Gleichungen trivial erfiillt,

W) = <%+1) ) = B S(S+ 1) |4) |

<(1) _01)|i)=ig|i):h<i%> +) .

0 1
(40)
00Y) '
(10)
“klappen” den Spin um,

()8
S 14 = h(? 8)(é)=h\—>-

Natiirlich kann man einen bereits maximal (oder minimal) eingestellten Spin nicht weiter
erhohen (oder erniedrigen),

S+ = h<8 é)(é):o
() ()

Dies bedeutet auch, dass man den Spin hochstens einmal in dieselbe Richtung umklappen
kann,

§2\i> =

>
DO S oA W

S:+) =

Die Stufen-Operatoren

S2 =0,

wie man sich auch durch explizites Nachrechnen iiberzeugen kann.
Ein Zustand im Hilbert-Raum H = Hp ® Hg wird durch einen zweikomponentigen
Spinor beschrieben,

ewer= (Ve ) = (Win ) - (83) - o

Die Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen bei gleichzeitiger Messung von Ort und

Spin (was moglich ist, da 7 und S vertauschen) am Ort 7 und mit z—Komponente des
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6 Spin

Spins mg = +1/2 zu messen, ist |+ (7)|%. Falls der Spin nicht gemessen wird, so ist die
Wabhrscheinlichkeitsdichte

— * [ = * r — — —
o) = (3@ v @) (D) = @R e F = 5 (P
Y (7) —~
mg=+1/2
= (W a]P)(Fly; ) = s{ala)s (W|F) (Flv) = (P,
d.h. die gewohnliche Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte. Der Spin-Anteil |a)g des Zu-
stands |¢; @) kann nach Eigenzustinden entwickelt werden,
1
5 mg Omg

1 1
s = B [ims)(ale), - 2
S mg=+1/2

mg==+1/2

(1) (D) ()

Die Wahrscheinlichkeitserhaltung beziiglich der Spinzustédnde lautet

* * «
1= sfalas = (0% a) (0 ) = fasP 4 fo .

6.4 Pauli-Gleichung

In Gl. (6.14) hatten wir den Spin-Beitrag zum magnetischen Dipolmoment eingefiihrt. Der
dort auftretende Spin-Operator muss nach dem in vorangegangenen Abschnitt Erkléarten
auf einen zweidimensionalen Spinor wirken, also auf einen Zustand eines Hilbert-Raums
'H = Hp ® Hg, der das direkte Produkt des gewthnlichen Hilbert-Raums der Bahnbewe-
gung, Hp, und des zweidimensionalen Hilbert-Raums des Spins, Hg, ist. Streng genommen
lautet der Operator des magnetischen Dipolmoments daher

i— —’%B (E o + g 1 S) . (6.30)

Dieser Operator taucht im Hamilton-Operator (6.6) auf, weshalb auch letztgenannter ein
Operator auf ‘H ist. Auch die Schrodinger-Gleichung ist eine Gleichung fiir zweidimensio-

nale Spinoren
o) = (570 ) =

Sie lautet in zeitunabhéngiger Form und fiir konstante Magnetfelder,

oA vid+ S8 e+ 22 5 | Me 5. G u(m = B
a2 vo+ oo+ L2 5 | s+ g 22 5wy = B0
(6.31)

Dies ist die sog. stationédre Pauli-Gleichung. Lassen wir auch raum-zeitlich verénderliche
elektromagnetische Felder und Wellenfunktionen zu und benutzen die Definition (6.26)
des Spin-Operators, so erhalten wir die Pauli-Gleichung fiir Elektronen in allgemeiner
Form:

L 0 1 2, >\ 2 s gUB 5,, - 5

zha U(t,r) = { {2— (p+ eA(t,r)) — eap(t,T)} loyo + = B(t,7) - U} U(t, 7).

m 2
(6.32)

188



Literaturverzeichnis

1]
2]

3]

[14]
[15]
[16]

W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 5/1: Quantenmechanik — Grundlagen
(Springer, Berlin)

W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 5/2: Quantenmechanik — Methoden und
Anwendungen (Springer, Berlin)

W. Greiner, Theoretische Physik Band 4: Quantenmechanik I — Einfihrung (Harri
Deutsch, Thun & Frankfurt am Main)

R. Jelitto, Theoretische Physik 4: Quantenmechanik I (AULA-Verlag, Wiesbaden)
R. Jelitto, Theoretische Physik 5: Quantenmechanik II (AULA-Verlag, Wiesbaden)
R. Dreizler, C. Liidde, Theoretische Physik 3: Quantenmechanik 1 (Springer, Berlin)
F. Schwabl, Quantenmechanik (QM I) — Eine Einfihrung (Springer, Berlin)

L.D. Landau, E.M. Lifshitz, Lehrbuch der Theoretischen Physik III: Quantenmecha-
nik (Harri Deutsch, Thun & Frankfurt am Main)

J.J. Sakurai, J. Napolitano, Modern Quantum Mechanics (Addison Wesley, Boston)

[.S. Gradshteyn, I.M. Ryzhik, Tables of Integrals, Series, and Products (Academic
Press, San Diego)

http://www.uwes-physik.de/redshift.html, 19.4.2011
http://de.wikipedia.org/wiki/Wasserstoffatom, 19.4.2011

LN. Bronstein, K.A. Semendjajew, Taschenbuch der Mathematik (Harri Deutsch,
Thun & Frankfurt am Main)

M. Abramowitz, I. Stegun, Handbook of Mathematical Funktions (Dover, New York)
http://en.wikipedia.org/wiki/Wave_function, 10.7.2011

http://de.wikipedia.org/wiki/Stern-Gerlach-Versuch, 12.7.2011

189



